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A  propos  de  ce  livre 

Ceci  est  une  copie  numérique  d'un  ouvrage  conservé  depuis  des  générations  dans  les  rayonnages  d'une  bibliothèque  avant  d'être  numérisé  avec 

précaution  par  Google  dans  le  cadre  d'un  projet  visant  à  permettre  aux  internautes  de  découvrir  l'ensemble  du  patrimoine  littéraire  mondial  en 

ligne. 

Ce  livre  étant  relativement  ancien,  il  n'est  plus  protégé  par  la  loi  sur  les  droits  d'auteur  et  appartient  à  présent  au  domaine  public.  L'expression 

"appartenir  au  domaine  public"  signifie  que  le  livre  en  question  n'a  jamais  été  soumis  aux  droits  d'auteur  ou  que  ses  droits  légaux  sont  arrivés  à 

expiration.  Les  conditions  requises  pour  qu'un  livre  tombe  dans  le  domaine  public  peuvent  varier  d'un  pays  à  l'autre.  Les  livres  libres  de  droit  sont 

autant  de  liens  avec  le  passé.  Ils  sont  les  témoins  de  la  richesse  de  notre  histoire,  de  notre  patrimoine  culturel  et  de  la  connaissance  humaine  et  sont 

trop  souvent  difficilement  accessibles  au  public. 

Les  notes  de  bas  de  page  et  autres  annotations  en  maige  du  texte  présentes  dans  le  volume  original  sont  reprises  dans  ce  fichier,  comme  un  souvenir 

du  long  chemin  parcouru  par  l'ouvrage  depuis  la  maison  d'édition  en  passant  par  la  bibliothèque  pour  finalement  se  retrouver  entre  vos  mains. 

Consignes  d'utilisation 

Google  est  fier  de  travailler  en  partenariat  avec  des  bibliothèques  à  la  numérisation  des  ouvrages  apparienani  au  domaine  public  et  de  les  rendre 
ainsi  accessibles  à  tous.  Ces  livres  sont  en  effet  la  propriété  de  tous  et  de  toutes  et  nous  sommes  tout  simplement  les  gardiens  de  ce  patrimoine. 
Il  s'agit  toutefois  d'un  projet  coûteux.  Par  conséquent  et  en  vue  de  poursuivre  la  diffusion  de  ces  ressources  inépuisables,  nous  avons  pris  les 
dispositions  nécessaires  afin  de  prévenir  les  éventuels  abus  auxquels  pourraient  se  livrer  des  sites  marchands  tiers,  notamment  en  instaurant  des 
contraintes  techniques  relatives  aux  requêtes  automatisées. 
Nous  vous  demandons  également  de: 

+  Ne  pas  utiliser  les  fichiers  à  des  fins  commerciales  Nous  avons  conçu  le  programme  Google  Recherche  de  Livres  à  l'usage  des  particuliers. 
Nous  vous  demandons  donc  d'utiliser  uniquement  ces  fichiers  à  des  fins  personnelles.  Ils  ne  sauraient  en  effet  être  employés  dans  un 
quelconque  but  commercial. 

+  Ne  pas  procéder  à  des  requêtes  automatisées  N'envoyez  aucune  requête  automatisée  quelle  qu'elle  soit  au  système  Google.  Si  vous  effectuez 
des  recherches  concernant  les  logiciels  de  traduction,  la  reconnaissance  optique  de  caractères  ou  tout  autre  domaine  nécessitant  de  disposer 
d'importantes  quantités  de  texte,  n'hésitez  pas  à  nous  contacter  Nous  encourageons  pour  la  réalisation  de  ce  type  de  travaux  l'utilisation  des 
ouvrages  et  documents  appartenant  au  domaine  public  et  serions  heureux  de  vous  être  utile. 

+  Ne  pas  supprimer  l'attribution  Le  filigrane  Google  contenu  dans  chaque  fichier  est  indispensable  pour  informer  les  internautes  de  notre  projet 
et  leur  permettre  d'accéder  à  davantage  de  documents  par  l'intermédiaire  du  Programme  Google  Recherche  de  Livres.  Ne  le  supprimez  en 
aucun  cas. 

+  Rester  dans  la  légalité  Quelle  que  soit  l'utilisation  que  vous  comptez  faire  des  fichiers,  n'oubliez  pas  qu'il  est  de  votre  responsabilité  de 
veiller  à  respecter  la  loi.  Si  un  ouvrage  appartient  au  domaine  public  américain,  n'en  déduisez  pas  pour  autant  qu'il  en  va  de  même  dans 
les  autres  pays.  La  durée  légale  des  droits  d'auteur  d'un  livre  varie  d'un  pays  à  l'autre.  Nous  ne  sommes  donc  pas  en  mesure  de  répertorier 
les  ouvrages  dont  l'utilisation  est  autorisée  et  ceux  dont  elle  ne  l'est  pas.  Ne  croyez  pas  que  le  simple  fait  d'afficher  un  livre  sur  Google 
Recherche  de  Livres  signifie  que  celui-ci  peut  être  utilisé  de  quelque  façon  que  ce  soit  dans  le  monde  entier.  La  condamnation  à  laquelle  vous 
vous  exposeriez  en  cas  de  violation  des  droits  d'auteur  peut  être  sévère. 

A  propos  du  service  Google  Recherche  de  Livres 

En  favorisant  la  recherche  et  l'accès  à  un  nombre  croissant  de  livres  disponibles  dans  de  nombreuses  langues,  dont  le  français,  Google  souhaite 
contribuer  à  promouvoir  la  diversité  culturelle  grâce  à  Google  Recherche  de  Livres.  En  effet,  le  Programme  Google  Recherche  de  Livres  permet 
aux  internautes  de  découvrir  le  patrimoine  littéraire  mondial,  tout  en  aidant  les  auteurs  et  les  éditeurs  à  élargir  leur  public.  Vous  pouvez  effectuer 
des  recherches  en  ligne  dans  le  texte  intégral  de  cet  ouvrage  à  l'adressefhttp:  //book  s  .google .  coïrïl 
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Ouvrages  du  même  Auteur  qui  se  trouvent  chez  le  même. 

lÀbraire, 

imANOGRAPBIBy  ou  TRAITE  BUBMBNTAIRB  D^ASTRONOMIB  9  à  TiMâge 
des  personnes  peu  yersées  dans  les  Mathématiques ,  des  Géographes ,  des 
Marins ,  des  Ingénioara^i  etc. ,  accompagné  de  planisphères  ;  cirufuième  édi- 
tion,  considérablement  augmentée,  i  toI.  in-S^,  avec  10  planches,  1837. 
Prix  :  9  fr.  So  c. ,  et  1 1  &•  5.o  c*  fi^nc  de  port. 


Astronomie  pratique ,  usage  et  composition  de  la  (Àmnaissance  des  tenu, 
ouvrage  destiné  aux  Astronon^ies ,  aux  Marins  et  aux  Ingénieurs,  Paris, 
i83o  ;  prix,  7  fr.  5o  c. ,  et  9  fr.  5o,  franc  de  port. 

Géodésie,  ou  Traité  de  la  figure  de.  la  Terre  et  de  ses  parties,  contensiit  la 
Topographie  ;  TArpentage,  le  Nivellement,  la  Géomorphie  terrestre  et  as« 
tronomique ,  la  construction  des  Cartes  et  la  Navigation  ;  Leçons  données 
à  la  Faculté  dea  Sciences  de  Paris ,  i835  ;  pri«,  7  fr.  5o  t. 

Traité  élémentaire  de  Mécanique,  adopté  dans  Pinstruction  publique,  5*  édi- 
tion, i8a6,  in-8^.  Pk*ix  :  7  fr.  5o  c.  pour  Paris,  et  9fr.,  franc  déport. 

Êlémens  de  Statique,  in-S^',  1810.  Prix  :  3  fir.  pour  Paris,  et  4  fr. ,  franc  de 
port. 

Le  Dessin  linéaire ,  destiné  II  renseignement  de»  Ecoles  primaires ,  quel  que 
soit  le  mode  qu'on  j  suit,  3*  é4itipn,  aveea^s.  de  16  planches  gravées  en 
taille^ouce.  Paris,  1837.  Prix,  8  fr.,  et^  fr.  5o  c.  franc  de  port. 

La  Goniométrie,  ou  Procédé  pour  décrire  des  ares  et  des  angles  de  tous  les  de- 
grés. Paris,  i8ao.  Prix  :  i  fr.  sS  c. 

Flore parisieime,  lYol.itk-iS, 

Élémens  de  Technologie ,  ou  description  des  pi^océdés  des  arts  et  de  lIÈcono- 
mie  domestique;  ouvrage  destiné  à  Plnstruction  de  la  jeunesse.  1  vol. 
in-8<^,  avec  7  planches  en  taille-douce,  i333..  Prix  :  7  fr. 
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Professeur  de  U  Fâealté  dee  Sciences  de  Paris ,  Cheralier  de  la  Léglon-d^Hooneur , 
Officier  de  PUniTersitéy  eK-Examinatear  des  Candidats  de  FEcele  royale  Poly- 
tedinique,  Memlffe  hojioraire  du  département  de  la  Manne  russe,  Correspon- 
dant de  PÂcadémie  des  Sciences  de  Saint-Pétersbourg,  des  Sociétés  Philomatique, 
d^Enconragement  pour  Pindustrie  nationale,  royale  et  centrale  d^agriculture  deU 
Seine,  d^Inatruction  élémentaire  et  des  Méthodes  d^Eliseignement ,  des  Académies 
de  Rouen ,  Cambrai ,  Toulouse ,  Lisbonne ,  etc. 
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QUATRIEME  EPrnOIV, 

FMftrm,  dbas  l'MU«i§n«tt«att  ie«  méthodea  géaivAles; 
atUches-TOM  «  la  présenter  de  U  auiiiire  U  plut 
aimple,  et  tous  Terrem  en  même  lempe  qu'elles  sos( 
toigi<Mnl«»  pln«  (Mâles. 

Lapijm:b,  Éçolet  n^rm  ,  tome  lY,  p.  If^ 


TOME  PREMIER. 


PARIS, 
BACHELIER,  IMPRIMEUR-LIBRAIRE 

OE  l'École  POLirscBiriQUE,  etc., 
Qnai  d«s  Auguitins,  n*  55. 


^M»MV0^ 


iS57, 


EBJR.ATA  du  Cours  de  Mathématiques  pures ,  4*  édition. 

TOHE  PREMIER. 

>c      i^es    10,  lignes  3,  lesfotfsïe 

i5^  a",  en  remontant,  5  =  6a5  U$eg  5<  =  6a5 

i6,  19,  =  9  X  16  Usez  =  7  X   16 

'                20,  a,  en  remontant,  (6  :  a  x  3)  x  4  lisez  6  :  (a  x  3)  x  4 

Si,  10,  «n  remontant,  qnotfens  i,  i,*a,  a,  a,  Usez  3,  i, 

a,  a,  a 

33,  4,  en  remontant, ;a«x3*x5  Ki«fa»x3«x5 

54,  II,  en  remontant  7  5=i«e*  7  «  = 

60,  dernière,  61  j377a9  Z/je*  6i,377a69 

66,  dernière,  page 43  Usez   page  40 

67,  4f  puisque  i3>  /ûef  puisque  xo' 

I  3 

68,  ]5,  fractions 7  Usez   fractions  7 

77 ,  a4 ,  le  produit  19 .  10. 10 ,7  Usez  la.  18. 10  7 

81,  ao,  5«»  =  5*"K^rtf  5»»=:5«-î-3 

93,  dernière ,  i8a52  =  3,78»  lisez  i825a=:  3  X  78* 

101 ,  i5,  en  rem. ,  a*  cas.  R^les  directes  lisez  règles  inverses 
T07,  5,  en  remontant,  ou  aïo  jours  lisez  ou  ai6  jours 

laa,  ia,  en  remontant,  jt  =:-  x  iisez  x=:--  x 

»  '  7  fx  a 

i34,  9,  en  remontant,  (10*  H-  4*)  '^**^  (10»  -f-  4*) 

168,  5 ,  en  remontant ,  CD  =  K  lisez  CD  =  * 

170,  a ,  en  remontant,  •?  <C  -  '****  Â'  ^  ^ 

171 ,  3 ,  en  remontant,  —  x'^  a  lisez  —  ar  >  —  a 


ï89,   '  ^'=\/^'^^'=\/5: 


193,  5,  au  dénominateur.  Usez  e     '* 

194,  6,  =  a  "*    Usez  a"* 

ai  I ,  II,  oprèi  inconnu ,  ajoutez  / ,  a  et  f  étant  donnés 

ai4,  6,  en  remontant,  deux  nombres  i/sec  deux  membres 

390,  3,  en  remontant,  à  la  a®  formule,  la  lettre.ma  disparu. 

Usez  m  +  5  /—  —7  ^ 
3        a4 

333,  Il ,  =  i  »»•  (3R«^  II)  Usez  =  i  fcfc*  (3R  —  *) 

443 9  a,  en  remontant  -j-^  ^n  liseif  dt  ^n 


\ 
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Pages    69,  lignes  18,  (Sj^*-^  istr  +  8)  —  lises  (3r«^  iv  4-  8>  — 
77  j        5  et 6,' en  remontant,  FM'  Usez  P'M^ 
78,  5,  —  .^  «'  lisex  —  y^  ar> 

83,  io>9  posltire,  «i  /iVes  positive  od^ 

84,  1Û9  ainsi  7i>e5  aiusi 

91  ^  16  y  en  remontant ,  et  /3  =  2  lises  et  ^  s=  2,09 

i3ty  en  remontant,  divisons/œ  Ti^er  divisons^ 

10,  en  rem. ,  prenons  ce  résultat  lis^s  prenons  29094^ 
9î ,               6 ,  =/'*  ^sf^ùir  Uses  =J"u  -h  «r« 

11,  X  6,T  £m^^  k6,3 

1 00  y  34^9  i'eiisvmble  B  Usek  ï^nstsM»  par  B 

]o6,  la,  il  y  a  lises Jx  c=  o  a  une  seule  racine 

14,  de  ùioins  lises  déplus 
108,  i3 ,  à  X  =  o  la  suite  dès  ëignes  inférieurs  est  «f-  •{-  H-  ^u 

lieu  de  —  -#-  -t- 

1 1 ,  en  rembntaïit  y  stA  Use»  .9  ^  o 

123,  3,  — +  +  — -f-f.'t^«  — -f + h 

if,  70^*  -4-éx/itefr  ^x*— 8» 
21 ,  5x*  —  X*  ft*e«  X*  —  X» 

126,  7,  (x— i)»-f.a(x— i)-J-4^w«(x— 2;»4-2(x  — 2)  +  4 

128,  18,  —  2x52  lises  —2652 

'^7>  7**"^=*  lisez /x=z 

i38,  3,  Zwc^  x»-|-  X'»  =  «» — 15»-»  -4-  î jB»-<-— .... 

i5  y  on  a  omis  le  facteur  (x*  —  3x  +  i) 
167 ,  6^  en  remontant ,  les  racines  lises  les  trois  racines 

i6o,  ligne  dernière,  —  3a  (/?•  —  12)  4-  i2pr  lises 

—  3b(p»—  jar)  4»  72;>i* 

170,  6,  — atSai   /WC5  —  21S91 

7 ,  <zu  dénominateur,  lisez  i  au  lieu  de  2i ,  savoir  3 . 3  •  4  •  •  •  ^ 

171,  10  y  s  ^=z  c -^  mh  lises  s  r=^  a  •^  mb 
^79>              i3 ,  /?»  =  //«5 pf  =:  n>*  -f-  j*/ 

2^3  235 

1 85  ^  12 ,  en  remontant ,  par  ex«  --»  /ûej  par  ex.  «-« 

187,  2,^  =  22.17  fcié^r  =  ^^2^.17 

193,  2,  racines  plds  petitAto  liées  racines,  oit  plos  petites 

^Q^^Ues 

3i8f  i9>  en  remontant,  orsod  y^^  y,  4  4.  Uiesxs^yyy'fjf''.'^* 

23 1 ,  ^,  en  remontant ,  limite  £  litea  limite  h 

244»  .         ^^  8*  et  9*  termes ,  à  la  colonne  du  tableau 

^i^>  ly  puissances  pa^s  X^^e^puiss^ces  impaires 

^49 9  3.^  en  remontant,  s  désignant  Uses  t  désignant . 

:25oy  8,  t  est  c=  n/  Uses  x  est  :=  n/ 

267,  17,  cos  T-  ir—  As J  lûtfs  eos  ("  «ru— ibs  j 


Zht(kT&, 

pages  a59,  Kgaes  i3,  cosSs  =  4^*     3<?  litegsx  ^c'^'^^Sc 
a6o  y  1 4  9  T  eisi  le  facteur  iùe^  T,  et  le  &ctear 

6)  en  remontant  ^  /iiez  au  dénominateur  n  —  ai  +  i 
170,  7 ,  en  remontant ,  mi  arête  OB  /ù«5  une  arête  OA 

37 1 ,  1 1 ,  la  partie  entre  les  crochets  doit  être  élevée  au  carré 

98a,  3,  en  remontant 9  tang  -  c  lisez  tang*  -  c 

a88 ,  1 3 ,  opposé  B  lisez  opposé  A 

3i8,  2,lenO6ad0itètr4iQO68a 

334 ,  3  ^  en  remontant,  dont  la  dérivée  lisez  donc  la  dérivée 

^4»,.        ^'•^=ï;  '^**^'  ^'=^h 

Q,  est  —  lisez  ezl  — 


347, 


dernière^  y*  s=s  cos  ap^in  *  C  lisazy'  =  cos  x  *"*  * f^ 


34s,  S,  en  remofktaftt ,  au  Hem  dusimte^  lisez  -  4^!^^'^?''^'^  ( 

sin^ax     \ 

36o,.  X,  a  +  k  lisez  a  'h  h 

9 ,  en  remontant  ^  Dk*   lisez  Ëik* 

363,  II,  après  iH*  <  ajoutez  I  étant  =  ou  >  i, 

376,  5,  en  remontant ,  éliminant/'^  lisez  éliminant/^ 

ày  (dr 

Ly  en  remontant ,  ~-  =:  t  Usez  -^  =  i 
^^  'dar  di 

^77  >  ^9  on  remonta,nt,  le  diviseur  dt^  doit  être  remplacé 

par  dt 

448,  10,  en  remontant, , 7-? —  ttjes  ; :^- — 

4^7  >  4  >  /"^'  .**""dr  £w<fs  fzf^ » . *«**d4r 

460,  4,=  --—    lîjvs   = 

m  tu 

461 ,  3 ,  a»x*dx  =  /^cz  fa^xf^dx 

10,  en  râknontant,^rme^  la  parenthèse  entre  les   deux 
termes 
a  a 

^^'  10  i5 

5 ,  en  remontant ,  changeait  i»  en  n  —  2  lisez  ».  en  a  —  « 
471»  dernière,  «H-  *  =  Usez  1  (a  +  :c)  =s 

472,  première,  «==/&  Wws^o: 

476,  9,  a.4'^-7«<»*  'wc*  2. 4. 6. 7. aï 

479>  9>  faisant  r  =  a  /ûes  faisant  r  =  aa 

a,  première ,  c  s=  — { ;y<l;y  lisez  css  —  ^plp 


484,  a,  car—  ^  a  2tje5  c  =  —  y 


s 
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Pagw  49a,  Hgnei  7,  en  remontant,  =  aP4rlw««*«i«r 

497,  5,^'i'+S4r/...Êax+|4r 

5ao>  7,  a=— I  lte*n=:  — I 

dernière,  n^JSi']  Usez  n®  818 
523,  I ,  (I  -f-y»)l  d*  Zwe*  (I  +/»)'d* 

a,  lï«5  AU  premier  dénominateur  (1  +y*)' 
9, en  remontant ,  •(»  +  r>*  'i«*«  V'C'  +^'*) 

53i ,  7 ,  +<?<?*•  -+•  //jw?«  -I-  c«»*  + 

la,  -f.  de^"*  Usez  -f-  ^ie-'K-i 

537 ,  if^  remontant ,  +  *•  lisez  +  te» 

dP      àR  ,.      dP\dR 
539,  6^  en  remontant ,  gj—  jj  Usez 5;  -  3; 

54a,  7,  en  remontant 9  Téquation  doit  porter  le  n<>  5  au  iieu 

de  (6) 
543,  8 ,  en  remontant ,  zàz  +  Usez  zdx  -h        ^ 

55p ,  1 1 ,  en  remontant ,  ^'fl  =k  *'s=  t^  Cie*  ^6  =  xî  -♦-  j;- 

559,  6,  r=F(r,5,  f...)  lisez  r=i'F(Sf  «...) 

574,  10 ,  (page  459)  Usez  (page  439) 

^79,  8 y  en  remontant,  iz  lisez  iZ 

58i,  ï5,/V/        iwe«  /V/ 

18  >  àxAijr  lisez  âx.iy 
586,  17,  fc«w«'»-«  fc*e«  *«x"-» 

590,  3,  enrem.,  A*=74,6,  A«=— a,oii5tf«  A'ss74,6,A«=— a,o 

595 ,  5  >  en  remontant,  A.  =  .^^      iiset  A.  =  -— - 

600,  Q ,  en  remontant ,  -7  lisez  tt 

X®  •  Jbx7  _  x7  nfcx^ 
4  9  en  remontant ,  —  +  ^-^ .lisez  —  +  * — 
"  '  a         12  2  la 

602,  6|.  en  remontant,  uAs  +  t  /i^e^  ulz  -f- 1 

6o5,      3  et  4 9  en  remontant,  le  premier  terme  des  séries estî 

Le  lecteur  ne  doit  pas  6tre  étonné  dn  gvuid  noml»«  de  làutei  que  nova  indi- 
quons; dans  un  ouvrage  dont  l'impression  est  aussi  compliquée ,  il  est  juste 
d'eicuser  ces  négligences.  Le  lecteur  est  prié  de  corriger  ces  fautes,  dont  plu- 
sieurs sont  assez  graves  pour  rendre  inintelligible  un  texte  souTent  dif- 
ficile à  comprendre ,  ptroe  que  le  plan  suivi  exigeait  gu'il  tài  très  concis. 
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ARITHMÉTIQUE. 
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I.     DES    NOltfiKES    ENTIEBS. 


Notions  préliminaires.  Système  de  Numération. 

I.  Gonceyons  une  réuuioû  de  choses  semblables  :  pour  en 
distinguer  la  grandeur,  et  la  faire  apprécier  par  le  discours  aux 
hommes  qui  n'en  ont  aucune  connaissance ,  on  en  prend  une 
portion  définie  et  bien  connue ,  mais  arbitraire; , cette  portion 
se  nomme  unité-,  il  faut  ensuite  indiquer  combien  de  fois  cette 
unité  est  contenue  dans  l'assemblage  dont  il  s'agit,  c'est^à* 
dire  combien  il  faudrait  réunir  de  ces  unités  pour  produire  un 
tout  égal  à  cet  assemblage.  G^tte  quotité  est  ce  qu'on  nomme 
un  NOMBRE ,  ou  iiue  QUANTITÉ.  Ainsi ,  pour  avoir  la  connaissance, 
précise  de  la  grandeur  d'une  chose ,  autrement  que  par  la  per- 
ception des  sens ,  il  faut  d'abord  acquérir ,  par  les  sens ,  celle 
à^xxnQ portion  ou  unité,  puis  celle  du  nombre  de  fois  que  la 
chose  contient  cetie  unité. 

-T.  I.  1 
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Pour  dénommer  les  diffërens  nombres ,  on  a  inyentéles  mots 
sttivans  :  un  désigne  Puuitë  ;  d^w:  représente  la  réunion  d'une 
unité  avec  une  autre  unité  ;  trois,  la  réunion  de  deux  unités 
*  avec  une  autre ,  ou  celle  d'une  unité ,  plus  une,  plus  encore 
une;  trois  plus  un^  donne  ^uuirc,  et  ainsi  de  suite;  Taug^ 
mentation  successive  d'une  unité  chaque  fois  engendre  les 
nombres 

zéro,  un,  deux,  trois,  quatre,  cinq,  six,  sept,  huit,  neuf. 

qu'on  représente  par  les  chiffres  ou  caractères 

o,       I,       2,       3,      4,      5,      6,       7,       8,      9. 

L'idée  qu'on  doit  se  fairei  par  exemple ,  dunotubre  sept,  est  six  . 
j^Mis  un,  qui ,  d'après  ce  qu'on  a  dit ,  revient  à  cinq  plus  deux^ 
eu  à  quatre  plus  trois  >  etc. 

2.  Cette  opération  par  laquelle  on  réunit  plusieurs  assem* 
blages  en  un  seul ,  se  nomme  addition  ;  on  llndique  par  le  mot 
plus,  ou  par  le  signe  4-9  qu'on  nomme  positi/,  et  qui  se  place 
entre  les  nombres  qu'on  veut  ajouter.  Le  résultat  est  appelé 
la  somme  des  nombres. 

Ajouter  plusieurs  nombres ,  ce  n^est  donc  que  les,  réunir  en 
un  seul  dont  on  demande  la  grandeur ,  ou  exprimer  combiep 
l'assemblage  de  plusieurs  groupes  d'objets  identiques  contient 
de  fois  une  portion  prise  pour  unité,. et  qui  a  servi  de  mesure 
à  chaque  groupe  particulier.  Ajouter  2  avec  3  et  avec  4  9  <>u 
trouver  la  somme  2  plus  3  plus  4  9  c'est  réunir,  en  un  seul , 
trois  systèmes  composés  l'un  de>2 ,  l'autre  de  3  ,  et  le  dernier 
de  4  choses. 

Le  signe  ss  mis  entre  deux  grandeurs  indique  qu'elles  sont 
égales;  2  +  3 + /^:aa:g ^^lït  t  n plus 3 plus  ^  égalent  g;  cette 
égalité,  OVL  équation,  exprime  l'addition  précédente  ;  2-f  3+4 
est  le  premier  membre ,  g  est  le  second.  L'inégalité  entre  deux 
quantités  se  désigne  par  le  signe  <[  ou  ^  ;  on  place  la  plua 
grande  du  côté  de  l'ouverture  :  4  <  799^  3  s'énoncent  4  plu^ 
petH  que  7,  g  plus  grand  que  3. 

Il  suit  des  notions  précédentes,  que  si  l'on  augmente  ou  di« 
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ninue  l'un  des  nombres  à  ajouter,  le  résultat  sera  précisément 
plus  grand  ou  plus  petit  de  la  même  quantité  :  la  somme  ne 
serait  nullement  changée,  si  Ton  augmentait  l'un  de  ces  nombres 
ajoutés,  pourvu  qu'on  diminuât  un  autre  d'autant  d'unités.  Par 
exemple  :  4"f~7  surpasse  4+^  de  2,  pitrce  que  7  surpasse  5  de  2  ; 
mais44*7  =  6-f-5  =  2 -f- 9.cs3  4- 8. 

3.  Il  arrive  souvent  que  les  nombres  qu'on  veut  ajouter  sont . 
égaux  entre  eux  «  tels  que  2-f»2  +  2-f"d^B8t  cette  espèce 
d'addition  prend  le  nom  de  xdltiplicatior,  et  s'énonce  ainsi  : 
3  répété  ^fois,  ou  ^fois  2 ,  ou  enfin  2  multiplié  par  ^  ;  on  l'écrit 
2.4*  ou  2  X  4  *  ^^^  nombres  2  et  4  se  nomment  les  fadeurs; 
2  est  le  multiplicande^  4  ^^  multiplicateur,  et  le  résultat  8  le 
produit, 

4*  L'addi^tion  et  la  multiplication  ont  leurs  opérations  in- 
verses. Dans  l'addition ,  5+4=-9>  on  demande  la  somme  9 des 
deux  nombres  donnés  5  et  4>  Dans  la  sousTRACTiopr ,  ce  ré« 
sultatg  est  donné  ainsi  que  l'un  des  nombres,  tel  que  5,  et  l'on 
demande  l'autre  4;  c'est-à-dire  qu'il  faut  trouver  quel  estk 
nombre  4»  qui)  ajouté  à  5,  donne  la  somme  9.  Cette  opération, 
qui  consiste  à  recomposer  les  deux  systèmes  5  et  4*  qui  avaient 
mé  réunis  en  un  seul  9,  revient  visiblement  à  retrancher  5  de 
9,  ce  qu'on  marque  par  le  signe  —,  qu'on  énonce  moins,  et 
qu'on  place  entre  les  nombres,  devant  celui  qu'on  veut  sous- 
traire :  9— '5  =  4-  ^6  signe —  s'appelle  aussi  négatif. 

Concluons  de  ce  qu'on  a  vu  pour  l'addition ,  que,  !"*«  si  l'on 
augmente  seulement  le  nombre  à  soustraire  d'une  pu  plusieurs 
unités ,  le  résultat  sera  diminué  d'autant  ;  2^  si  l'on  augmente 
ou  diminue  les  deux. nombres  donnés  de  la  même  quantité,  le 
résultat  demeurera  le  même  ^  3^.  enfin,  le  résultat  de  la  sous^ 
traction  de  deux  nombres  marque  la  quantité  dont  Pun  surpasse 
t autre  y  et  c'est  ce  qui  a  fait  donner  à  ce  résultat  le  nom  de 
différence  ^  excès  ou  reste.  ^^^^^ 

5.  Dans  la  multiplication,  les  deux  facteurs  sont  donnés,  et 
l'on  cherché  leur  produit;  mais  si,  connaissant  coproduit  et  F  un 
des  facteurs,  on  se  propose  de  trousser  Vautre  fadeur,  cette  opé- 
ration est  une  nmsioN.  On  a  2  X  4=^»  8  est  le  résultat 
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cherché  de  la  inuUiplication  de  %  par  4*  Bans  la  division  ^aù 
contraire,  on  donne  8  et  4  y  «t  l'on  cherche  2,  c'est*à-dire 
qu'on  demande  quel  est  le  nombre  qui ,  répété  4  fois ,  produit  8 . 

V  8 

On  écrit  ainsi  cette  division,  ^  ou  8  :  4  ^^9  qu'on  énonce  8 

divisé  par  4;  8  est  le  dividende ^  4  ^^  diviseur;  le  résultat 
cherché  2  est  le  quotient  :  en  sorte  que  produit  et  dividende 
sont  des  mots  qui  désignent  le  même  nombre ,  ainsi  que  di- 
viseur et  multiplicateur,  et  que  quotient  et  multiplicande;  seu- 
lement l'emploi  de  ces  mots  dépend  du  calcul  que  Ton  a 
en  vue. 

6.  Avant  d'enseigner  les  moyens  d'exécuter  ces  quatre  opé- 
rations sur  des*  grandeurs  données ,  il  faut  former  un  langage 
propre  à  énoncer  tous  les  nombres ,  et  imaginer  des  caractères 
pour  les  désigner  :  c'est  ce  qu'on  nomme  le  système  de  la  nu^ 
ntération,  • 

Au  premier  abord  il  semble  nécessaire  de  créer  une  multi«- 
tude  infinie  de  mots  pour  dénommer  tous  les  nombres,  et 
autant  de  caractères  ou  signes  pour  les  représenter  par  l'écri- 
ture. Mais  les  inventeurs  eurent  une  idée  ingénieuse  qui  les 
dispensa  de  recourir  à  une  aussi  grande  quantité  de  mots  et  de 
chiffres  :  cette  idée  consiste  à*>grouper  ïes  nombres  par  dix ,  et 
à  dénommer  et  écrire  ces  groupes  à  part.  Ainsi  ils  sont  con- 
venus qu'un  assemblage  de  dix  unités  serait  appelé  dix,  ou  une 
dixaine,  et  de  nombrer  les.dixaines  comme  ils  avaient  fait  les 
unités;  en  sorte  qu'une  dixaine,  deux  dixaines  ,  trois  d ixai- 
nés.'....  neuf  dixaines ,  ou  ce  qui  équivaut  ^//jt,  vingt,  trente, 
quarante  y  cinquante,  soixante,  septante,  oc  tante  et  nonante, 
joints  successivement -aux  neuf  unités  simples,  permirent  de 
compter  jusqu'à /la/ia/ite- ne w/'M/ïi/èSj. 

De  même,  ils  ont  fait  un  groupe  de  dix  dixaines  qu'ils  ont 
appelé  cen/,  on  vme  centaine ,  et  ils  ont  compté  une,  deux, 

trois centaines,  comme  ils  comptaient  Tes  unités  et  les 

dixaines,  savoir  :  une  centaine  ou  cent,  deux  centaines  ou  deux 
cents,  trois  centaines'  ou  trois  cents, ....  neuf  cents.  Ces  dé- 
nomi|]ations  permirent  donc  de  compter  jusqu'à  neuf  cent  no- 
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nantcneaf  unîtes ,  enjoignant  ensemble  ks  nombres  formés  de 
centaines,  de  dixaîiies  et  d'unités. 

Dix  centaines  forent  ensuite  appelées  un  rmUe,  et  Ton  forma 
les  énonciations  deux  mille ,   trois  mille......  neufmiUe, 

selon  la  mém^  méthode  d'analogie. 

Pour  transporter  cette  heureuse  invention  dans  l'écriture , 
on  convint  qu'un  chiffre  placé  à  la  gauche  if  un  autre ,  vaU" 
drait  dix  fois  plus  que  s'il  occupait  la  place  de  ce  dernier.  De  là 
on  conclut  qu'on  mettrait  au  premier  rang  à  droite  les  unités 
simples  ;  au  rang  suivant  à  gauche,  les  dixaines  ;  à  la  troisième 
place ,  les  centaines  ;  à  la  quatrième ,  les  mille ,  etc.  Ainsi  l'ex- 
pression 23  représente  deux  dixaines  et  trois  unités,  ou  vingt- 
trois  ;  de  même  4^3  équivaut  à  l'énoncé  quatre  cent  vingt-trois. 
Et  comme  le  nombre  peut  n'avoir  pas  d'unités ,  ou  de  dixai- 
nes ,  etc. ,  on  emploie  le  chiffre  o ,  qui  n'a  par  lui-même  aucune 
valeur,  mais  qu'on  écrit  à  la  place  des  chiffres  qui  manquent, 
pour  conserver  aux  autres  leur  rang.  Par  exemple ,  20 ,  400  7 
507,  valent  vingt,  quatre  cents,  cinq  cent  sept. 

Il  convient  d'ajouter  que  l'usage  a  prévalu,  pour  énoncer  les. 
nombres  représentés  par  ii>  12,  i3,  14$  i5^  16,  de  dire  ohse^ 
douze,  treize,  quatorze,  quinze  et  seize,  au  lieu  de  dire  dix-un, 
dix -deux,. . .  dix-six,  comme  on  devrait  le  faire  d'après  la 
convention  générale,  ainsi  qu'on  dit  dix-huit  y  vingt-un ,  trente- 
deux,  etc Au  lieu  de  septante,  octante  et  nouante, 

on  dît  plus  ordinairement  soixante-dix,  quatre-vingt  et  quatre 
vingt'dix,  énoncés  moins  conformes  attx  règles  que  nous  avons 
indiquées,  et  cependant  plus  usités. 

Cela  posé,  lorsqu'on  aura  écrit  un  nombre  quelconque,  tel 
que  537,  pour  l'augmenter  de  1,  il  suffit  visiblement  d'ajouter 
I  au  chiffre  à  droite  ;  on  a  537  +  i  =  ^^  *  ^^  même  538+  i 
=:53g.  Si  ce  chiffre  à  droite  est  uiig,  on  le  remplacera  par 
un  zéro ,  en  faisant  frapper  l'augmentation  de  i  sur  le  chiffi^ 
du  second  raiig:539-f- 1  =  54o  ;  car  53o  +  9 -f-  i  =:  530-1- 10 
=s54o  ;  et  si  le  chiffre  du  second  ordre  est  lui-même  un  9,  alors 
on  remplacera  ces  deux  chiffres  9  par  des  zéros,  en  augmentant 
de  I  le  chiffre  du  troisième  rang  :  2699  -f-  i  =;  2600  ;  car 


^ 
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aSoo  +  99  4^  I  ^^  stSoo  +  loo ,  et  ainsi  de  suite  :  1 2999  +  f 
,=  1 3ooo  :  509  -f-  4  =  5 1 o  ;  i 0999  +1  =  11 000.  Tout  nombre 
étant  engendré  par  raddition  réitérée  de  l'anité ,  il  résulte  de 
là  quon  peut  écrire  tous  les  nombres  à  l'aide  de  dix  caraè^ 
ihres  (♦). 


,  ('^)  Lç  même  principe  peut  servir  à  écrire  tous  les  nombres  avec  plus  00 
moins  de  dix  caractères;  par  exemple,  si  l!on  n^a  que  les  quatre  chil&es  o,. 
I  ^  a  et  3^  il  faudra  quVn  chiffre  placé  à  la  gauche  d'un  autre  vaille  quatre 
fois  plus  que  s'il  occupait  la  place  de  ce  dermer  :  alors  10  exprimera  quatre, 
il  cinq,  13  six,  iS  sept,  20  huit,  ai  neuf,  200  trente-deux,  etc. 

Lorsqu'un  nombre  est  écrit  dans  cette  hypothèse ,  on  éprouve ,  pour  l'é- 
noncer, plus  de  difficulté  que  dans  le  système  décimal ,  parée  qu'il  n'y  a  plus 
de  concordance  avec  le  langage  ;  par  exemple,  pour  lire  (Siao),  on  observera 
que  le  2  vaut  4  x  2  ou  8  ;  le  i  vaut  i  x  4  x  4  ^^  16  ;  le  3  vaut  3x4^4^4^^ 
iga  ;  «insi  (3i2o)  hase  4>  vaut  8  H*  16  -f-  192 ,  ou  a  16.  De  même  si  la  hase  est 
5,  c'est-à-dire  si  l'on  ne  se  sert  que  des  cinq  chiffres,  o,  i ,  2,  3  et  4^  chaque 
chif&e  vaudra  cinq  fois  plus  que  s'il  occupait  la  place  à  sa  droite;  par  exam- 
ple  (4ia3) ,  exprimé  dans  ce  système  à  cinq  chiffres ,  vaut  3-f-2X  5-f-i  xa5 
+  4  ^  '^^>  ou  3  +  ib -f- 25  -f-  5oo,  ou  enfin  538. 

Donc  il  faut,  en  général,  former  les  puissances  successives  de  la  hase,  et 
mvdtiplier  le  chiffre  du  second  rang  par  la  base ,  celui  du  troisième  par  le 
carré  de  la  base ,  celui  du  quatrième  par  le  cube ,  etc.  ;  en  ajoutant  ces  pro- 
duits ,  on  a  la  valeur  de  la  quantité  proposée.  Ainsi  (2o3i3)  base  4  =  567^ 
(4oio)  base5=5o5,  (35i5i)  ba8e6  =  5o35=(68i4)  base  9. 

Si  l'on  fait  attention  au  calcul  ci-dessus,  on  verra  qu'on  peut  aussi  le  faire 
comme  il  suit  :  prenons  pour  exemple  (4is»3)  base  5  ;  multiplions  le  chiffre  4 
par  5,  et  ajoutons  le  i  qui  est  à  droite,  nous  aurons  21  ;  multiplions  21  par  5  ^ 
et  ajoutons  le  2  du  second  rang,  nous  aurons  .107  ;  enfin  ifiultiplions  par  5, 
et  ajoutons  3 ,  il  viendra  538  pour  la  valeur  cherchée.  Il  est  en  effet  évident 
que  par  là  le  chiffre  4  a  été  multiplié  trois  fois  consécutives  par  5 ,  que  le  i 
l'a  été  deux  fois,  et  le  2  une  fois  :  l'ordre  des  opérations  est  ici  différent; 
mais  elles  sont  au  fond  les  mômes  que  ci-dessus,  et  elles  conduisent  plus  fa- 
cilement au  résultat. 

Réciproquement  cherchons  les  chiffres  qui  expriment  le  nombre  538  dans 
le  système  qui  a  cinq  caractères  :  pour  cela,  supposons  ce  résultat  connu  et  tel 
que  (4^33)  j  il  suit  d*  ce  qu'on  a  dit  ci-dessus ,  qu'en  formant 

4  X  5+1  =21,  puis2i  X  5  +  2=:io7,  enfin,  107  x  5-#-3  =  538, 

ce  calcul  doit  reproduire  le  nombre  proposé.  Donc ,  si  l'on  divira  538  par  5« 
le  reste  3  sera  le  chifi're  du  premier  rang,  et  le  quotient  107  sera  la  videur 
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*  7.  Que  la  auoiéiaûoii  purl^e  ait  précédé  k  ttamératioti 
écrite»  c'est  ce  i{tti  n'est  point  douteux,  du  moins  pour  les  petits 
nombres.  Mais  dans  celle-ci ,  il  éteit  si  &cile  de  s'éle?er  A  des 
nombres  immenses  par  la  senle  juzte-position  des  ehiffres  les 
uns  près  des  autres,  et  les  opérations  de  T  ALrithméti<{ue  ont  dâ 
produire  ces  résultats  considérables ,  qu'on  n'a  pas  terdéà  re^ 


des  «utie»  «hiflbci*  Ûe  mêmsy  cUtissat  107  {uur  5 1  le  vsitè  i  ê««a  le  ehtffre  du 

teeoM  vsugy  et  le  quotient  ai  la  valeiur  des  avtree  ehiffînee^  et  sûisi  de 

suite.  Il  est  clair  quUei  on  ne  &|t  que  décomposer  les  opérations  qu*on  avait 

biles. 

Donc,  en  généial  ^  pour  iradtUre  un  nombre  dotmé  Jtun  système  de  numé* 

rsAm  éani  mm  mmtre,  il  Citit  dltiser  ce  nombre  par  la  nouveOè  base,  puis 

divise»  le  quatlent  par  eette  bsee,  puis  ee  second  quotient  encore  par  la 

base,  etc. ,  jusqu'à  ce  qu'on  tombe  sur  un  quotient  moindre  que  cette  base. 

I4  série,  des  restes  écrits  successitenient  à  partir  de  la  droite ,  dans  Tordre 

oA  On  les  a  obtenus,  formera  Texpression  cbercbée;  le  dernier  quotient!  sera 

le  ditffire  de  Tordre  le  plus  életé,  Ainsi  poiir  écrire  56^  atee  4  caractères,  Je 

diyise  567  par  4  9  et  j'obtiens  le  quotient  141  et  le  reste  3  :  je  divise  encore 

35 
141  par  4  ;  il  vient  35  au  quotient,  et  le  reste  i }  «7^  donne  8  et  le  reste  3  ; 

8 
enfin,  7  =  3)  le  reste  est  o.  Rassemblons  les  restes  successifs  3,  1,  3,  o,  et 

4 

le  dernier  quotient ,  écrits  en  ordre  renversé ,  et  nous  aurons  (ao3i3)  base  4 
;=  5/Ç^  base  lô. 

On  verra  de  même  que,  dans  les  systèmes  à  6,  9  et  12  caraétères,  le  nombre 
5o35  est  exprimé  par  (35i5i),  (6814)  et  (a  a6  7);  on  désigne  ici  par  a  et  5  les 
nombres  dix  et  oiif«  duis  le  système  duodécimal.  Ce  dernier  système  pré- 
sente des  avantages  marqués  sur  le  décimal ,  à  cause  du  grand  nombre  de 
diviseurs  de  la^  mais  il  serait  trop  difficile  de  l'établir  maintenant,  parce 
qu^il  fendrait  changer  enCièrement  nùA  usages ,  et  même  les  dénominations 
auxquelles  nous  sommes  funtliers  dès  l^nfanee.  V,  VArWt.  poUt.  de  Buffon, 

çlN^p.  XXVII. 

Tout  ce  qu'on  vient  de  dire  peut  être  exprimé  plus  simplement  en  caractères, 
algébriques.  Soient  i,h,gy.,.  c,Tf,ayieA  chiffres  consécutifs,  en  nombre  n^. 
qui  expriment  un  nombre  N ,  dans  un  système  de  numération  dont  la  baso 
est  X ,  c'estrà-dire  que  chaque  chiffre  vaut  x  fois  plus  que  s'il  occupait  la. 
ptace  qui  est  à  sa  droite;  on  a 

équation  d'où  l'on  tiré  tous  les  théorèmes  énoncés  dans  oettanoK^ 
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connailre  que  récriture  des  non^res  n^âY'ait  besoin  d'aucune 
modification  pour  s'appliquer  à  tous  les  besoins ,  taudis  que  le 
langage  adopté  p.  4  ^  suffisait  pas  pour  énoncer  les  quantité» 
quand  leur  grandeur  était  expriinée  par  plus  de  quatre  chiffres. 
Et  observez  que  si  l'on  eut  continué  de  donner  à  chaque  place 
occupée  par  un  chiffre  une  dénomination  particulière ,  ainsi 
qu'on  l'a  fait  jusqu'à  quatre  chiffres,  unités,  dixaines,  cen- 
taines et  mille ,  on  serait  retombé  dans  l'inconvénient  d'em- 
ployer une  multitude  infinie  de  mots,  puisqu'il  pouvait  y  avoir 
une  multitude  infinie  de  chiffres  contigus.  Voici  le  parti  auquel 
ob  s'arrêta  pour  éviter  cet  inconvénient. 

On  convint  de  séparer  les  chiffres  par  groupes  de  trois  en 
trois  .('^},  en  commençant  par  la  droite  ;  puis  d'énoncer  chaque 
tranche  à  part ,  cpmmé  si  elle  était  seule,  en  ajoutant  seulement 
à  chacune  un  mot  propre  à  la  dénommer.  Ces  tranches  sticc^^-  ' 
sives  sont  appelées  um/^^^  milles  millions ,  billions oumil^ 
liards,  trillions,  etc.  Ainsi  pour  énoncer  le  nombre  suivant , 

trilliont,      billi.  Biîiti.        miUe,       nnit«<« 

.ra,     4^3,    227,    539,    804, 

on  appellera  chaque  tranche  respective  des  noms  trillions,. 
billions,  etc. ,  après  avoir  énoncé  la  valeur  uuinérique  de  cha- 
cune ;  ainsi  on  lira  la  trillions,  4^3  billions,  227  millions,  539 
mille,  804  unités. 

Gomme  il  pourrait  y  avoir  une  infinité  de  tranches,  il  est 
clair  qu'on  aurait  encore  b„esoin,  pour  renonciation ,  d'une  in-, 
finité  de  mots,  et  que  la  difficulté  n'est  que  reculée.  Mais  ce 
langage  permettant  d'a|>peler  des  quantités  d'une  grandeur  im- 
mense ,  et  qui  dépassent  tous  ceux  qu'on  peut  employer ,  la 
convention  satisfait  à  tous  les  besoins.  D'ailleurs  qua^d  un 


C*^)  On  aurait  également  pu  composer  les  tranches  de  a  ou  de  4  chiffres  ; 
mais ,  dans  un  nombre  donné ,  il  y  aurait  «u  plus  de  tranches  dans  un  cas  et 
moins  dans  Fi^utre,  qn'en  les  formant  de  3  chiffres.  £n  examinant  les  li- 
mites des  nombres  qui  sont  d^un  usage  plus  fréquent ,  il  est  aisé  de  voir  qu'^oik 
a  pris  un  milieu  conTcnable  entre  ces  partis. 


ADDITION.  g 

nombre  excède  une  certaine  limite ,  l'énoncer  ne  sert  à  rien ,  et 
n'en  peut  faire  concevoir  la  grandeur. 

Cette  idée  admirable  d'attribuer  aux  chiffres  des  valeurs  de 
position,  indépendamment  de  leur  valeur  propre,  est  si  simple^ 
qu'il  ne  faut  pas  s'étonner  qu'elle  soit  venue  à  l'esprit  des  In- 
diens^ qui  nous  l'ont  transmise  par  le  secours  des  Arabes  ;  mais 
bien  pltOiÉ  qu'il  y  ait  eu  des  nations  puissantes  et  éclairées  * 
qui  ne  les  aient  pas  eues ,  ou  du  moins  adoptées  des  peuples 
voisins.  Les  Romains,  dont  le  système  de  nuriiération  parlée 
était  conforme  au  nôtre ,  avaient  un  mode  d'écriture  très  diffé- 
rent. Les  Grecs  avaient  aussi  leur  système  de  chiffres  tout-à*fait 
distinct  (*). 

-  -V 

De  V Addition. 

8.  Pour  ajouter  deux  nombres ,  tels  que  5  et  4  9  nous  avons 
vu  (2}  qu'il  faut  ôter  à  l'un  de  ces  nombres  successivement 
chacune  des  unités  dont  il  est  composé  pour  les  joindre  à  Tautre, 
opération  qui  revient  à  cec^  : 


{*)  Lesi  Romains  représentaient  ainsi  les  nombres  : 


G  cent. 

D  ou  l3  cinq  cents. 

M  ou  GID  mille. 


I  un.     ^  L  cinquante. 

II  deux.  X  dix. 

III  trois ,  etc.  V  cinq. 

Ges  caractères  suffisaient  pour  exprimer  les  nombres  ;  on  ajoutait  les  valeurs 
propres  à  chaque  chiffre,  quand  ces  valeurs  allaient  en  décroissant  de 
grandeur  numérique  de  gauche  à  droite  :  mais  si  un  chiffre  était  précédé  dVn 
autre  qui  fût  moindre,  la  valeur  de  celui-ci  devait  au  contraire  être  soustraite. 
En  voici  quelques  exemples  : 

VI  six.         XVI  seize.  LX  soitante.     GX  cent-dix.   DG  six  cents. 

IV  quatre.    XIV  quatorze.    XL  quarante.    XG  nonante.    GD  quatre 'cents. 

On  changeait  aussi  les  unités  en  mille  en  mettant  un  trait  au-dessus  des 

chiffre*;  on  écrivait  ainsi  loooo  ,  X  ou  GGIOD  ;  looooo,  G  ou  GGGIODD  ; 

2000000  MM. 
Le  système  de  la  numération  écrite  des  Grecs  était  aussi  mal  imaginé  que 
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Mais  on  sent  que^  pour  d,es  nombres  un  peu  grands,  ce  pioce'dé 
serait  impraticable;  nous  ne  les  prescrirons  donc  que  pour  des 
nonibres  d'un  seul  chifFre ,  et  nous  supposerons  même  que  l'ha- 
bitude a  appris  à  connaître  de  suite  le  résultat,  5  -{-  4  =  9> 
3-4-8=11,  et  tous  les  autres  de  même  sorte. 

Pour  trouver  la  somme  des  deux  nombres  24  et  87,  dëcom-^ 
posons4es  d'abord  en  20  4-  4  ^^  ^^  "f*  7  >  ^^  somme  cherchée  est 
âo  +  3o  4-  4  +  7-  ^^9  1^^  deux  premières  parties  reviennent 
visiblement  à  2  dixaines  plus  3  dixaines ,  ou  5  dixaines  ;  ainsi  la 
somme  est  5o  +  n  >  ou  5o  +  10  +  '  >  ou  enfin  60  -f-  ï  =^  6i  • 

On  voit  qu'il  Jaut  réunir  séparément  les  dixaines  et  les  unités 
des  nombres  proposés  ;  ce,  raisonnement  est  général. 

Par  exemple,  prenons  3781  -f-  349  "f*  12487  -f-  ^4»  ^"  f^^" 
sant  séparément  la  somme  des  unités,  puis  des  dixaines,  des 
centaines ,  etc. ,  on  aura  i5  mille  4^  1 4  centaines  -|*  20  dixaines 
•4-21  unités,  ou  iSooo  -f  i4^^  +  200  -f"  21  ;  mais ,  opérant  dé 
même  sur  ces  derniers  nombres,  on  a  t6  mille  4-6  ^  ^ 
centaines  -4  2  dixaines  4-  i ,  ou  1662  it  Ce  calcul  se        Mo 

j, ^^^ . ,  ^« ^^**.x,,™         ,5? 

ci*contre ,  les  nombres  les  uns  au-dessous  des  autres,    16  6a  1 
et  faisant  correspondre ,  dans  une  même  colonne  ver-    ' 

celui  desRomaiDftj  les  unités,  dixaines,  centaines  étaient  désignées  par  le& 
lettres  conséeutÎTes  de  Falphabet  ;  savoir  : 

A  vaut  I  I  vaut  10  p  vaut  100 

/$  a  »  30  r  aoo 

y         3  X  3o  .      T  3oo 

/        4  '   /<       4<>  V        400 

f           5  f  5o  ^          5oo 

$-6  f  60  ^          600 

f,f     7  0  70  +700 

»            8  ir  80  a»           80Q 

Les  mille  se  dénotent  par  un  accent'  sous  les  lettres.  Pour  donner  un 
exemple  de  ces  chiffras  :  tififttfA  signifiait  i  -f-  a  -f*  100  -f-  i  +  4^>  ^^ 
i44-  I^  même,  fxK^=  >^7>  M^^  =  aSaj).  V.  ïhUmbn,  Astronomie  an-- 
tienne,  T.  a. 
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ticalé.  les  chiffres  du  même  ordre.  La  somme  des  nombres  de 
chaque  colonne  doit  être  écrite  au  bas ,  si  elle  ne  passe  pas  9  ; 
autrement  on  n*en  pose  que  les  unités,  et  on  réserve  les  dixaines 
pour  les  ajouter,  comme  simples  unités,  avec  les  nombres  de 
la  colonne  qui  suit  à  gauche ,  ce  qui  détermine  à  cofn^ntencer  le 
calcul  par  la  colonne  à  droite . 

Voici  plusieurs  exemples  d'addition. 

Pour  le  premier,  on  fera  ainsi  le  calcul  :  3  4*  8  font  11,  11  +  7 
valent  18,  18  -|-  7  égalent  25 ,  somme  des  unités  3 + 8  +  7  -f-  7  : 
on  posera  5  sous  le  trait,  au  premier  rang  à  4roite,  et  on  joindra 
les  2  dixaines  à  la  colonne  suivante  :  puis  on  dira  %  pluaS  font 
10,  plus  I  font  1 1 ,  plus  8  valent  19,  plus  2  font  21  ;  on  pose  1, 
et  on  retient  2  pour  joindre  aux  centaines.  2  +  3i=999  +  3 
=s  1 2. . .  ;  on  a  26  centaines ,  ou  pose  6  et  on  retient  2  ;  enfin  on 
trouve  24  à  la  4*  colonne  :  on  pose  le  4  et  on  avance  le  2,  c'est- 
à-dire  qu'on  écrit  24  mille.  La  somme  est  24  61 5. 


5  783  77  756  10  376  786  5  784  aoi 

4  3i8  3  388                   789  633  749  83a 

5987  9  7^                          58a  14378539 

8  5^7  go  a57  ^  ao  91a  572 

*  "  Il  167  080 


a4  6i5  \€^T^ 


De  la  Soustraction. 


9.  L'habitude  d'additionner  suffît  pour  trouver  la  différence 
«rotre  les  nombres  simples  ;  par  exemple,  le  nombre  qui,  ajouté 
à  3,  donne  7  pour  somme,  est  4  :  ainsi  7  . —  3  :=:  4*^'^  peut 
aussi  parvenir  au  résultat ,  en  ôtant  de  7  autant  d'unités  que  3 
eii  contient  ;  7  —  3  =  6  —  2  =  5  —  1=4*  Accordons  par  con- 
séquent qu'on  sache  faire  la  soustraction  des  petits  nombre^. 

Prenons  cet  exemple  plus  composé,  695  —  243.  Il       ^ 
est  visible  que ,  si  l'on  connaissait  le  nombre  qui       ^ 
ajouté  à  243  donne  696  pour  somme ,  3  -f-  les  unités       ^ 
de  ce -nombre,  4  ~h  ^^^  dixaines;  2  -|-  ses  centaines  devraient 
reproduire  695  ;  on  écrira  donc  les  nombres  proposés  comme 
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pour  raddition;  le  plus  petit  en-dessoas;  puis  on  relrancbera 
chaque  chiffre  infe'iieur  de  celui  qui  est  au*dessus  :  on  dira 
5  —  3  =  2,  g  —  4  =  ^>  6  —  2  =  47  €t  4^2  sera  la  différence 
cherchée. 

Mais  il  peut  arriver  que  le  chiffre  inférieur  surpasse     3^  ^ 
le  supérieur.  Dans  l'exemple  ci-contre,  on  ne  peut     '9  ^ 
ôter  8  de  7.  Il  est  clair  qu'alors  36  1 47  devant  être  la  '^ 

somme  de  19  328  +  le  nombre  cherché,  en  faisant  la  somme 
de  la  i'*  colonne,  8  +  les  unités  inconnues,  ont  donné ,  non  pas 
7,  mais  17  pour  somme;  et  qu'on  a  retenu  la  dixaiue  pour  la 
joindre  à  la  colonne  suivante.  On  doit  donc  dire^  non  pas 
7  —  8 ,  mais  17  —  8=9,  et  écrire  ce  chiffre  9  au  rang  des  uni- 
tés. Mais,  ^  continuant  l'addition,  la  colonne  suivante  est 
formée  de  la  dixaine  retenue ,  des  chiffres  4  >  2 ,  et  des  dixaines 
cherchées;  et  ajoutant  celles-ci  à  2  et  à  la  retenue  i ,  on  doit 
produire  4  :  il  ne  faut  donc  pas  dire  4  —  2 ,  mais  4  —  3  =  1 , 
qu'on  posera  aux  dixaines.  De  même  pour  les  centaines,  au  lieu 
de  I  —  3,  on  dira  11  —  3  reste  8,  qu'on  posera;  mais  on  re- 
tiendra I  pour  ajouter  au  9  suivant  ;  ainsi  6—  10 ,  ou  plutôt 
16—  10  =  6,  et  on  retiendra  i  ;  3  —  2  =  1. 

En  général,  lorsque  le  chiffre  supérieur  sera  le  plus  faible , 
on  l'augmentera  de  dix ,  puis  on  retiendra  un  pour  le  joindre  au 
chiffre  inférieur  qui  est  à  la  gauche.  On  remarquera  qu'en  effet 
le  nombre  supérieur  est  augmenté  par  là  de  i  o ,  mais  qu'on  aug- 
mente pareillement  l'inférieur  de  10^  ce  qui  n'altère  nullement 
la  différence  (  n*  4  )  • 

Pareillement,  dans  l'exemple  ci-contre,  on  dira:  3  000  420- 
9  —  3  =:  6;  2  —  7  ne  se  peut;  12  —  7=5,  et  je  a  578  573 
retiens  1  ;  4  —  ^  (*"  ^^^^  de  4  —  5)  ne  se  peut,      4^*'  ^56 
14  —  6  =  8,  et  je  retiens  i  ;  o  —  9  (au  lieu  de  o  —  8  )  ne  se 
peut,  io«— 9=1;  o  —  8  ne  se  peut;  10  —  8^=  2,  etc. 

Voici  quelques  autres  exemples  de  soustraction. 


3  000 
I  704 


6  000 

4  000 

2  000 


6  000 
5  999 


i5o  001 
76  385 

73616 


3  375  83i 
186  943 

3  188888" 


r 
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lo.  Lorsqu'on  veut  retrancher  un  ntfmbre  de  V unité  suivie 
étautant  de  zéros  que  ce  nombre  a  de  chiffres ,  c'esi-à^îre  de 
looo...*  il  Jaut  retrancher  le  chiffre  des  unités  de  lo,  et  les 
autres  chiffres  de  9.  Ainsi ,  1 000  -*-  7.5q  y  se  trouve  eu  disant 
io-*9  =  i;  puis9<-^^3s4;  9  —  2  =  7,  et  ona  1000-^259 
=  741 .  Be  même  i  000  000  —  279  968  =  720  047.  Ce  calcul 
est  si  facile,  qu'il  mérite  à  peine  d'être  compté  pour  une  opé- 
ration ;  on  s'en  sert  pour  réduire  toute  soustraction  à  une  addi- 
tion ;  voici  comment. 

Soit  demandée  la  différence  3487  -—  259.  Il  est  clair  qu'en 
décomposant  3487  en  2487  +  1000,  )a  différence  avec  259 
n'est  pas  changée,  et  on  aura  2487  +  1000  —  259,  ou 
2487  +  74^=^^^8.  Ainsi,  au  lieu  de  soustraire  259,  on  a  réelle- 
ment ajouté  74 1 .  On  voit  donc  qu'on  peut  retrancher  un  nombre 
d'un  autre^  en  soustrayant  le  i^'de  i  suivi  d'au  tant  de  zéros  qu'il 
a  de  chiffres ,  et  ajoutant  le  résultat  au  2*  nombre  donné,  pourvu 
qu'on  retranche  ensuite  une  unité  de  l'ordre  immédiatement 
supérieur  à  celui  du  nombre  à  soustraire.  On  indique^  cette 
dernière  soustraction  par  i  placé  à  l'ordre  de  chiffres  dont 
on  vient  de  parler  ;  ainsi  l'opération  ci-dessus  revient 
à  3487  -—  269  ==  3487  +  1741 5  calcul  qu'on  effectue  ^487 
comme  on  le  voit  ci-contre.  Observez  que  1 74i>  ajouté  -3^^ 
au  nombre  259,  donne  zéro,  ou  174 1  +  269=  o.  La 
quai^tité  1 74 1  est  ce  qu'on  nomme  le  complément  arithmétique 
de  269.  En  général,  pour  former  le  complément  arithmétique 
àun  nombre,  il  faut  retrancher  tous  ses  chiffres  de  9,  et  celui 
des  unités  de  10,  puis  placer  i  à  gauche.  Le  complément  d^un 
nombre  ajouté  à  ce  nombre  donne  zéro  pour  somme.  Au  lieu 
de  retrancher  un  nombre ,  on  peut  ajouter  son  complément  arith- 
métique. 

Lorsqu'il  y  aplusieurs  additions  et  sous- 


tractions successives,  l'nsage  descomplé-        ^ 

mens  peut  présenter  des  avantages  ;  par  _.  ^ 

exemple ,  8278 1  -f-  8729  —  871  —  4^34  »  t5  166 

prend  la  forme  ci-contre,  attendu  que  les  33  ^55 
complémens  de  87 1  et  4884  sont  1629  et 


3a  73r 
•    5  729 

-  371 

—  4  834 

Reste  33  aS/î 
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1 5 166.  Nous  recommandons  toatefois  d'enter  l'emploi  du  00m- 
ple'ment ,  et  de  s'exercer  à  faire  les  additions  et  soustractions 
colonne  par  colonne.  C'est  ainsi  que,  dans  notre  exemple,  après 
avoir  dit 9 «4-  i  =  10,  ^-^  i  saSy  on  retranchera  5  de  10  et 
on  posera  5  au  rang  des  unités  du  reste  ;  puis  34^2s=5,  7  +  3 
=  10  ;  5  — 10  ne  se  peut  ;  donc  i5-«*- 10  2=3  5 ,  qu*on  pose  aux 
dixaines,  en  retenant  i  pçur  joindre  aux  centaines  soust^ac- 


tivesy  etc. 


De  la  Multiplication. 


II.  Nous  écrirons  le  multiplicande  le  premier;  ainsi 
4x5X2  signifie  qu'on  répétera  4  cinq  fois  ,  et  que  le  pro- 
duit 20  devra  être  pris  2  fdis. 

Puisque  4x5  n'est  autre ^que  i  4.  i  4.  i  «j-,  i  répété  5  fois , 
il  suffit  de  prendre  chaque  unité  5  fois ,  ou5+-5-|-5~f-5;  ex- 
pression qui  revient 'à  5  répété  4  fois  :  ainsi , 
4  fois  5  est  égal  à  5  fois  4»  ou  4x5=5x4- 
Ce  raisonnement  peut  être  présenté  sous  la  j4 
formé  d'un  tableau  Aj  composé  de  5  lignes, 
dont  chacune  contient  4  unités.  Il  est  clair 
que  le  nombre  des  unités  est  4  répété  5  fois. 
Mais,  en  renversant  le  tableau,  comme  on 
le  voit  en  B ,  on  trouve  5  répété  4  fois  ;  le  B 
nombre  des  unités. étant  nécessairement  le 
même  dans  les  deux  cas,  le  produit  de  4  X  5 
est  le  mêiiïe  que  celui  de  5x4* 

Soit  aussi  5  v  4  X  2  ;  comme  5  répété 

4  fois  est. 5  +  5  +  5  +5, 

il  reste  à  prendre  2  fois  ce  résultat,  ou..  lo-f-io-f-io-f-io^ 
ou  10  répété  4  fois.  Donc  5x4^2 

=  6  X  2  X  4-  On  peut  donc  changer  de  place  les  deux  der^ 
niers  facteurs,  comme  on  a  vu  qu'on  pouvait  échanger  les  deux 
premiers  entre  eux.  Ainsi, 

5x4)ç  2=::4x5xa  =  5  X  a  x4=ax^x4s=:9X 4x5=4x9x5. 


•  •  .  . 

.  »  •  . 
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Ou  voit  donc  qu'on  peut  intervenir  de  toutes  les  manières  pos^ 
sibles  tordre  des  facteurs  sans  altérer  le  produit. 

Démontrons  ce  théorème  pour  plus  de  trois  facteurs  :  par 
exemple ,  pour4  X  5  X  3  X  a  X  9. 

Le  facteur  9  ayant  la  dernière  place  dans  le  premier  pro-  < 
dttit,  prouvons  qu'on  peut  le  placer  où  l'on  veut,  et  d'abord  à 
ravant-dernier  rang ,  savoir  4x5x3X2X9=4x5x3X9Xa. 
En  effet  9  les  trois  premiers  facteurs  4x5x3  donnent  60 ,  et  il 
faut  prouver  que 60  X  2  X  9=6oX  9X2,  et  c'est  ce  qui  vient 
d'être  démontré.  De  même  dans  le  prodait  4  X  5  X  3  X  9»  on 
peut  faire  passer  le  9  avant  le  3 ,  savoir  4x5X9X3,  et  ainsi 
de  suite.  D'où  l'on  voit  que ,  sans  changer  le  produit ,  on  peut 
faire  occuper  successivement  toutes  les  places  au  dernier  facteur 
9,  les  autres  facteurs  restant  dans  le  même  ordre. 

Mais  à  son  tour  le  nouveau  facteur  terminal  2  peut  être 
mis  à  tel  rang  qu'on^  veut  dans  chacun  de  ces  résultats ,  savoir, 
4x5x9X3x  a=4  X  5X9X2X3=4x5x2X9X3=  etc.. 
Donc  en  définitive  la  place  de  chaque  facteur  est  arbitraire. 

12.  Lorsqu'il  arrive  qu'un  nombre  se  multiplie  lui-même  plu- 
sieurs fois  consécutives ,  comme  3x3x3x3,  on  dit  qu'il  est 
élevé  à  une  Puissance,  doni  le  degré  est  marqué  par  le  nombre 
defacteurs,  qu'onappelle  ExposarU.  Ici3estélevéà  laquatrième 
puissance ,  ce  qu'on  indique  par  3^ = 8.1  ;  4  est  l'exposant  ou  le 
degré.  De  même  2^;=2X2X2s=:8.  On  donne  aussi  à  la  deuxième 
puissance  le  nom  de  Carré,  et  à  la  troisième  le  nom  de  Cube, 
7'ou7X  7  =  49C8tlecanpéde7;  7*=7X  7X  7  =343  est  le 
cube  de  7. 

Le  nombre  qui  se  multiplie  ainsi  lui-même ,  ou  qui  est  affecté 
d'un  exposant,  se  nomme  Àiiciiie;  ainsi  7  est  la  racine  carrée,  ou 
seconde  de  49»  1*  racine  cubique  ou  troisième  de  343,  la  qua^ 
trième  de  2401 ,  etc.  Ces  racines  s'indiquent  par  le  signe  sa* 
IMGAL  V^,  et  on  place ,  dans  les  branches ,  le  nombre  qui  en 
naarque  le  degré. 

7^88343,  d'où  7=  t/343  ;  5^=695,  d'où  5=  1/62$. 
Lorsqu^l  n'agit  de  la  racine  2^,  on  se  dispense  ordinairement 
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d'en  indiquer  le  degré,  et  d'écrire  le  chiffre  2  sur  le  radical;  en 

a 

sorte  que  |/  et  |/  sont  la  même  chose  :  8* = 64 ,  donc  8  =r  ^  64 , 
8  est  dit  la  racine ,  ou  la  racine  carrée  de  64* 

i3.  Puisque  pour  multiplier  un  nombre  (n®  3) ,  il  suffit  de 
l'ajouter  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  multiplicateur, 
on  voit  que ,  i  ^.  si  Ton  multiplie  l'un  des  facteurs  par  2,  3,  4*  •  •  > 
le  produit  est  lui-même  multiplié  par.2,  3,  4*  •  ^^  effet,  si,  au 
lieu  de  3  X  5,  je  prends  12  X  5,  chaque  fois  que  j'ajouterai  12 
au  lieu  de  3,  je  prendrai  le  quadruple  de  3,  c'est-à-dire  que  j'aii- 
rai  pris  de  trop  le  triple  de  3  ;  le  résultat  sera.donc  composé  du 
produit  3  X  5  quadruplé  :  ainsi,  1 2  X  5  est  quadruple  de  3  X  5, 
parce  que  12  est  quadruple  de  3.  Et  aussi  pourmultiplier  12  par 
5,  on  peut,  si  l'on  veut,  multiplier  3  par  5,  et  ensuite  le  pro*- 
duit  i5  par  4 ,  parce  que  12  =  3  X  4* 

De  même  si  l'on  dtvise  l'un  de^  facteurs  par  2,  3,  4*  •  •  9  ^^  P^^" 
duit  sem  divisé  aussi  par  2,3,4- 

2*.  Si  Von  multiplie  l'un  des  fadeurs ,  et  qu'on  divise  Vautre 
par  un  même  nombre ,  le  produit  n'est  pas  changé  .-14x8 
s=9  X  16  9  i4  ^^  double  de  7 ,  et  16  Test  de  8. 

3".  Lorsque  les  facteurs  sont  terminés  à  droite  par  des  zéros, 
on  peut  les  supprimer,  pourpu  qu^à  la  suite  du  produit  on  en 
mette  un  pareil  nombre.  Ainsi  3oo  X  20  devient  3  X  2,  en  ôtant 
les  trots  zéros,  qu'on  restituera  à  la  suite  du  produit  6;  on  aura 
300X20=6000.  Ëneffet^  3ooX20=3ooo  X2,  car  3oo  est  décu^ 
plé  (  n°  6) ,  et  20  est  divisé  par  i  o.  Or^  dans  l'addition  de  3ooo  à 
lui-même,  on  voit  que  les  trois  zéros  demeurent  dans  la  somme,' 
comme  provenant  des  trois  premières  colonnes;  la  suivante 
donlie  3X2^6;  donc  6000  est  le  produit  demandé. 

i4*  Il  s'agit  maintenant  de  pratiquer  la  multiplication  de 
deux  nombres  donnés  ;  il  se  présente  trois  cas. 

1*'  CAS.  Les  deux  facteurs  vl  ayant  qiCun  seul  chiffre  chacun. 
La  table  suivante,  qui  est  due  à  Pythagore,  se  forme  en  écrivant 
sur  une  ligne  horizontale  les  9  premiers  nombres ,  puis  ajoutant 
chacun  d'eux  9  fois  successives,  on  écrit  ces  produits  dans  une 
même  colonne  verticale.  Par  exemple,  4  +  4= ^>  8-f'4^='^> 

12^4^16,    l6-^-4  =  20,  20-f-4  =  ^4»  *^^*^" 
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Yeut-on  trouver  le  produit  7  X  5 ,  il  suit  de  la  génération 
des  divers  nombres  de  ce  tabtéau  qu'on  cheirchera  7  dans  la 
première  ligne ,  et  qu'on  descendra,  dans  la  colonne  verticale 
correspondante  9  jusqu'à  la  case  .qui. est  dans  la  ligne  horizon- 
tale dont  5  est  le.chifire  initial;  cette  case  porte  35^  /et  .on^a 
^  X  5  =  35.  Il  importe  de  se  rendre  familiers  les  produit^  des 
nombres  simples ,  afin  de  ne  pas  être  forcé ,  chaque  fois.qu'pn 
veut  les  obtenir,  de  recourir  à  cette  table.,  qui  n'est  elle-même 
formée  que  par  des  addiljons  successives. 

S'iliallait ,  ainsi  que  l'exige  la  définition  (3) ,  ajéuter  lenutl" 
iiplicande  autant  défais  quilj  a  d  unités  duns  le  multiplia 
caieur,,  l'opération  deviendrait  presque  impraticable  poiuc  les 
grands  nombres.  Voyons  comment  on  .peut  la  réduire  à  la  mal* 
tiplication.  des  nombres  simples. 

2*  CAS.  Le,  multiplicateur  n'ajrant  qu'un  seul  chiffre.  Pour 
multiplier  2967  par.  4)  j'imagine,  pour  un  moment,  qu'on 
veuille  en  effet  exécuter  l'addition  de  2967  pris  4  fois,  ainsi 
qu'elle  est  faite  ci-après.  La  colonne  des  unités  ne  contiendra 
que  le  chiffre  7  écrit  verticalement  4  ^ô\s\  ainsi  cette  somnu 
T  I.  2 
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bre  est  répété  pour  former  rm  produit,  indique  aussi  le  nombre 
dfi  fois  que  le  diviseur  est  contenu  dans  le  dividende;  ou ,  ce 
qui  équivaut ,  le  dividende  contient  le  diviseur  autant  de  fois 
qu'il jr  a  d unités  dans  le  quotient.  Donc  si  Ton  veut  former  2 
parts  égales  dans  8  unités,  il  faut  diviser  8  par  2;  le  quotient 
4  exprime  la  grandeur  de  chaque  part. 

Le  dividende  n'étant  autre  chose  que  le  produit  d'une  mul- 
tiplication dont  le  diviseur  et  le  quotient  sont  les  deux  fac- 
teurs, il  suit  de  la  définition  et  des  propriétés  connues  (n®  i3) 
que,  i^,  on  ne  change  pas  le  quotient. lorsqu'on  multiplie  ou 
qt/on  divise  par  un  même  nombre  le  dividende  et  le  diviseur  : 
36  :  9  donne  le  même  quotient  que  7a  :  18  et  que  12  :.3.. 

2®.  Si  le  dividenderel  le  diviseur  sont  terminés  à  droite  par 
des  zéros,  on  peut  en  supprimer  à  chacun  un  égal  nombre  sans 
\altérer  le  quotient  :  6000  \  200,  et  60  :  2  donnent  le  même  quo*- 
tient  3o.  (/*c>f.  p.  16.) 

3^*  Si  Von  multiplie  seulement  le  dividende,  le  quotient  sera 
multiplié  par  le  même  nombre  ;  si  Ton  multiplie  le  diviseur , 
le  quotient  sera  divisé.  Qu'il  s'agisse^  par  exemple,  de  diviser  24 
par  3,  le  quotient  sera  8,  ou  24  !  3  =  8  ;  mais  si  l'on  double  24» 
ce  quotient  sera  doublé,  ^^  l  Z  ^=z  \6 '^  et,  si  l'on  double  3  ,  le 
quotient  sera  réduit -à  moitié,  24  :  6  =  4»  Enfin  48  :  6  =  8, 
cVst<«à-dire  que  le  quotient  reste  le  même  quand  on  double  le 
dividende  et  le  diviseur. 

>  4*^*  Lorsqu'on  veut  exécuter  plusieurs  divisions  successives  y 
V  ordre. dans  lequel  on  les  doit  ejffectuerest  arbitraire  j  on  peut 
même  n'en  foire  qu'une  seule ,  en  prenant  pour  diviseur  lepro  - 
duit  de  tous  les  diviseurs.  Si  Ton  veut ,  par  exemple,  diviser  24 
p^r  2,  et  ensuite  le  quotient  1 2  par  3  ;  on  obtient  4  pour  résultat  ; 
mais  si  Ton  eût  divisé  par  3  d'abord ,  et  ensuite  par  2 ,  ou  bien 
si  l'on  eût  divisé  24  par  2  X  3  ou  6,  on  aurait  obtenu  de  même  4- 
Cela  résulte  de  ce  que  la  division,  par  2  et  par  3  revient  à  sup- 
primer tour  à  tour  les  facteurs  2  et  3  dans  24»  qui  est  le  pro- 
duit de  2  X  3  X  4  >  oti  de  3x^X4-  ^^^  '*  même  raison , 

(6x4)  :  (3x  2)=(6:3)  x(4:a)  =  {6:2x3)  x4- 

16.  Le  quotient  de  35  !  7  est  5,  puisque  35=  7  X  5;  mais 
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SI  Von  veut  diviser  38  par  7,  on  décomposera  38  en  35  +  3,  ou 
38=  7  X  5  +  3  ;  la  division  ne  se  fait  plus  exactement  :  35  est 
seulement  le  plus  grand  produit  de  7  contenu  dans  36^  et  3  est 
le  re^/e  de  cette  division. 

Si  Ton  formé  tous  les  produits  consécutifs  d'un  nombre  par 
I  y  2^  3, ...  les  résultats  sont  tous  dwisibies  par  ce  nombie, 
ou  en  sont  les  multiples.  C'est  ainsi  (Juc  35  est  multiple  de  7, 
ou  divisible  par  7 ,  tandis  que  38  ne  l'est  point. 

En  prenant  pour  dividende  et  diviseur  deux  nombres  quel-* 
conques,  ou  doit  donc  dire  que  le  quotient ,  multiplié  par  le 
diviseur,  donne  un  produit  qui  ^  ajouté  au  reste,  forme  ledivi-" 
dende.  Le  reste  est  d'ailleurs  moindre  que  le  diviseur ,  puisque; 
si  celui-ci  y  était  encore  contenu ,  le  produit  du  diviseur  par  le 
quotient  ne  donnerait  pas  le  plus  grand  multiple  du  diviseur 
contenu  dans  le  dividende.  ' 

En  multipliant  toute  l'équation  38==  7  X  54-^9  P^i^  un 
nombre  tel  que  4  9  on  a  rSa  =s  28  X  5  -h  v^  :  le  quotient  de  la 
division  de  1 52  par  28 ,  et  celui  de  38  par  7 ,  est  également  5  ; 
»iais  le  reste  3  est  devenu  quadruplé.  En  multipliant  le  divi-^. 
seur  et  {e  dividende  peur  un  même  facteur  j  le  quotient  n  est  pat 
changé  y  et  le  reste  est  multiplié  par  ce  facteur. 

Soient  34  et  24  y  deux  nombres  qui,  divisés  par  S,  donnent 
le  même  reste  4»  leur  différence  10  doit  être  multiple  de  5, 
car  34  =  6 X 5 4-4 »  ^4  =  4x5  +  4>  ^'  retranchant  ce& deux 
équations ,  on  a  i  o  sss  2  X  5. 

1 7 .  La  table  de  Py tbagore  sert  à  trouver  le  quotiei^t ,  1oi?&qu'il 
n*est  exprimé  que  par  un  seul  diifff e ,  aussi  bien  que  le  divi-i 
seur.  Veut-on  diviser  35  par  7,  par  exemple ,  on  descendra,  dans 
lacdloniie  verticale  dunombre  7  ^  jusqu'à  la  case  qui  contient  35; 
elle  répond  à  la  ligne  horizontale  qui  commencé  par  5 ,  en  sorte 
que  35=.7  X  5  ;  donc  5  est  le  facteur  ou  le  quotient  cherché. 

Pour  diviser  65  par  9,  comme  on  ne  trouve  pas  65  dans  la 
9*  colonne ,  mais 63  et  72 ,  on  a 65=  7  X  9  +  2  :  on  voit  que-7 
est  te  quotient,  et  2  le  reste.  Il  faut  se  rendre  ces  divisions  très 
familières ,  afin  de  ne  pas  èUe  obligé  de  consulter  la  table  d« 
Pylhagôre  pour  les  exécuter. 
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18^.  Venons-^n  aux  di vivons  cptnpo^ées. 

I  ^î"  CAS.  Le  diviseur  n  ayant  quun  seul  chiffre.  Soit  proposé 
4e  difiser  40  761  par  7 ,  c'est-k-dirie  de  trouver  un  nombre 
qui,  multiplie'  par  7,  reproduise  4o  76 1.. Si  ce  nombre  était 
oopnu,  on  le  vérifierait  en  le  multipliant  par  7  ;  les  unités  de- 
vraient donner  le  produit  i  ;  en  retenant  les  dixaines  pour  les 
joindre  au  produit  suiv^^nt,  on  trouverait  de 
même  6  aux  dixaines  ;  le  produit  des  centaines    |e 
donnerait  7  ;  enfin  celui  des  mille,.  40.  Le  quo- 
tient n'a  point  de  dixaines  de  mille,  puisque 
10  600  X  7  donne  70  000 ,  qx(i  surpasse  4^  761  • 
Concluons  de  là  que  4o  contient  le  produit  de 
7  par  le  chiffre  des  mille  du  quotient,  et  en 
outre  la  retenue  faite  sur  les  centaines.   Le 
plus  grand  multiple  de  7  contenu  dans  ^o  est  35  ou  7  fois  5, 
et  4<^  est  compris  entre  les  produits  de  7  par  5  et  p^r  6  ;  si  Ton 
multiplie  7  par  5ooo  et  par  6doo,  Fun  des  produits  sera  dope 
moindre  ,.et  Tautre  plus  grand  que  ^o  761  ;  ainsi  le  quQ^eQt 
estenti'è  5oÔ9  et  6000 ,  c'e8t-4«-dire  que  le  chiffre  des  mille  est 
S  y  donné  par  le  plus  grand  multiple  de  >]  contenu  dans,  ^o.  En 
retranchant  de  4o  ce  multiple  35,  le  reste  5  est  la  retenue  faite,. 
dans  la  multiplication  par  7  ,  sur  les  centaines  du  quotient.  Si 
donc  on  joint  à  ce  reste  5  les  autres  chiffres  761  du  dividn^ode,. 
5761  sera  le  produit  par  7  des  parties  inconnues  du  quotient  ; 
et  pour  trouver  celles-ci ,  il  ne  s'agira  que  de  diviser  57(5 1  par 
7,. question  semblable  à  la  proposée ,  et  qui  permet  le  même 
raisonnement* 

On  divisera  donc  par  7  les  centaines  57,  ou  plut&t  le  plus^ 
grand' multiple  de  7  r'enfernié  dans  57  :  le  quotient  8  sera  le 
chiffire  des  centaines  du  quotient^  qu'on  posera  à  droite  du  5  qui 
en  est  les  mille.  Observes  qu'il  est  inutile  de  descendre,  près 
du  reste  5 ,  toute  la  partie  761  du  dividende ,  et  que,  pour  for- 
mer le  dividende  partiel  57,  il  suffisait  de  descendre  près  du  5 
le  chiffre  7  des  centaines.  En  multipliants  par  7 ,  et  ôtant  le 
produit  56  de  67,  le  reste  i  est  la  retenue  qui  provient  des 
dixaines,  en  sorte  que,  si  Ton  joint  61  à  ce  reste ,  161  est  le  pro- 
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^Wkt  par  7  des  dil^^juieç  ^t  des  unités  du  quoUaat  ;  pouf^  les  ob- 
le^kf  U  f^V^t  iioj^^W}sçr  161  par  .7,  etaipsi  d^  i$uite^  )L>e  quo* 
Uent  demandé  isst  5323. 

t>n  voit  qu'op  trouve  tour  à.^our  jcb^quei  c)iiiffre  du  quotient, 
encommençantjpar  fçrfire.te  plus  élésyé,  ei  qu'il  faussons  cesse 
descendre  près.d^  reste  le  chiffre  qui^uit  dans  le  xliyidende ^ 
puis  prehdre  le. plus  grafid  multiple  du  diviseur  qui  est  con- 
tenu dqns  le  mfrntfre  min^ifqrmé. 

Lorsqu'on  s'çst  exercé  à  ce  calcul,  pa  m  l^arde  pas  à  recoiv- 
naitr^  qi|e  »  dans  unç  opérat^n  aus$i  ^iTiple»  U  ^t  Qiuiile  d'é- 
arire  chaque  produit  à  soustraire  1  parce^que  la  sQu^lraction  se 
fjût  de  &uite.  Ainsii  après  avoir  trouvé  que  4o  1 7  do«iiie  le  chifFns 
$  4^  iniUe  du  quotient,  on  prend  SJois  7,  et-  on  »^tirancbe  le 
produit  35  de  ^o  ;  le  reste  5  s'^écrit  soii$  le  i^  dli  dividende;  on 
y. joint  le  7  des  centaines^  et  on  divise  §7  par  7  ,  etc.  L'ope- 
ration  se  réduit  alors  à  la  forme  que  nous  lui  ayons  donnée 
m-icontre.  Il  est  mêm«  re^Mirquable  qu'on  peut   ,^     , 
encore  l'abréger,  en jn'éçriyant^  paa chaque  reste   \y_     \  55^ 
pour  le  joindre  au  chiffre  qui  s^it  dans,  le  di-»^      16     ^ 
vi^ende  :  par  exemple  9  4^  •  7  donne  5,  qu'on.         a 
écrit  sous  4^*  ^  produit  7  fois  5  qu  35  9  te 
reti^nche  de  4^  >  ^^  l'^o^  conserve  dans  la  mé-   ^  «g,  f  i. 
moire  le  reste  5,  pour  le  joindre  au  7  des  cen-»     ^  °^^  ^ 
taiueft;  57  :  7  donne  8,  qu'on  écrit  sous  les  7 
cent^nes  ;  7  x  8;=::56,  qui,  ôté  de  87,  donne  le  reste  1  ;  ce  i , 
joint  au  <S  dis^aines,  donne  ï6;  i6  :  7  =2,  etc.  Ce  calcul  a  la^ 
forme  très  simple  que  noua  avons  indiquée  ici. 

Voici  d'autres  exemples  de  ces  divisiona- 
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2^GA$*  Le  diviseur  ayant  plusieurs  chiffies.  Proposons-nous 
de  diviser  igi&par  329.  Puisque  329  X  10  =  3290,  qui  surpasse 
le  dividende  191&,  le  quotient  est  moindre  que  10  ;  ainsi  le 
quotient  na  qu'un  seul  chiffre;  «upposons-le  connu,  et  on  le 
H cuvera, facilement  en  faisant  les  produits  successifs  de  32Q  pav 
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^        1 ,  2  ,  3 , .  1 .  jusqu'à  ce  que  ce  produit  soit  1 9 16 ,  ou  que  la  d^fe'*» 
/  rence  avec  1916  soit  moindre  que  329.  Soit  5  ee  quotient. 

1916  e'tant  =  329  X  5  +  le  reste  ,  si  Ton  .     ^ 

multiplie  par  5  les  unités  9,  les  dixaines  2  et  '5 

les  centaîuep  3,  et  qu'on  ajoute  le  reste  ,  on   Produit...  1645 
devra  reproduire  1916.  Le  calcul  indiqué  ci~  "ïqïS" 

'  contre  prouve  que  les  centaines  ig  du  divi- 

dende sont  forBiées,  i^.  du  produit  i5  des  centaines  3  du  di- 
viseur par  le  quotient  supposé  5  ;  2^.  de  la  retenue  i  faite  surle& 
dixaines;  3^  delà  partie  3  qui  provient  de  l'addition  d  u  reste  2  7 1 . 
Il  suit  de  là  que,  si  ro|i  pouvait  ôter  de  19  ces  deux  reténues, 
le  reste  i5  ferait  le  produit  exact  des  centaines  3  du  diviseur 
par  le  chiiFre  du  quotient;  et  la  division  de  i5  par  3  ferait 
connaître  ce  chiffre.  Mais  comme  on  né  peut  ôter  ide  19  la 
double  retenue  qu'on  ne  connaît  pas  d'abord,  on  divise  19 
par  3,  {nrenant  ainsi  pour  dividende  un  nombre  trop  grand:  le 
quotient  qu'on  trouve  peut  être  fautif;  mais  il  ne  peut  pêcher 
que  par  excès.  Dans  notre  exemple,  19 1  3  donne  6;  mais  comme 
on  trouve  que  &X  329  r=:  19^4  >.  '9' 6»  on  reconnaît  que  le 
quotient  supposé  est  trop  fort  :  on  essaie  5  ;  et  te  produit  5x329 
est  1645  <  1916;  ce  qui  prouve  que  5  n'est  pas  trop  fort,  et 
que  par  conséquent  S^est  le  quotient  cherché.  Otant  1645  de 
1916,  on  trouve  le  reste  271. 

Concluons  de  là  que  si  le  quotient  est  <^  10,  c'est-à-dire  n*a 
qu'un  seul  chiffre,  il  faut  supprimer,  à  droite  du  di\^idende  et 
du  diviseur,  un  égal  nombre  de  chines,  et  danser  les  parties  qui 
restent;  le  quotient  sera  celui  qu'on  cherche,  ou  le  surpassera  } 
la  multiplication  sentira  ensuite  à  le  vérifier  (^) .  Voici  quel- 


(*)  G^est  surtout  lorsque  le  deuxième  chiffre  vers  la  gauche  du  dlTiseor 
surpasse  5,  que  la  tentative  conduit  à  poser  un  quotient  trop  fort;  car,  dans 
la  multiplication  du  diviseur  par  le  quotient  pour  reproduire  le  dividende, 
le  produit  du  premier  chiffre  à  gauche  du  diviseur  doit  être  ajouté  aux 
dixatnes  qui  ont  été  retenues.  Pour  i435  :  287,  par  exçmple,  si  Ton  dit  14  :  ^ 
donne  7  ;  ce  7  sera  trop  grand ,  attendu  quVn  multipliant  287  par  7  ,  le  pro- 
duit 2x7  des  centaines  devrait  être  accru  de  la  retenue  6;  provenant  de 
87  X  7.  Mais  si  l'on  suppose  5  pour  quotient ,  comme  87  X  5  donne  4  à  re- 
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ques  exemples  de  ce  calcul.  Dans  le  i*' ,  on  divise  72  par  8, 
mais  on  trouve,  pair  la  multiplication ,  que  le  quotient  9kest  trop 
fort^  et  on  le  réduit  à  8. 
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Proposons  nous  maintenant  de  diviser  191  687  par  829.  Je 
sépare  vers  la  gauche  du  dividende  la  partie  19 16,  qui  soit  assez 
grande  pour  contenir  le  diviseur  829;  je  fais  la  division  de  1916 
par  329 ,  en  suivant  la  règle  précédente  :  le  quotient  est  5  y  don- 
nant le  produit  i645  et  le  reste  27 1  ;  j'é- 
cris ces  nombres  ainsi  qu'on  le  voit  ci-  1616.87  (^329 
contre  :  ce  nombre  5  est  lé  préniier  chiffre  jcr  Re«te..  ~viJS 
du  quotient)'  et  désigne  les  centaines,^  ou  ^foa 
5oo,  attendu  que  1916  exprime  aussi  des   ^*  ^^^"      |5j 
centaines.  En  effet ,  puisque  1 9 1 6  est  com-  3e  Reste. .       209^ 
pris  entre  5  et  6  fois  le  diviseur  829 ,  cette 
partie  1-916  étant  des  centaines ,  le  dividende  proposé  est  lui- 
même  compris  entre  5oo'et  600  fois  829  (n*  i3,  3°.);  donc  le 
quotient  cherché  est  composé  de  5oo  -f-  des  dixaines  et  des 
unités ,  qu'il  s'agit  maintenant  de  trouver. 


tenir ,  et  que  14  —  4  divisé  par  2  donne  en  effet  5 ,  il  est  clair  que  5  est  le 
quotient  cherché.. 

Observez  que,  si  Ton  remplace  287  par  3oO;  le  quotient -^^  sera  trop  faible , 

puisque^  ayant  augmenté  le  diviseur ,  il  est  contenu  moins  de  fois  dans  le 
dividende  i435.  Si  Ton  veut  éviter  de  longues  tentatives ,  quand  le  deuxième 
chiffre  ver»*  la  gauche  du  diviseur  surpassera  5 ,  on  ajoutera  1  au  premier  chif- 
fre, pour  obtenir  le  quotient  supposé;  mais  lorsque  ensuite  on  voudra  véri- 
fier ce  quotient  par  la  multiplication ,  il  faudra  rétablir  le  diviseur  tel  qaUl 
était.  L'erreur,  sHl  y  en  a ,  consiste  alors  à  donner  un  chiffre  trop  faible 
pour  quotient^ -et  cette  erreur  est  manifestée  par  un  reste  qui  surpasse  le  di- 
viseur. Dans  le  cas  que  nous  considérons  dans  cette  note ,  il  y  a  quelquefois 
de  Tavantage  à  doubler,  ou  tripler,...  le  dividende  et  le  diviseur ,  afin  d'ame- 
ner le  deuxième  chiffre  de  celui-ci  9  être  <^-5.  Le  quotient  n'est  point  altéré 
par  ce  calcul  (n^  i5,  i**.) 


26  ARITHMÉTIQUE. 

En  retranchant  du  dÎTidende  le  prpduit  de  $2g  par  5oo ,  pariie 
connàe  du  quotient,  c'e9t-ià*dire  en  ôtant  i64^  de  1916^  et  joi- 
gnant au  reste  271  la  partie  87  qu'on  avait  séparée,  il  est  clair 
f|ue  le  re«te  27187  est  le  produit  de  289  par  les  dixaines  et  les 
unités  incomiKies  du  quotient^  plus  le  reste  :  d'où  il  suit  que,  si 
l'on  divise  27187  par  829,  on  devra  obteuir  au  quotient  ces 
dixaines  et  ces  unités. 

A  cette  question ,  semblable  à  la  proposée ,  le  même  raison- 
nement s'applique*  et  Ton  est  conduit  à  la  même  conséquence. 
Séparons  donc  le  premier  chiffre  à  droite  7,  c'est-â-dirc  descen- 
dons seulement  le  8  à  la  droite  du  premier  reste  271,  ce  qui 
donnera  27 18  à  diviser  par  829  :  le  quotient  8  est ,  par  la  même 
raipon  que  ci-dessus,  le  chiffre  des  dixaines  ;  du  dividende  partiel 
27 18,  6taynt  le  produit  829  X  8  =  2682,  le  reste  86  provient  du 
produit  de  329  par  les  unités,  plus  l'excès  du  dividende  total 
sur  un  multiple  exact.  Enfin,  si  l'on  divise  Ô67  pais  ^29,  on 
obtient  les  unités  2,  et  le  reste  209.  C'est  le  même  calcul  qui 
se  reproduit  sans  cesse ,  et  qui  donne  tour  à  tour  les  divers 
chiffres  du  quo^ent,  en  vertu  d*un  raisonnement  qui  difiere 
peu  de  celui  qu'on  a  fait  dans  le  cas  où  le  quotient  n'a  qu'un 
seul  chiffre. 

Donc,  pour  faire  une  division,  il  faut  séparer,  vers  la  gauche 
du  dividende,  les  chiffres  nécessaires  pour  contenir  le  diviseur , 
diviser  cette  partie  par  le  diviseur;  le  quotient  n'aura  qu*un 
seul  chiffre,  qui  sera  le  premier  des  chiffres  à  gauche  du  quo^ 
tient  cherché,  et  son  ordre  sera  le  même  que  celui  des  unités  du 
dividende  partiel.  On  multipliera  ce  quotient  par  le  diviseur; 
on  retranchera  le  produit  du  dividende  partiel;  à  la  droite  du 
reste,  on  descendra  le  chiffre  suivant  dans  le  dividende  pro^- 
posé,  çt  on  recommencera^  la  même  opération,  qui  donnera  fc 
second  chiffre  du  quotient,  de  même  Ordre  que  le  chiffre  des'^ 
cendu.  On  continuera  ce  calcul  jusqu'à  ce  que  tous  les  chiffres, 
du  dividende  soient  épuisés. 

Si  l'un  des  dividendes  parj^iels  ne  contient  pas  le  diviseur ,  il 
ne  faudra  pas  oublier  de  mettre  un  zéro  au  quotient;  puis  w» 
descendra  un  second  chiffre  du  dividende. 
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AU  lieu  d'écrire  cbaque  produit  et  de  soustraire ,  il  est  plus 
court  d'effectuer  à  la  fois  la  multiplication  et  la  soustraction ^ 
Par  exemple,  lorsqu'il  a  &Uu  multiplier  829  par  5  et  ôter  de 
1916,  voici  comment  on  a  pu  opérera  5  x  9=7.4^  unités,  qu'^ 
ne  peut  ôter  des  6  unités  du  dtvidjeade  1916  ;  mais  ajoutez  4 
dixaines  à  ce 6,  et  dites  4^  —  45=;=«,  querojis  po^rez  30u$  6. 
Comme  1916  aura  par  là  été  augmenté  de  4o  ,  pour  ne  pas  al«* 
térer  la  différence  cherchée ,  il  faudra  djç  même  ajouter  4o  au 
nombre  à  soustraire,  c'est-à-dire  retenir  4  dix^ines,  qu'on  join- 
dra au  produit  suivant  2x5=10;  on  a  donc  14  à  ôter  de 
I  dixainè;  on  dit  de  %\  ôtez  i4  9  il  reste  9  ,  qu'on  écrit  sous  i , 
et  on  retien^t  les  deux  dixaines  ajoutées  ;  enfin  5x3  +ai  s=i  1 7 , 
19  — 17  =2  ;  et  ou  a  le  premier  reste  271. 

De  même,  pour  oter  de  2718  le  produit  32g  X  8,  on  dira 
8  X  9=72  ;  ajoutant  70  aux  unités8,  on  a  78 —  -72  =  6,  qu'on 
pose  aux  unités,  et  on  retient  7.  Ensnite2X8-4-7^=?23  ^  étés 
de  I,  ou  plutôt  de  3i ,  il  reste  8  /  qu'on  écrit 
sous  I ,  en  retenant  3  ;  enfin ,  3  X  8 -f-  3  =^  27,    lô*®-*?  >  J!î9_ 
étés  de  37  ,  il  reste  o  ,  qu'il  est  inutile  d'é-        8  O7    '  ^^  . 
crire ,  etc.  L'opération  prend  alors  la  forme        *•  ^  Reste, 
abrégée  que  nous  lui  avons  donnée  ici  (*). 

V^ici  quelques  exemples  de  diyisioo. 

72Î5i2.i46  f  836q  386782.67  f  09887 

338  71     ^  ^  721a  07  ^j 

3986  Reste....       ;2i9  98 

Bestc. ......     3  986 

82304568208. 9  f  8247686671  72 I . 342   r   0^1 

8165307660  9  ï         99  '39  3      i  24^8 

Reste..  74î>48o566  o  ^  m  04     '    ^' 

2  57a 

4 


Reste. .  2 


l 

(  683679  25627-875  f 

i652i  o3    I     ,oa4  ^^§      V 


2847  451    ^        '^  254  67 

Reste. . .       Il 2  735  2D  555 

Reste. .      443 


(*)  ,Ce  genre  de  cîUcuI  sert  aussi  à  vérifier  chaque  chiffre  du  quotieut  ;  on 
lait  alors  Topération  ci-dessus,  en  procédant  en  sens  contraire,  c^cst-à-dire 


\ 


28  ARITHMÉTIQUE.' 

19.  Nous  ferons  observer  (jue,  i**.  la  division  est  la  seule  des 
quatre  rhgles  qui  commence  par  la  gauche. 

1^,  Lorsiqu'on  a  trouve'  combien  de  fois  un  dividende  partiel 
contient  le  diviseur,'  ce  chiffre  est  toujours  précisément  celui 
qu'on  doit  mettre  au  quotient.  Cependant  comme  pour  trouver 
ee  nombre  de  fois,  le  procédé  indiqué,  p.  24»  consiste  à  réduire 
le  diviseur  à  son  premier  chiffre  à  gauche ,  il  s^  peut  que  cette 
opération  donne  en  effet  un  chiffre  trop  fort  :  mais  Terreur  est 
dans  ce  procédé  et  non  dans  le  principe;  car  une  fois  qu'on  a 
obtenu  le  quotient  de  cette  division  partielle  ^  on  est  assuré  que 
ce  chiffre  est  juste  celui  du  quotient  cherché.. 

3*^.  Chaque  chiffre  qu'on  descend  en  donne  un  au  quotient  ; 
l'un  et  l'autre  sont  de  même  ordre,  en  sodPte  qu'on  peut  toujours 


■^■■B— in^-^—"^»^— —•— "i^H" 


de  gauche  à  droite;  et  si  quelque  soustraction  est  impossible,,  à  plus  forte 
raison  le  sera-t-elle  en  commençant  par  la  droite,  puisque  les  produits  à  re- 
trancher sont  augmentés  des  retenues.  Ainsi,  pour  -^-â-,  on  a  -^ ,  et  il  s^agit 

d^éprouTer  le  6  qu^on  obtient ,  c^est-à-dire  de  s  ^assurer  si  le  produit  328  x  & 
e8t<C  1916,  cas  on  le  chiffre  6  n^est  pas  trop  fort.  Commençons  la  multipli- 
cation par  les  centaines,  on  dira  3  x  6==i8;de  19,  il  reste  i,  qui,  joint  au 
chiffre  suivant  i,  donne  11  dixaines;  d^où  Ton  ne  peut  ôter  le  produit  des 
dizaines  6  x  a  ou  la  j  ainsi  le  6  est  trop  fort ,  et  on  doit  essayer  5. 
Observons  que,  dans  toute  multiplication,  chacune  des  retenues  ne  peut 

«         ■ 

excéder  le  multiplicateur  qu^on  éprouve  :  s^il  est  5 ,  il  faudrait  que  Vautre 
facteur  fût  au  moins  10,  pour  que  le  produit  surpassât  5o.  Donc  ,  si  en  fai- 
sant répreuve,  comme  on  vient  de  le  dire,  on  trouve  quelqu'un  des  restes 
au  moins  égal  au  quotient  éprouvé,  on  est  assuré  que  y  lorsqu^on  fera  Topération 
^  de  droite  à  gauche,  et  qu'on  arrivera  à  ce  même  reçte,  la  soustraction  sera 

possible ,  ainsi  que  toutes  les  suivantes^  Par  exemple ,  pour  -5^-^-  ,  on  dira  -a- 

3572  ^ 

donne  8,  qu'on  reconnaîtra  être  trop  fort  ;  il  faudra  donc  éprouver  7;  ce 
qu'on  fera  ainsi  qu'il  suit  :  3  X  7  =  21  ;  de  26,  il  reste  4?  qu'on  joint  au  6 
des  centaines  de  a5643j  on  a  46  ;  puis  7  x  5  =  35;  46  —  35  donne  un  reste  >  7; 
ainsi  7  est  le  quotient  cherché.  En  général,  l'épreuve  doit  être  poussée  jusqu'à 
une  soustraction  impossible,  ou  jusqu'à  un  reste  au  moins  égal  au  chiffre 
éprouvé.  Si  le  i*"^  cas  arrive,  ce  chiffre  est  trop  fort;  dans  le  2*  au  contraire 
il  ne  l'est  pas.'  Il  est  rare  qu'on  soit  forcé ,  pour  vérifier  un  chiffre,  de  pousser 
le  calcul  jusqu'aux  unités ,  et  le  plus  souvent,  on  reconnaît  s'il  est  bon  dès  Ii| 
seconde  soustraction. 
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designer  à  priori  la  quantité  de  chiffres  du  quotient ,  et  indi- 
quer Tordre  de  chacun. 

4".  Tout*  quotient  partiel  ne  peut  excéder  9 ,  qui  est  le  plus 

grand  nombre  d'un  seul  chiffre.  Ainsi ,  pour  i^,  on  dira,  il  est 

'9 
vrai,  en  1 7,  combien  de  fois  i  ?  mais,  loin  de  mettre  1 7  au  pro- 
duit, il  ne  faut  éprouver  que  9,  encore  ce  chiffre  est-il  trop 
fort  ici  ;  le  quotient  n'est  que  8,  qu'on  aurait  obtenu  de  suite  en 

disant  —  ,  au  lieu  de  -^  ;  c'est  ce  que  prescrit  la  note ,  page  25. 

5".  Pour  éviter  les  erreurs,  il  conviendra  de  marquer  d'un 
poiiit  chaque  chiffre  du  dividende^  à  mesure  qu'on  l'aura  de^ 
cendu. 

Décomposition  en  facteurs  premiers.  Propriétés  des 
diifiseurs  communs  à  plusieurs  nombres. 

10,  On  dit  qu'un  nombre  est/^remier^  lorsqu'il  n'est  exacte- 
ment divisible  que  par  lui-même  et  l'unité  :  tels  sont  7,11/2,1. 
Deux  nombres  qui,  tels  que  ai  et  40 ,  n'ont  d'autre  diviseur 
commun  que  l'unité,  sont  dits  premiers  entre  eux. 

ai.  Lqrsquun  nombre  est  dis^isible  par  un  autre ,  tous  les 
multiples  du  premier  sont  aussi  divisibles  par  le  second.  Si  1 8 
estmultiple  de  2,  3  X  18 ,  qui  revient  à  18  -f-  18  +  i8 ,  est  di- 
visible par  2,  puisque  chaque  partie  est  multiple  de  2. 

22  Supposons  qu'après  avoir  obtenu  le  produit  de  Sa  par 
167,  on  divise  ces  trois  nombres  par  un  autre  quelconque,  tel 
que  g,  examinons  ce  qui  arrivera  (^)  :  32  étant  décomposé  en 


(*)  Si  l'on  dÎTÎse  deux  facteurs  entiers  F  et  F  par  un 
nombre  quelconque  n,  ils  receyront  la  forme  ci-contre, 
f  ef  /  étant  les  quotiens  entiers ,  r  et  r'  les  restes.  En      ^^^f  '^') 
eiaminant  les  termes  du  produit  FP,  on  reconnaît  qu'ils       _^^  "  ^. 

contiennent  tous  le  facteur  n,  r/  excepté.  Donc,  en  divi-  ZLVnr'  -j!  r/"'* 

jrpf  et  ,/.'  — - — ' -- 

8tnt  le  produit  par  n,  on  voit  que  —        —  doivent 

n  n 

donner  le  même  reste.    . 


I  «.« 
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^^34.5^  si  Pon  multiplie  par  i57,  k  première, partie âera 
un  multiplie  de  9  ;  et  le  produit  proposé  étant  divise  par  9 ,  doit 
donner  le  même  rçste  que  5  X  157.  Mais  de  même  167  se  dé- 
compose en  9  X  17  +  4  >  multipliant  par  5  et  divisant  par  9, 
le  reste  dont  il  s'agit  est  le  même  que  celui  de  4  X  5  ;  ainsi  le 
reste  de  la  dii^ision  éf  un  produit  est  le  même  que  relui  que  donne 
le  produit  des  restes  des  deux  facteurs. 

a3.  Avant  de  nous  occuper  de  la  recherche  des  diviseurs  des 
nombres ,  problème  d'une  grande  importance ,  proposôns*nous 
de  trouver  le  plus  grand  nombre  qui  puisse  diviser  exactemen  t 
deux  nombres  donnes  j  tels  que  3ia  et  i32  ;  c'est  ce  qu'on  ap- 
pelle leur  plus  grand  commun  disfiseur. 

Observons  que  si  i32  divisait  exactement  3 12,  \Zi  serait  le 
plus  grand  commun  diviseur  de  ces  nombres ,  puisque  i32  ne 
peut  être  divisible  par  un  nombre  plus  grand  que  lui-même. 
On  essaiera  donc  cette  division ,  3ist  :  i3!i  ;  mai^  on  trouve  le 
quotient  2  ,  et  le  reste  48 ,  savoir , 

3ia  =  2  X  i32  +  48' 

Divisons  toute  cette  îéquailon  par  Un  nombre  quelconque  3  qui 
divise  exactement  3^12  etiSi;  'èe  nombre -3  divisera  aussi 
a  X  1 32  (n**  2 1  )  ;  48  doit  donc  être  aussi  divisible  par  3 ,  pliis- 
que  le  quotient  48  !  3,  ajouté  à  celui  dé  2  X  i32,  doit 
donner  pour  somme' le  quotient  de  3i 2  :  3,  et  que  ces  deux 
derniers  quotiens  ëont  entiers.  Concluons  de  là  que  tout  divi'- 
Seur  commun  à  deux  nùmbres,  divise  aussi  le  reste  de  la  divi- 
sion de  l'un  par  l^ autre. 

Maintenant,  supposons  que  12  soit  le  plus  grand  divisent  com- 
mun ci-dessus  cherché,  et  divisons  toute  l'équation  par  1 2  ;  nous 
aurons  26=2  X  1 1+4'  ^'^  ^^^  quotiens  26  et  11,  doivent  être 
premiers  entre  eux,  puisque^  sans  cela ,  jun^e  serait  pas  le  plus 
grand  diviseur  dé  3 12  et  1 32.  De  même  11  «t  4  i^è  peuvent 
avoir  de  diviteur  commun ,  puisque  ce  nombre  devi'ait  aussi 
diviser  26,  savoir,  26  et  11 ,  contre  ce  qu'on  vient  de  dire. 
Ainsi  12  est  à  la  fois  le  plus  grand  diviseur  commun  de  3i2 
et  i32,  et  aussi  de  i32  et  48.  D'où  Von  voit  que  la  question 


J 
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sétédmi  à  chercher  ie  plus  grand  diviseur  commun  de  i3!2  et 
48  y  problèitie  plus  simple ,  puisque  48  ^  3 12 . 

£n  raîsojinant  de  même  sur  48  el  i32,  on  prouvera  qu'il 
dut  divîçei^  i32  par  48;  que  si  la  division  se  faisiait  e^^acle- 
ment,  4^  serait  le  plus  f;rand  diviseur  eômnikm  cherché;  et 
que,  comme  on  trouve 36  pour. rester  ce  diyisjétir  est  le  même 
que  celui  de  48  et  36. 
Divisant  48  par  36,  on  verra  que  le 
plus  grand  commun  diviseur  demandé  ^^^  ^^^ .  ,^ 
est  celui  de' 36  et  12  (reste  de  la  divi-  |  ^  J  a 
sion  de  48  par  36)  ;,  enfin  12  divisant 

36,  c'est  12  qui  est  le  plus  grand  diviseur  commun  de  3i2  et 
i32.  On  donne  au  calcul  la  disposition  ci-contre;  où  chaque 
reste  est  écrit  à  la  droite  du  diviseur ,  pour  qu'il  occupe  la 
place  convenable  k  la  division  subséquente. 

Donc  pour  trouver  le  plus  grand  dwiseur  commun  de  deux 
nombres,  divisez  l*un  par  Vautre ^  divisez  ensuite  le  diviseur 
par  le  reste,  et  continuez  de  même  à  prendre  chaque  resté  pour 
diviseur  du  reste  précédent ,  jusqu*à  ce  que  vous  trouviez  un 
quotient  exact;  ce  quotient  sera  le  plus  grand  diviseur  com- 
mun chetché. 

Voici  encore  deux  opérations  de  ce  genre,  l'une  pour  2961 
et  799;  l'autre  pour  1 15  et  69  ;  les  plus  grands  diviseurs  com- 
muns sont  47  et  23. 


il   I  I  a  1  a  «"a 


151691^1  23 


24*  Remarquez  qtte,  1°  les  restes  étant  sans  césèe  déi^is- 
sahi^,  on  doit  arriver  à  un  diviseur  exact,  ne  fût'^ce  que 
l'unité  :  quand  le  plus  grand  coiùmun  divisieur  est  un,  les 
deux  ii^ombrèll^ropôsé^  sont  premiers  entre  eux.  G'e^t  té  qiii 
arrive  pour  5(y  et  2i .  II  est  fâchèu}^  de  né  pouvoir  reconnaître 
ce  cas  à  priori  y  puisqu'on  à  fait  tous  lès  f  rats  d'un  éàî^tîl 
inudte. 

2*  Le  plus  graiid  coihmUn  diviseut  de  deux  liômbres  déVânt 
diviser  tous  les  restes  successifs  qu'on  trouve  dans  l'opération , 
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si  l'un  de  ces  restes  est  un  nombre  premier  qui  ne  divise  pas 
le  reste  précédent ,  on  est  assuré  que  le  calcul  doit  se  terminer 
par  l'onité,  seul  diviseur  des  nombres  proposés.  Par  exemple, 
pour  824  et  3 19,  on  arrive  au  nombre  premier  53  qui  ne  di- 
vise pas  1 33  :  il  est  inutile  de  pousser  plus  loin  le  calcul  pour 
conclure  que  l'unité  est  le  seul  diviseur  commun. 

8^4  I  3 19  I  186  I  i33  I  53  nombre  premier. 

3^.  Le  raisonnement  précédent  prouve  aussi  que  tout  di* 
viseur  de  3 12  et  i32  ,  tel  que  3,  divise  aussi  48,  puis  36  et 
1 2 ,  c'est-A-dire  tous  les  restes  successifs  de  l'opération  :  en 
sorte  que  tous  les  diviseurs  de  12  doivent  aussi  diviser  3i2  et 
i32,  et  sont  les  seuls  qui  jouissent  de  cette  propriété,  savoir, 
I,  2,  3,  4)  ^^^  ^^-  Donc  tout  diviseur  de  deux  nombres  divise 
leur  plus  grand  commun  diviseur^  et  pour  obtenir  tous  les/ac-- 
teurs  communs  à  deux  nombres ,  il  ne  faut  que  chercher  les 
facteurs  de  leur  plus  grand  commun  diviseur, 

4®.  Si ,  dans  le  cours  des  calculs ,  on  reconnaît  qu'un  nom- 
bre divise  deux  restes  successifs,  on  supprimera  ce  facteur 
dans  le  dividende  et  le  diviseur ,  et  ou  continuera  l'opération  ; 
lorsqu'on  aura  trouvé  le  diviseur  commun ,  il  faudra  le  multi- 
plier par  le  facteur  suppriûié.  C'est  ainsi  que  483o  et  3670  sont 
multiples  de  10  ;  prenant  donc  483  et  357^  on  fait  la  division , 
et  on  &  le  reste  126,  qui,  ainsi  que  357  >  ^^^  divisible  par  3  : 
ôtant  ce  facteur  3 ,  on  opère  sur  1 19  et  4^  9  dont  le  commun 
diviseur  est  7  ;  ainsi  celui  de  483o  et  3570  est  ioX3X7=:2io. 

Ilfais  si  l'on  reconnaît  que  l'un  des  restes  a  un  facteur  pre- 
mier qui  ne  divise  pas  le  reste  précédent ,  on  peut  le  suppri- 
mer,~  sans  que  le  divis^^ur  commun  soit  changé.  £n  cherchant 
(p.  3i)  le  plus  grand  commun  diviseur.de  2961  et  799,  on 
voit  que  le  reste  564  ^^^  multiple  de  1 2  =  3  X  4  *  d'ailleurs  le 
diviseur  799  n'est  divisible  ni  par  3 ,  ni  par  2  ;  supprimant  ce 
facteur  12,  564  ^^^  remplacé  par  47;  on  trouve  le  quotient 
exact  t7,  ainsi  47  est  le  plus  grand  commun  diviseur  cherché. 
Cela  résulte  de  ce  qui  a  été  dit  (3^). 
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•  ikS.  Si  te  produU*de  deuxfacteiir&  esi  divisible  par  un  nonu- 
bre  qui  sait  premier  avec  l'un  d'eux  ,  ce  nombre  doit  diviser 
Vàuire  facteur.  Par  exemple,  56  x  4^ ,  ou  aSao ,  est  dlvi^il)le 
par  i5  qui  est  premier  avec  56;  je  dis  que  i5  doit  divisér^/^  ; 
car  iS  divise  visiblement  i5  X  4^»  ^^  aussi  56  X  4^  (p%^  .hy-^ 
pothèse)  ;  donc  i5  doit  divist^r  le  plus  grand  commun  diviseur 
(^5,  3*)  qui  est  45,  puisque  56  et  i5  li'ont  que  i  pour  fac- 
teur commun. 

1®.  Deux  facteurs  moindres  qu*  un  nombre  premier^  ne  peu- 
vent donner  un  produit  divisible  par  ce  nombre» 

2®.  Le  produit  de  deux  nombres  premiers  ne  peut  admettre 
d'autres  diviseurs  que  ces  mêmes  nombres,  outre  Tunitéetle 
produit  même. 

3"*.  Plusieurs  facteurs  5x8X9Xii  ne  peuvent  former 
un  produit  divisible  par  un  nombre  premier  3  ,  qu'autant  que 
l'un  des  facteurs  au  moins  est  divisible  par  3. 

4*.  Si  un  produit  est  divisible  par  un  nombre  non  premier,  il 
faut  qu'on  retrouve  tous  les  facteurs  de  ce  dernier  parmi  ceux 
qui  constituent  les  nombres  multipliés.  Ainsi  10X70  est  divi- 
sible par  28,  attendu  que  28 =2  X  2  X  7;  que  le  premier  fac-, 
teur  2  se  trouve  dans  io=2X5;etle  second  2 ,  ainsi  que  7 , 
dans  70  tr  2  X  7  X  5  :  le  quotient  est  5  X  5.  Mais  si  quelqu'un 
des  facteurs  du  diviseur  manquait,  fa  division  du  produit  serait 
impossible  exactement.  Donc,  si  plusieurs  facteurs  sont  pre^ 
miers  avec  un  nombre  quelconque ,  le  produit  l'est  aussi;  et  si 
ces  facteurs  sont  premiers  entre  eux,  et  qu'un  nombre  soit 
divisible  par  chacun  d'eux,  il  le  sera  aussi  par  leur  produit ,  et 
par  les  produits  qu'on  forme  en  combinant  ces  facteurs  2  â  2  ,* 
3à3 

26.  //  n^"  a  qu'iin  seul  système  de  facteurs  premiers ,  capable 
de  produire  un  nombre  donné.  Par  exemple  ,  36o=2^  X  3'  X  5 
ne  peut  être  produit  par  d'autres  facteurs  premiers ,  tels  que 
7  X  1 1  X  2  ;  car  on  aurait  2^  X  3*  X  5=  7  X  1 1  X  2 ,  et  il 
s'ensuivrait  que  le  premier  membre  serait  multiple  de  7, 
contre  ce  qu'on  a  vu  (4°).  On  ne  peut  donc  admettre  pour  36o, 
que  les  facteurs  premiers  2 ,  3  ,  et  5 ,  et  il  reste  à  faire  voir  qu'on 
T,  I.  3 
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aepeul  leur  ddnnèi:  t|u'un  sy sienne  dWptiiSâaé;  <tu'^  ^'^^}p(ff  » 
par  exemple,  36o  =  a  X  3^  X  5*.  En  effet ,  il  ea  réslilteriiit 
2?.  3*.  5  Sa  ^.  3^.  5',  OH ,  en  supprimant  les  faeieurs  communs» 
j» 3=  3  X  5 ,  ce  qm  est  absurde  (4**0» 

Si  deut  nombres ,  tels  que  7  et  1 1 ,  sont  ptemiers  entre 
eujCy  deux  puissances  quelconqnesde  7  et  1 1,  telles  que  ^^ei  1 1^, 
sôtlt  aussi  premièreii  enti'e  elles;  puisque,  si  eiles  avaient  ttn 
facteur  commun ,  il  le  serait  aussi  d^  7  et  de  1 1  • 

Soit  uti  cube  exact ,  tel  que  8000  b=  ào^  :  si  Toti  décompose 
ao  en  4  X  5  y  8000  sera  le  cube  de  4  X  ^  ;  mais ,  comme  là 
multiplieat^n  permet  d'intervertir  l'ordre  des  facteurs,  on  a 
86oo=:4^X5^.  On  voit  donc  que  chaque  facteur  se  trouve  élevé 
au  cube.  On  peut  en  dire  autant  de  toute  puissance^  quels  que 
soient  les  facteurs.  Donc,  si  un  nombre  est  une  puissance  exacte, 
eh  le  décomposant  en  facteurs  premiers,  chatun  doit  être  affecté 
étun  exposant  multiple  de  la  puissance, 

27.  Pour  décomposer  un  nombre  en  ses  facteurs  premiers  ^ 
on  le  divisera  d'abord  par  2 ,  autant  de  fois  successives  que  cela 
sera^possible ,  et  le  nombre  proposé  sera  le  produit  d^une  puis^ 
sance  de  a  par  un  quotient  connu,  non  divisible  par  2.  On  es- 
saiera de  même  la  division  de  ce  quotient  par  3,  autant  de  fois 
qu'il  se  pourra,  et  il  serale  produit  d'une  puissance  de  3  par 
un  nouveau  quotient  connu,  non  divisible  par  3.  On  continuera 
de  même  à  éprouver  si  la  division  est  possible  par  tous  les 

nombres  premiers  consécutifs  5,  7,   11,    i3 Le  nombre 

proposé  sera  le  produit  de  ces  divers  nombres  premiers,  chacun 
élevé  aune  puissance  marquée  par  le  nombre  des  divisions  qu'il 
a  effectuées. 

Par  exemple ,  pour  36o ,  on  divisera  par  2 , 
puis  le  quotient  180  par  2,  enfin  90  par  25 
comme  le  troisième  quotient  4^  n'est  plus 
divisible  par  2 ,  on  a  36o  =  2^  X  45.  On  di- 
visera 45  par  3  ;  on  aura  45  =  3*  X  5,  d'où 
'  3èo=: 2^X3^X5.  La  décomposition  est  ici 
terminée,  parce  que  5  est  un  nombre  premier.  On  donne  of- 


36o 

ti 

atô 

2 
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AioiiîffenMttt  «tt  calcul  la  dâqio8îtita€i*<oBti«|  afti  de  mieux 
¥Oîr  la  séna  dea  facteurs. 

On  tnmve  dt  même  que  iio  2=  2  X  3  X  5 X  7  (*). 

<le  ftociééi  eonduit  au  but  |Af  un  nombre  limite -d'eisaiK.  On 
fail  di'ailkMirB  que  la  résolution  «u  factears  ne  peut  ]^t^diiira 
qu'an  seul  r^ulut  (a6). 

lia  table  quVm  trouve  â  la  fin  de  rarîtbmëtiqae^  peut  faci- 
liter oette  opération.  • 

Ce  procédé  doime  ausÂ  le  plus  grand  commun  diviseur  de 
deux  nombres  ;  car  «i  décomposant  ices  nombres  en  leurd  fac- 
teurs prainierB,  cedmseur  est  le  produit  de  toua>Gettx  dettes 
iaeteurs  qui  sontxommuns,  chacun  avec  le  plus  pelît  exposaut 
4ont  il  se  trouve  afTeclé  dans  Tun  et  Tautré.  Ainsi 

3i2=!^3x3xt3,     ï3a5=2"x3XM; 

le  plus  grand  commun  diviseur  est  2*  X  3=12^  comme  p.  3i, 
28.  tl  arrive  quelquefois  que  les  essais  qu'on  tente  ne  réus* 
dissent  points  et  quî^on  ne  trouve  aucun  diviseur  exact,  soit  du 
nombre  proposé,  doit  de  l'un  des  quotiens  auxquels  on  est  con- 
duit ;  alors  ce  nombre,  ou  ce  quotient,  est  premier ,  et  on  ne 
-pent  en  opérer  la  décomposition  en  facteurs.  Mais  on  doit  re- 
tnarquer  que  ces  tentatives  inutiles  de  division  ne  doivent  être 
poussées -^le^'M^^u'dr  la  racine  carrée  du  nombre  qu'on  veut 
dinser.  En  effet,  puisque  ce  nombre  est  le  produit  de  sa  racine 
,par  elle-même,  et  qu'on  ne  peut  faire  croître  l'un  des  facteurs 
sans  quel'autre  décroisse,  pour  que  le  produit  reste  le  même  (i3), 
on  voit  que  si  ce  dividende  al'un  de  ses  facteurs  plus  grand  que 
la  Tacine ,  l'autre  facteur  doit  ^tre  moindre  ;  en  sorte  qu'un 


(*)  Soient  «,  ^,  >.  • .  >  les  nombres  de  fois  qu'on  a  ps  diviser  un  nombre  N 

t       0       y 
^^pir  les  nombres  premiers  a,  J,  c^, . .;  on  a N=^a    x  b    x  c    x  .*.  iV n'est 

divkibie  (^lio  aS  )  q«0  p«r  les  4ÎYers  termes  du  produit 

f  U  «ombre  des  termes  du  produit ,  ou  la  quotité  des  diviseurs  deiV,  est 

(-i-h*)ei+/8)(i^>).... 

3 
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'nemlire  he  ftout  être  divisible  par  uile  quantité  qui  surpasse  s4 
racine  carrée ,  à  moins  qn'il  ne  le  soit  aussi  par  une  quantité 
moindre  qulg  cette  i'acinè.  Or^  quoiqu'on  n^ait  essayé  que  des  di- 
viseur», premiers ,  on  est  sur  que  d'autres  nombres  non  premiers 
ne  pourraient  diviser  (n^  25,  4^.)  ;  ^insi  l'on  a  par  là  reconnu 
qu'il  n'existe  pas  de  diviseur  moindre  que  la  racine  du  divi- 
dende :  il  n'y  en  a  donc  pas  non  plus  qui  surpasse  cette  racine. 

Par  exemple,  127  n'est  divisible  ni  par  2,  3,  5^  7 ^  ni  11,  à 
plus  forte  raison  par  4  «  6  ^  8 , 9  et  1  o  ;  el  comnie  1/ 1 27  est  entre 
II  et  12^  on  est  assuré  que  127  est  un  nombre  premier; 
:  i524  est  divisible  par  3  et  4  >  et  on  a  i524  =  2*  x  3  X  127  ^ 
011  voit  ensuite  que  5,  7,  11,  ne  divisait  pas  127.  Sans  pousser 
plus  loin  les  tentatives ,  on  reconnaît  que  127  est  premier ,  et 
la  décomposition  de  1624  est  terminée. 

29.  CherdionS  maintenant  tous  les  diviseurs  d^uh  nombre 
donné.  On  le  décomposera  en  facteurs  premiers  ^  et  l'on  sait 
(n**  27)  que  si  l'on  affecte  quelques-uns  de  ces  facteurs 
d!un  exposant  quelconque ,  égal  au  plus  à  ceux  dont  ils  sont 
aftectés  dans  îe  nombre  proposé,  on  aura  un  diviseur  de  ce 
nombre  ;  et  qu'il  faut  effectuer  toutes  les  combinaisons  possi- 
bles de  cette  espèce  pour  être  assuré  de  n'avoir  omis  aucun  di- 
viseur. Voici  un  moyen  de  n'oublier  aucune  de  ces  combinai- 
sons :  reprenons. l'équation  36o  =  2^  X  â^  X  5;  avec  i^  on 
formera  la  suite  1,9,  2*,  7^  ;  avec  3'  on  formera  ï ,  3, 3'  ;  enfin , 
â  donnera  i ,  5.  D'abord  chacun  de  ces  termes  est  diviseur  de  36o: 
en  outre  si  l'on  multiplie  tous  les  nombres  de  la  première  suite 
par  tous  ceux  de  la'deiA^ième ,  et  le  résultat  par  tous  ceux  de  la 
troisième,  on  aura  visiblement  toutes  les  combinaisons;  on 
sera  donc  assuré  d'avoir  tous  les  diviseurs  cbercliés,  qui^sont 

I,     a,     3.     4»     ^9     ^y     ^9     9>     1^1     '^*      ^^y     l^>     30»     ^4)     ^O»     ^i 

4<^,    4^.    ^>    7^»    9^»     '30,     180,    36o. 

Pour  210  =  2X3X5X7,  on  formera  le  produit  de  1  et  2, 
par  I  et  3 ,  par  1  et  5 ,  et  par  i  et  7  ;  et  on  aura 

I,    a,    3,    5,    6,    7,  .10,    i4)    i5,    21,    3o,   .35,    ^^,    70,    io5,    aïo. 


w 


^ 
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Pour675e=3^ 5%  forme» (i+3+9+27)x (i+*+a5), <roà 

I,    3,    5,    9,    i5,    a5,    î»7,    45,    75,    i35,    aa5,    675. 

3o.  Puisque  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  nombrea 
doit  diviser  tous  les  restes  donnés  par  l'opération  indiquée» 
cherchons  les  quotieiis  successifs  de  ces  divisions-  Reprenons 
l'exemple  de  2961  et  799,  p.  3i; 
et  cherchons  combien  47 

est  contenu  de  fois  dans  la   ^'  SJ^{^^\.^f^^{Je^ 
.série  des  diviseurs.  Il  est     63        in         i^         5  a         i 

d'abord  Visible  qu'il  est  i 
fois  dans  47  y  et  2  fois  dans  94  ;  on  posera  i  sous  47  et  2  sous 

94.  On  a  235  ss  a  X  94  +47»  d'où  1-  ==:  1  X  |^  +  p 

==2X2-|-ï,  ou  5,  qu'on  écrira  sous  235.  Ce  chiffre  5  a  été 

obtenu  en  multipliant  entre  eux  les  deux  chiffres  écriu  soua 

94,  et  ajoutant  au  produit  le  i  qui  est  a  dixtite  dans  la  dér* 

uière  ligne.  De  même ,  pour  obtenir  le  quotient  de  564  pac 

564 
47,  on  a  564  =52  X  235  +  94,  d'où-7-î  =  2  X  5 +  2=  12, 

qu'on  posera  sou^  564>  On  continuera  à  multiplier,  entre  tt%x% 
les  deux  chiffres  écrits  sous  564  >  ^^  ^  ajouter  le  chiffre  à  droite. 
Voici  la  série  dés  calculs  à  partir  du  chiffre  5. 

a  X  a  -f-/ 1  =  5,   a  x  5  -t-  a  =  ta, 
1  X  la  -4-  5  =  17,    3  X   17  -h  la  =  63. 

Ce  calcul,  auquel  nous  trouverons  par  la  suite  (n*'595) 
une  grande  utilité,  peut  ici  nous  servir  à  composer  deux  nom- 
bres pour  lesquels  on  donne  le  commun  diviseur ,  le  nombre 
de  divisions  nécessaires  pour  le  trouver,  et  les  quôtiens  succesH 
sifs.  Après  avoir  écrit  ces  quôtiens  formant  la  deuxième  ligne, 
on  en  déduira  la  troisième  ligne  par  le  calcul  ci-dessus  ;  enfin 
prenant  les  deux  plus  grands  résultats,  on  les  multipliera  par 
le  facteur  commun  proposé. 

Voici  encore  deux  exemples,  l'un  pour  ii5  e<  69,  dont  le 
çom^lun  diviseur  est  23  qu'ils  contiennent  5  et  3  fois;  l'autca 
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ponir  3i>85^t9io,  qui  contiennent  617  et  182  foii  le  étTÎ'-* 
seur  5. 

ii5  f^f  45f?^         3p85  f9îof355  faooC  i551  4»  i  ao  (  5 

5       3     a    .1         "617    i9a    71      4^     Si      9       4      *•     \ 

3i.  Pour  obtenir  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  lei% 
quatre  nombres  iSo»  90,  ^<^et  aoo,  on  trouvera  d'abord  celui 
^de  i5o  et  goy  qui  est  3o;  le  noa4>]r£  therdbe'  est  donc  déjà  ui^ 
des  facteurs  dé  3o;  puis  on  trouvera  le  plus  grand  commun  di« 
viseur  de  3o  et  4^,  qjii  est  10  ;  enfin  celui  de  10  el^sGo.,  qui. 
est  10  i  c'est  le  nombre  cherche'.  Les  quatre  nombres  proposés 
n'ont  donc  d'autres  diviseurs  communs  que  i  >  ^9  3  et  i^o.Xe 
f>rocedé  s'applique  ù  tant  de  nombres  qu'on  voudra. 

32.  Ëtant  donnés  plusieurs  nombres  ^  tels  que  2,  3|  4i  ^9  8« 
et  12,  cherchons  le  plus  petit  nombre  divisible  par  chacun.  11. 
est  d'abord  clair  que,  puisque  2,  3 ,  4  ^t  6  sont  contenus  exac- 
tement dans  8  ou  12 ,  tout  nombre  divisible  par  ces  deux  der- 
niers, le  sera  néces^ireiuent  parles  autres,  auxquels  îL  est 
par  conséquent  inutile  d'avoir égaird*  Sni  composant  un  nombr^ 
qui  renferme  tous  les  fiicteurs  de  8  et  12 ,  on  est  assuré  qu'il 
est  divisible  par  tous  les  nombres  donnés  ;  et  si ,  en  outre,  il  ne 
eontient  que  les  facteurs,  de  8  et  12,  il  çst  le  plus  petit  divi-r 
dende  demandé.  Ainsi ,  on  a  2^  X  3 ,  ou  24 1  pour  le  nombre 
cherché.  On  voit  donc  que  ,  ptmr  obtenir  le  plus  petit  nombre 
divisible  par  des  qujantités  données,  après  avoir  supprimé  celles 
quidjivisent  exactement  les  autres,  on  ne  s'occupera^  ^gufide  cellesr 
ci,  qu'on  décomposera  en  leurs  facteurs  premiers.  Le  nombre, 
cherché  seraforjné  du  produit  de  tous  ces  facteurs,  chacun  élevé 
4  la  puissance  la  plus  haute  qui  Pq^ffèçta  dans  ces.  diyûrs  ré-j 
sultais^ 

De  même  pour  2,  3,  5,  lo,  i5,  8»  24t  \^  ^^^f  commet 
2  ,  3  9  6  9  8  et  12  divisent  249  et  que  5  divise  lo,  on  n'aura^ 
égard  qu'à  10 ,  i5  et  24 ,  ou  2  X  5,  3  X  5  et  2^  X  3  ;  le  plu4^ 
pe^t  diviàçnde  çbei^che  e«t  donc  2"^  x  3  X  5  :=  129^ 
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,    Des  Conditions  pour  qu'un  nombre  soit  divisible 

par  a,  S^  5,  7.. .  ^ , 

> 

3S.  On  di|  qu*uu  nombre  esipair,  quand  il  est  divisible  p^r  ^* 
Soit  un  nombre  quelconque,  %e\  que  476  ;  on  le  décompose  en 
dîxai/i^setunitësy  savoir,  470  +  6=347  X  10  +  6 :  lapremiibre 
partie  47  X  ^  o  ^st  divisible  par  2  ;  il  faut  donc  que  la  seconde 
)e  soit  y  pour  que  )e  qombre  propose  spit  un  multiple  dç  2.  Ainsi 
i/$ui  nombre  terminé  pqr  un  chiffrai  pair  jouit  seul  de  lâpro^ 
prùffé  d'être  p^ir^  ou  divisible  par  % . 

En  décomposant  le  nombre  en  deux  parties,  dont  l'une  çpit 
formée  des  a  ,  3 , ,  •  •  dernier^  chiffres ,  on  voi  t  de  même  que  ^ 
pour  qii'U  soit  divisible  par  ^,  H  faut  que  les  deux  derniers  chif- 
fres fassent  i^n  mult^pk  de  4  s  pour  qu'il  le  soit  par  8 ,  qite  fcf 
irçif  derniers  fussent  un  multiple  de  8,  etc. 

De  même,  un  nombre  nesi  multiple  de  5  qu'autant  qu'il  est 
terminé  par  o  ou  5.  Il  n'est  divisible  par  10,  que  lorsqu'il  l'e^t 
par  3  et  par  5,  c'est*)-dire  lorsqu'il  est  termine'  par  un  zéro. 
On  trouverait  aussi  les  conditions  de  la  divisibijiité  par  ^5,^ 
5p,  etCp 

3^,^n  npmbi^e,  (el  quç  27542 ,  revient  à 

2. 1  •f-4»*o  +  5. 10*  +  • ...  :  pour  trouver  le  reste  de  la  divi- 
sion par  un  autre  nombre,  tel  que  7,  divisons  I9  10,10^,10^..,^ 
par  7.  lie  reste  de.  i  est  i,  celui  de.  10  est  3;  celui  de  100^  ou. 
10',  cftt  le  carre'  de  3  [vqx.  n®  22),  oq  plutôt  9 — 753>2.  De 
même  celui  de  16^,  ou  10'  X 10,  est  2  x  3,  ou  6;  celui  de  10^ 
est  6X  3=18^  ou  18  — i4  =  4r^^^*  ^^  multipliant  chaque' 
reste  par  3,  et  ôtant  7,  s'il  est  possible,  on  aura  donc  ainsi  les. 
restes  successifs  1 ,  3 ,  a ,  6,  4 j  ^  >  ^^^  ^^  division  par  7,  des  iiom-# 
bresi,  10,  10*,  10^,  lo'^etio^;  mais  ar^pive' à  lo^^^ le  restées! 
5x3r=  i5,  oa  ]^ai4t  iS-^  i4  ?s=c  i.  Une  fois  qu'oa.r«JU*<i^uyi» 
le  reste  1 ,  c'est  une  conséquence  du  calcul  même  qui  conânit 
à  ces  résultats  consécutifs ,  qu'on  les  verra  se  reproduire />^no- 
diquementy  en  sorte  qu'en  poussant  indéfiniment  les  divisiona 
par  7  des  puissances  successives  de  10,  on  retrouvera  toujp^a 
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ces  restes  dans  le  luème  ordre.  Les  nombres  (i)3|2,6,4>5) 
qui  se  reproduisent  continuellement,  sont  ce  qu'on  nomme  /a 
Période.  Le  reste  de  ^I0^^  est  le  même  qofi  celui  de  lo*^,  de 
lo'^,  lo',  lo"^,  en  ôtant  les  multiples  de  6  compris  dans  36, 
attendu  que  la  pe'riode  a  6  termes  ;  ce  reste  est  2.  Celui  de  10^^ 
est  le  même  qjie  pour  10%  ou  3. 

On  pouvait  d'avance  être  assuré  de  Texistencç  de  cette  fé^ 
riode  ;  car  tes  restes  de  ces  divisions  par  7  étant  ^  7  y  iLne  doit 
au  plus  y  avoir  que  ces  six  restes  i ,  2 ,  3 ,  4 >  ^>  ^t  V^^  viennent 
seufem^nt  dans  un  ordre  différent  de  celui-ei  :  on  est  certâlin  de 
ne  pas  trb.uver  zéro  (n**  25  ) ,  la  division  ne  pouvant  être  exacte. 
Il  s'ensuit  donc  qu'on  doit,  après  six  divisions  au  plus,  retom- 
ber sur  l'un  des  restes  obtenus  ;  alors  la  période  recommence , 
puisqu'il  faut  reproduire  les  mêmes  multiplications.  Ôr  si  10'' 
et  lo'*  donnent  le  même  reste,  la  différence  10**  —  16.'*  ou 
10"  (10^ — i)  est  multiple  de  7  (n®  16)  ;  et  comme  lo»*  n'a  aucun 
facteur  commun  avec  7  ,  il  faut  (n<>  25 ,  4*'*)  V^^  lo^-i  soit 
divisible  par  7,  c'est-à-dire  que  10^  :  7  donne  x  pour  reste, 
!••■  terme  de  la  période.  Et  puisque  tout  autre  diviseur  que  7 
qui  serait  premier  avec  10 ,  conduit  à  la  même  conséquence^ 
on  voit  que  quel  que  soit  le  diviseur  premier  avec  iode  la 
suite  indéfinie  i ,  10,  10%  10^. . , .  les  restes  successifs  forme^ 
ront  toufçurs  une  période ,  dont  les  termes  seront  en  nombre 
moindre  que  ce  diviseur  n^ ad* unités  ;  la  période  commence  au 
premier  reste  un  (*). 

I®.  Prenons  9  pour  diviseur ,  le  reste  de  10  :  9  est  i  ;  donc 
la  période  est  le  seul  chiffre  i  ;  c'est-à-dire  que  toute  puissémce 

de  10^  divisée  par  9,  donné  le  reste  i.  On  peut  en  conclure 


{*)  Quand  la  quotité  des  termes  de  la  période  d'un  diriseûr  premier  n^esi 
pas  précisément  ce  diviseur  moins  un ,  'elle  est  partie  aliquote  de  ce  nombre. 
Cest  ainsi  que^  pour  i3,  la  période  n^a  pas  la  termes,  mais  seulement  6,  et 
6  divise  13.  De  môme ,  pour  le  diviseur  1 1  ,'Ia  période  n^a  que  a  termes  ;  et  a 
estiacteurde  11  «->i ,  ou  10  :  enûn  pour  87,  la  période  est  formée  de  3  nom- 
bres seulement,  et  36  admet  le  facteur  3.  (Foj".  les  Recherches  ariik,  dfb 
Gaiin,no3ja.) 
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(  11^  22^)  qae  20,.  aoo.  • . ,.  div4sës  par  9,  donuent  le  reste  2  ; 
quç3o,  3oo.,.i  donnent  3;  que  ^o^  4o^**-*  <Ionncnt  4>  etc. 
Or,  un  nombre  tel  que  8753  peut  être  décompose'  en  unite's , 
dixaînes.  • .  • ,  au  8000  +  700  +  5o  -(-  3  ;  en  divisant  par  g, 
les  restes  sont  8  +  7  +  5-f-3  =23;  ainsi  le  reste  de  la  divi^ 
sion  dun  nombre  pcar  9  est  le  même  que  le  reste  que  donnerait 
la  somme  de  ses  chiffres  considérés  comme  exprimant  de  sim- 
ples unités^  Rien  n'est  donc  plus  aise'  que  de  trouver  le  reste 
de  la  division,  d'un  nombre  par.  9  :  pour  8753,  par  exemple, 
ce  reste  est  le  même  que  pour  23.,  ou  2  -f-  3  =  5.  Si  la  somme 
des  chiffres  est  un  multiple  ^feg,  le  nombre  est  divisible  par  c^. 

Lorsque  deux  nombres  sont  exprimés  par  les  mêmes  cliiiïres, 
mais  dans  un  ordre  différent ,  ils  donnent  donc  les  mêmes  restes 
de  la  division  par  9  ;  leur  différence  est  donc  (n®  16}  un  muUip\e 
de  9.  Ainsi,  74029 — 9742  =  642878=9X7143. 

2**.  On  verra  aisément  que  ces  propriétés  appartiennent  aussi 
au  nombre  3. 

3*.  Si  le  diviseur  est  7,  la  période  est  i3  627  542 

1,3,3,6,  4et5.Soitledividendei3527542;  ^[  ^^^^^ 

en  le  décomposant  en  2  -f*  4^  +  5oo 
-f-  7000  -}-•••;  les  restes  de  ces  nombres,  di- 
visés par  7,  sont  respectivement  les  mêmes 
que  ceux  de  la  période,  répétés,  2,  4>  5, 
7 . . .  fois  ;  on  écrira  en  sens  inverse  les  nom- 
bres de  la  période  sous  les  cliifircs  consé** 
cutifs  de  la  quantité  proposée,  comme  on    l'?^  ^ 
le  voit  ci-dessus;  on  mullipliera  ejasuite    2.5=10 
cbaque  cUiffre  par  celui  qui  est  au-dessous.    3*1—3 
La  somme  i  o5  des  produits  a  le  même  reste  30" 

de  la  division  par  7,  que  le  nombre  proposé 
divisé  par  7  ;  et  comme  celui  de  io5  est  o,  l'un  et  l'autre  sont 
des  multiples  de  7. 

Observez  qu'au  lieu  d'évaluer  lesquotiens  par  défaut,  on  peut 
les  prendre  par  excès  ;  c'est-à-dire  qu'il  est  indiffèrent  de  poser. 
1.0* égal  à  7X  i4^8-h4>  ^^  ^  7X  i4^-9 — ^-  ï^^s  nombres  i ,  3, 2, 6, 
4  et  5  ^  qui  forment  Ib^  période,  on  peut  donc  remplacer  les  tiois^ 


I     X    a  =      2 

3  X  4  =  12 

^  X  5  =  10 

6    X     7    =:    42 

etc. 

Soinme=io5 

1 3  527  54» 
3i  23i  23t 

1.7  =  7 
3.2  =.  G 
2. S  =   io 
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derniers  par  leur  supplément  à  7,  ou  i,  3  et  a ,  qui  seront  le» 
restes  soustraits  des  multiples  de  7,  c'est--à-dire  les  restes  néga-* 
tifs  (n"4)«  La  période  est  réduite  aux  trois  nombres  t,  3, 2  ;  seule- 
ment les  produits  sont  ta  ôt  additifs  et  tantôt  soustractîfs. 
Ainsi ,  Ton  partagera  les  nombres  en  tranches  de  trois  chiffres  y. 
et  il  faudra  soustraire  des  autres  les  produits  dcmnés  par  les 
tranches  de  rangs  pairs.  Le  calcul  se  dispose  comme  on  voitci^ 
dessus,  où  la  barre  est  placée' sur  les  facteurs  dont  les  produits 
sont  soustractîfs.  Ici  le  reste  de  la  ^vision  de  135^7542  par  7 
est  le  même  que  celui  de  3o  —  23  ;=  7,  ou  zéro. 

4**-  De  même  pour  le  diviseur  1 1 /après  avoir  trouvé  que  la  pé- 
riode est  I ,  I  o;  ou  peut  remplacer  i  o par  r  i - 1  o,  ou  i ,  dont  le  pro-^ 
duit  devra  être  soustrait,  c'e&t-à-dire  que  la  période  est  -|- 1 , — i , 

Donc ,  si  Von  ajoute  tous  les  chiffres  de  rangs  impairs  et  un 
nombre  proposé  ,  qui! on  en  retranche  la  somme  des  chiffres  d& 
rangs  pairs ,  le  reste  sera  celui  de  la  division  de  te  nombre 
par  II.  Pour  732981,  on  a  1+  g  +3=i3,  3+2-|-  7=  12^ 
i3  — 12,  ou  i,  est  le  reste  de  la  division  de  782  93 1  par  11.  De- 
même,  pour  429  180,  on  aura  o 4-1  +2  =  3  ;  8+9+4  =  ^'^ 
et,  comme  on  ne  peut  ôter  21  de  3;  il  faudra  ajouter  à  3  un  mul-^ 
t  tple  suf&san  t  de  1 1 ,  tel  qui^  22  ;  alors  on  aura  224-8  —  21=4» 
qui  est  le  reste  cherché.  63  61 3  est  un. multiple  de  1 1,  puisque 
34-6  +  6 —  I — 3  =  i5 — 4=  '  '• 

On  peut  encore  opérer  ainsi  qu'il  suit  :  comme  1 00  !  11  (lonne 

1  pour  reste,  100',  100^....  donnent  aussi  i  :  on  décomposera  le^ 
nombre  proposé,  tel  que  9387928,  en  tranches  de  2  chif- 
fres à  partir  de  la  droite,  sous  la  forme  28  X  i  +  ®* 

79.  100  +  38. 100'+ 9. 100^,  et  divisant  chaque  partie  08 

par  M,  le  reste  sera  28  +  79  +  88  +  9,  bu  la       -^ 
somîne  1 54  des  nombres  qui  composent  les  tranches  de 

2  chiffres  :■  ainsi  9887928  et  i54  ont  le  même  reste  de  la  divi- 
sion par  1 1.  En  traitant  i54 par  le  même  procédé,  on  a  55  ou 
5X- 1 1 ,  pour  reste ,  ou  plutôt  zéro  \  le  nombre  proposé  est 
multiple  de  II. 

5®.  Si  le  diviseur  est  37 ,  comme  1000  =  27  X  87  +  i,  les- 
restes  de  la  division  de  i,   1000,   icoo"*,,. . .   sont  donc  tous^ 


FAGT&iriS   PCS   NOMBRES.  4^ 

l'unilé  :  pour  obifinir  le  ratie  de  la  division  ftx  37 

d'un  no^abrc  proposé /tel  «pic  gg  |  73a  |  458  |  g6ft,        fl^ 

«n  optsseni  donc  /comme  dmi  l'exélnplo  precëdenl ,        ^ 

mais  en  formant  des  tranches  de  trois'  chiffres  ;  ainsi     ^^^ 

le  reste  cbet^é  est  le  o^ème  que  pour  la  somme  ^ijptS^ 

àe  ces  traoolies,  oaplutôt  po^r  367  -f-  2.  On  vcconnatt  que  ce 

dividende  «at  m^  multiple  de  i^X^" 

6^.  Poi:^  trouver  tous  les  nombres  preifiiersy  m«iindres 
qa'vne  limite  donnée,  on  écrira  la  suite  des  nombres impaim 
^>  5,  7,  99  11^.  • .  ^  jusqu^à  oetts  limite  1  pnis^  paflsM  d^  J, 
on  supprimera  tous  les  nombrss  de  3  en  3  rangs ,  qui  sont  to«s 
des  multiples  de  3;  partant^de  â^  on  suppnmerà  toos  le» te^m^ 
de  5  en  5  (multiples 4s  5)^  eteé  i  on  laissera  subsister  les  nom^ 
|>res  de  départ;  .et  les  termes  non  effacés  seront  tous  les 
ppmbres  (urenûers  di^mand^. 

Vqyei^  la  t£^^le  donnée  à  la  fin  de  Tarithmétique  t^)* 

Pr^ui^s  des  quatre  Hègles. 

35.  Comme  on  peut  commettre  des  erreurs  dans  im  calcul ,  il 
Ç8t  utile  de  s'^issmer  jde  TexactÂtude  du  résultat  par  une  opéia- 
Mon  qui  ep  e&llaprçuve.  Pour  qu'elle  conduise  au  but  qu'on 
^propose,  elle  doit  être  plus  facile  à  pratiquer  que  la  règle 
mêmei  car  elle  semit  plus  sujette  à  erreur.  Ainsi,  quoiqu'on 
puisse  vérifier  une  multiplication  en  divisant  le  produit  par  l'un 
des  &cteurS|  et  vojant  si  l'autre  facteur  vient  au  quotient»  on 
sent  que  ce  procédé  est  propre  à  faire  croire  que  l'erreur  serait 
moins  dans  la  multiplication  que  dans  la  division. 

1°.  On vériûe  l'addition  par  l'addition  même.  Si  l'on  a  faut  le 

(*)  LonuinV»  ditU»e  un  nsmbrs  imiMdr  par  6.  le  reite  os  peut  être  que  1 , 
3  sii  5y  et  û  €6  aombre  n'eft  pas  multiple  de  3,  il  ne  peut  donner  posr  rea^ 
que  -|- 1  ou-^i  (équivalent  à  5)  :  ainsi  tous  les  nombres  non  divisibles  par  a, 
ni  3,  sont  compris  dans  la  forme  62-h  i,  «  étant  un  entier  quelconque.  Tous 
les  nombres  premiers  et  leurs  multiples^  excepté  ceux  do  2  et  3 ,  sont  de  cette 
fspèce. 


I 

i 


\ 
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calcul  en  opérant  de  baut  en  bas^  au  le  recommencera  de  bas  ed 
haut  y  ou  bîenon  coupera  raddi^oa  en  phisiettrsaatresV  ou  1*00 
ajoutera  aux  divers  nombres  donnés  des  quantités  qu'où  ôtera 
ensuite. 

On  peut  aussi  commencer  ce  calcul  par  la  colonn^> 
de  Tordre  le  plus  élevé.  Ainsi,  4ans  Teiemple  ci*^  |^ 
contre,  la  colonne  des  mille  a  6  pour  somme  zetcomme  4^ 
on  en  a  trouve  7» 7—^0,  ou  i,  quon  pose  sous  le  7,  ^g 
annonce  qu'on  a  reporté  i  à  cette  colonne^  et  que  par  &  ^^ 
conséquent  .celle  des  centaines  a  donné,  non  pas  5,  .  . 

mais  1.3.  Cette  colonne  ne  donne  que  1 1  ,  i3«-^  11=2  est  donc 
la  retenue  des  dixaines  |  qui  ont  fourni  2^1 ,  etc.  ;  à  là  colonne 
des  unités,  on  doit  trouver  o  pour  difféirencei; 

2°.  La  preuve  de  la  soustraction  se  fait  en  ajotilànt  le  reste  au 
nombre  soustrait  ;  on  doit  retrouver  le  plus'  grand  des  deux 
nombres  donnés, 

3**.  Pour  la  multiplication,  on  échangera  le  multiplicateur  e( 
le  multiplicande  (n**  1 1  )  ;  ou  bien  on  multipliera  ou  on  divi-* 
sera  les  facteurs  par  des  nombres  arbitraires,  et  le  produit  aura, 
éprouvé  un  changement  déterminé  par  ce  qu'on  a  dit  n^  i3;  il 
sera  aisé  de  vérifier  si  cette  condition  est»remplie. 

4**.  Si  l'on  multiplie  le  quotient  par  le  diviseur,  etsi  l'on  ajoute 
le  reste,  on  devra  trouver,  pour  résultat,  le  dividende  (n*  16).  ît 
est  aisé  de  vérifier  ainsi  toute  diviSion.  On  a  encore  une  autre 
preuve  de  cette  règle,  en  multipliant  ou  divisant  le  diviseur  et 
le  dividende  par  un  même  nombre  ;  le  quotient  doit  rester  le 
même  (n**  i5,  i^). 

5^  On  pourra  aussi  vérifier  la  division  et  la  multiplication  , 
en  divisant  par  un  nombre  quelconque,  les  deux  facteurs  et  le 
produit,  puis  voyant  si  le  produit  des  restes  des  facteurs  est  égal 
au  restedu  produit  (0^22);  comme  les  restes  sont  facilesà  trouver 
pour  les  diviseurs  9  et  1 1  (n®  34»  i**.  et  4*.)»  O"  ï^s  préfère  ordi- 
nairement pour  cet  usage.  Nous  en  donnerons  ici  un  exemple. 
On  a  trouvé,  page  ig,  que  53  687  X  908  =  4^  747  79^-  Pour 
vérifier  ce  calcul,  ajoutons  tous  les  chiffres  de  ces/ trois  nombrea 


J?R4CTIOHS;  4$ 

elsopprinnoQs.g  chaque  fols  qu'il  se  rentoittre  ;  les  restes  se*^ 

toni 2, 8  et  7.  Or,  2x8=  16,  et  7  est  le  reste  de  — ,  puisque 

6+  1=7;  donc  Topâ'ation  n'est  pas  Cautive  ;  à  moins  cepen- 
dant, qu'il  n'y  aitqudque  compensation  dans  kserreurs,  ou  des 
chiffres  déplacés ,  etc. 

Si  Ton  veut  prendre  1 1  pour  diviseur ,  il  faut  retrandier  les 
chiffres  de  rangs  pairs  de  ceux  de  rangs  impairs  dans  les  trois 
nombres ( n*^  34,  4*');on  à  18— n  =7;  1-7  —» 0=17,  ou  6;- 
25  —  27  :=  — -  2  ou  9  (supplément,  de.  2  à  1 1  ).  Pour  que  la 
multiplication  soit  exacte,  il  faut  que  7  x6,  ou  4^  divisé  par  11 , 
donne  le  reste  9;  ce  qui  a  lieu  en  effet.  ^ 

£n  divisant  700  200  o3i  par  683  679,  on  a  1024  pour  quo- 
tient, et  1 12735  pour  reste  (p.  27)  :  ajoutons  les  chiffres  qui 
composent  ces  nombres,  pour  trouver  les  restes  de  leur  division 
par'9  ;  ces  restes  sont  4  pour  le  dividende,  3  pour  le  diviseur,  7 
pour  le  quotient,  et  i  pour  le  reste;  le  produit  7  X  3,  ou  21  , 
ajouté  à  un^  donne  22,  ou  4  s  ainsi  4  doit  être  le  reste  de  la  divi- 
sion du  dividende  par  9  ;  ce'  qui  se  vérifie.  On  dispose  le  calcul 
de. ces  deux  preuves  comme  il  suit  : 


«6  o"  1         Redte... 


DiViV    3    31  H-  >  ou  4 


Quot.    7 


Prod. 


II.    DES   NOMBRES   FRÀCtlONNAlRfeS. 


Nature  et  transformation  des  Fractions. 

36.  Mesurer  une  chose ,  c'est  donner  l'idée  précise  de  sa 
grandeur,  en  la  comparant  à  celle  d'une  autre  de  même  espèce; 
qui  est  déjà  connue,  et  qu'on  prend  pour  unilê.  Si  l'unité  est 
contenue  un  nombre  de  fois  exact,  cette  quotité  est  la  mesure ^ 
sinon,  on  peut  prendre  une  autre  unité  qui  remplisse  cette  con- 
dition; car  sa  grandeur  est  absolument  arbitraire  et  indépeu-^ 
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daalede  la  Aù9€ifsimk  i9*etttme8i]ret;«ft  «oirte  qv'mifMnAeit-* 

primer  la  grandeur  de  celle-ci  par  des  nombres  très  difFérens , 
soÎTant  clyfon  pilhid  telle  oa  telle  anité. 

JPour  ac^nénr  la  cofthaâsBaitce  pnéàkible  de  plusieurs  gran^ 
dttUfs  ou  uiâeéi  de  chaque  espèce,  «n  drriae  Vumtë  primIthiB  en 
portions  égales,  dont  le  nombre  soit  tel,  (jue  Tune  des  dIvioEotis 
mt  toucetttie  exactement  dan»  la  chose  à  mesurer;  et  c'est  celte 
partie  cpiW  prend  pournourelle  uaitë.  lia  mesure  est  iriors  ee 
qu'on  appelle  une  Fracii&n,  e'est^à^irs  uniç  ôupUuîéut$  portèt» 
dû  Fufiiùà.  Lorsqu'on  dit  d'une  chose  qu^eHe  est  les  cinq  sep^ 
tîènies  de  l'ukiitëy  il  CaUt  entendre  qu'après  avoir  parta^féruMfé 
en  sept  parties  égales ,  citiq  de  ces  parties  ont  formé  un  assem^ 
blage  égal  à  cette  chose. 

Û  sttxt  de  là  que  tonte  fraction  d^tt  être  édo^cée  à  Taidé  de 
deux  nbmbites  »  l'un  qvk^^&^mamme  Déncmimoeut*,  marque  et» 
comJnen  de  partîce Vuakéest  divisée^  l'autre^  <)ui  est  le  Nu^M- 
raieur^  inique  combien  on  prend  de  tes  parties  ;  dans  cinq 
seplÂèiÉet^  Sest  lô  numérateur,  7  k  dénoA^nateur.  On  écrit  ces 
deilx  nombres  en  ks  séparant  d'un  trait  ^  k.  num^ateur  place 
en-dessus,  le  dénominateur  en*<des«»ttB,  f .  Les  fractions  ^,  |,  ^> 
s'énoncent  une  demie,  un  tiers,  un  quart.  Pour  toutes  les 
autres,  on  lit  les  deux  cbifiVes,  en  ajoutant  la  finale  ième  au  dé- 
nominateur ;*|,  -n*  se  lisent  5  huitièmes,  7  onzièmes. 

37.  Pour  multiplier  -^  par  7,  comme  chaque  septième  pris  7 
fois  donne  l'unité ,  nos  |  produisent  5  unités,  ou  |  X  7  =5>' 
donc  toute  fraction  multipliée  par  son  dénominateur  prodâdt  là 
numérateur. 

Il  suit  de  là  que  f  est  le  quotient  de  5  divisé  par  7,  d'après  la 
défi  nition  Ç*^^  5),  c'est-à-dii^è  que  idute  fraction  est  fe  quotient  de 
la  division  du  numérateur  par  le  dénominateur;  et  c'est  pour 
cette  raison  qu'on  a  écrit  de  tnême  une  fraction  et  une  division. 
Le  quotient  de  47>  divisé  par  7,  est  donc6-|-f ,  puisqu'exi 
multipliant  cette  quantité  par  7  ,  on  a  4^  +  5,  ou  47.  Donc,  si 
«w  qnotieHî  entier  d'une  dis^hion,  on  ajoute  une  fraction  qui  ait  Jt 
reste  pour  numérateur,  et  le  dis^isear  pottr  dénominateur,  on  aura 
ie  (juûttent  exact.  71231^146  :  8)69  donne  8640  pour  quo^ 


ticB^  elâg86  pour  re«|e  ;  Ie4{iu»tâeiit  exa4U(  mt  Aùm  664^  4*111^ 

Dwic,  I®  si  le  4i««iératettr  et  le  d^ROmînateur  sont^gaux^û 

fraction  vaut  i  ;  c^  qui  est  d'ailleuFS  visible  de  soiHtnéRfte  i 


Tî"  ■""  Ta  •""  *  '• 


I 


^^.  Si  le  DttinératèQr  'irarfiasse  le  dénominàtear,  la  fraction  «it 
|Aus  glande  que  Tixaité  ;  «oi  l'appeUe  un  Nif&nàrR^ractionmaire, 
h  m^t  fraetton  Vuppliqaant  plus  «Hrdinaireaient  au^i  u^mbves 
qui  sont  <^  i .  On  extrait  l/es  entiers  contenus  dans  unefrao^ 
den,  est  divisaru  le  numérateur  par  le  dénominauun^^ou  87 
diviàé  par- 5  y  estsss^^-l^  11  est  en  effet  évident  que,  notre 
ntiiié  étant  partagée  en  5  parUes>  la  fraction  tontieat  autant 
d'unités  qu'on  prend  de  fois  5  parties,  ou  autant  que  87  con- 
tient 5.         * 

Réciproquement  9  pour  consfertir  les  entiers  en  fractions,  il 
fèmt  les  multiplia  par  le  dénominateur  s  pour  réduire  7  en 
cinquièmes ,  on  multipliera  7  'par  5 ,  et  on  aura  7  =:;i  ^  ;  de 
mê»e84-|  =  ^+?=^^. 

3*.  Diviser  un  nombre  par  2,  7,  9,  ,1 1 ... ,  c'est  en  prendre 
la  miHtîé ,  le  7%  le  9*,  le  1 1*. ... 

4^,  Prendre  les  ^  d'un  nombre ,  c'est  le  couper  en  7  parts 
égales,  et  prendre  cinq  de  ces  parts.  Il  ftodra  donc  diviser  ce 
nombre  par  7 ,  et  multiplier  1^  quoti^t  par  5.  De  ces  deux 
epéiutioo8|Onpeutiaire  celle  qu'on  veut  la  première  (p  ao,4''0* 

Ainsi,  les  |  de  84  sont  5  fois?i^5x  ift  =  6o,ou=i>i§4  j 


les  Jr  dé  4^  >^le«t2iii2  — i^ 


2=2tîO  ii 


38.  Lorsqu'on  augmente  le  numérateur  seul,  la  fraction  croît, 
parce  qu'on  prend  un  plus  grand  nombre  des  mêmes  parties  de 
l'unité.  Si  l'on  augmente  le  dénominateur  sans  changer  le  nwr: 
mérateur,  la  fraction  diminue^  car  Tunité  étant  divisée  en  plus- 
de  parties,  elles  sont  plus  petites,et  on  en  prend  un  même  nombre; 
Ainsi,  on  peut,  dans  certains  cas,  reconnaître  de  suite  quelle  est 
la  plus  grande  de  deux  fractions  :  |  >  yi  |  >  f  >  1 1>  y. 

Il  est  aisé  de  voir  qu'en  doublant  les  deux  termes  d'une  frac-^ 
tion,  sa  valeur  demeure  la  même  ;  car  si  l'on  double  le  dénomi- 
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nateur  •;  de  f ,  chacune  des  parties  sera  partagée  en  ddax^ 

puisque  l'unité  en  contiendra  i4  au  lieu  de  7.  Pour  avoir  la 

même  grandeur,  il  faudra  donc  prendre  deux,  parties  au  lieu 

d'une,  4  A^  lî^u  de  a ,  enfin  i  o  au  lieu  de  5;  et  ^j  ^era  ==  f . 

En  triplant  7  et  5,  on  aurait  de  même  ^tss^  ^  etc.  Donc  ia 

valeur  étune  fraction  ne  change  pas  lorsque  oh  en  muUiplieyei 

par  conséquent  lorsqu^on  en  divise  les  deux  termes  par  un  même 
nombre  w3— .6-^JL  —  12^  125»  -â£.  —  -2.  —  3 

Nous  conclurons  de  là  que,  i  °  pour  amener  les  fractions  \  et  -^- 
à  être  affectées  d'un  même  dénominateur,  multiplions  les  deux 
termes  5  et  7  de  la  première  par  4>  et  les  deux  termes  3  et  4  de 

5x4     3  X  *? 
la  seconde  par  7,  nous  aurons -7  et  -7 '  ou  -Il  et  ^4  ;  il  est 

^      '  7x4     4X7       '^      •* 

clair  que  ce  calcul ,  qui  ne  change  pas  la  valeur  des  fractions , 
leur  donne  le  même  dénominateur  4  X  7^=7  X  4*  Donc  on  né* 
duira  deux  fractions  au  même  dénominateur ,  en  multipliant 
les  deux  termes  de  chacune  par  le  dénominateur  de  Vautre 
fraction.  Il  est  donc  bien  facile  de  distinguer  quelle  est  la  plus 
grande  de  deux  fractions  données  ;  par  exemple,  |<  f  *  puisque 

Le  même  raisonnement  prouve  que ,  si  Von  a  plus  de  deux 
fractions,  en  multipliant  les  deux  termes  de  chacune  par  le 
produit  des  dénominateurs  de  toutes  lï's  autres,  on  les  réduira 
au  même  dénominateur  j  qui  sera  le  produit  de  tous  ces  déno- 
minateurs. Soient  | ,  7-  et  |  ;  on  multipliera  les  deux  termes 
de  J  par  4  X  7  =28,  ceux  de  f  par  3  x  4=  '^ ,  enfin  ceu?c 
de  ^  par  3X  7  =21  ;  il  viendra  ||,  fj  et  ^;  donc  J>  f  >  -•. 

La  réduction  au  même  numérateur  se  fait  aussi  facilement, 
et  pourrait  également  servir  à  distinguer  quelle  est  la  plus 
^ande  de  plusieurs  fractions. 

2".  On  amène  aisément  toute  fraction  à  recevoir  poui'  déno- 
minateur un  nombre  donné,  qui  est  un  multiple  exact  de  son 
dénominateur  actuel.  Ainsi,  7^  peut  prendre  60  pour  dénomi- 
nateur, car6o=5fois  12 j  et  en  multipliant  les  deux  termes 
par  5  on  a -^=1^. 

Lorsque  les  dénominateurs  ne  sont  pas  premiers  entre  eux , 
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la  réduction  au  même  dénominateur  peut  donc  beaucoup  se 
simplifier.  Pour  ^  et  |,  ou  voit  de  suite  qu'en  multiplisuit  par  2 les 
deux  termes  de  {^  on  a  |y  qui  a  même  dénominateur  que  |.  De 
même  f  et  g,  deviennent  ^  et  |.  Pour  -^  et  |,  on  multipliera  7  et 
12  par  2,  puis  5  et  8,  par  3,  et  il  viendra  ^  et  •>!.  £n  général,  on 
cherchera  (n®32)  le  plus  petit  nombre  dwisible  par  tous  les  déno- 
minateurs proposés,  et  on  pourra  faire  servir  ce  nombre  de  déno" 
minateur  commun.  Par  exemple,  soient   \    \     \     ï     I     "fî 
Après  avoir  trouvé  que  24  est  le  plus  petit 
nombre  divisible  par  2,  3, 4^6, 8  et  12, 
on  divisera  24  par  ces  divers  nombres, 

et  Von  aura  pour  quotiens 1286    4     ^     ^ 

Multipliant  les  deux  termes  de  chaque 
fraction  par  le  quotient  qui  lui  corres- 
pond,  on  a li  il  ii  ^  .9^  i| 

La  réduction  au  même  dénominateur  est  ainsi  faite  sous  la 
forme  la  moins  composée. 

3^.  Toute  fraction  dont  les  deux  termes  contiennent  le  même 
facteur,  prend  une  expression- plus  simpile  par  la  suppres- 
sion de  ce  facteur,  et  elle  conserve  la  même  valeur.  Si  Ton  amène 
la  fraction  à  ne  plus  avoir  de  divi^ur  commun  à  ses  deux  termes, 
il  sera  désormais  impossible  de  lui  faire  prendre  une  forme  plus 
siinple;  car  si  7  et  1 1  étant  premiers  entre  eux,  on  admettait,  par 
exemple ,  que  ^r  pût  être  réduit  â  la  valeur  moins  composée  | , 

on  aurait,  en  réduisant  au  même  dénominateur  ^  //== — 77 — 

44  44 

ou7X4  =  ^Xn.  Ce  qui  est  absurde  ( n®  25,  4*)  t  puisque 
3x  1 1  devrait  être  divisible  par  7. 

Ainsi,  pour  réduire  unefraction  à  unevaleur  égale  plus  simple 
et  irréductible^  il  suffit  de  supprimer  tou9  les  facteurs  communs 
à  ses  deux  termes. 

Pour  cela ,  on  décompose  ces  nombres  en  leurs  facteurs  pre- 
miers (b®  27),  et  on  ne  laisse  subsister  que  ceux  qui  ne  sont  pas 
communs.  Il  est  plus  simple  de  chercher  le  plus  grand  commun 
diviseur  des  deux  termes  {n?  ^3) ,  et  de  diviser  ces  termes  par 
T.  I.  4 
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ce  dmseur.  Ainsi,  pour  ^'^,  on  a  trouvé  (p.  3i  )  que  47  est 
le  plus  grand  commun  diviseur  de  79g  et  2961  :  divisant  ces 
nombres  par  47 1  on  a  ^  pour  la  plus  simple  expression  de  ^^. 
Nous  avons  même  indiqué  (n®  3o)  un  procédé  facile  poufr  dé- 
duire les  termes  cberckés  de  la  série  des  quo  tiens  qui  conduisent 
au  commun  diviseur.  Voici  le  calcul  pour  les  deux  fractions  j^ 
et  3^^ ,  qu'on  réduit  à  -p^^  et  f|,  les  plus  grands  communs  di- 
viseurs étant  27  et  5g.  (^.  n*  3o  ) 

3429  f?aif2^fi55r8i  f54f22         1062  c649C4i3Sa36i  177459 

127      33    28       5     3     a     I  18        II      7       4       3      t 

Une  fraction  peut  se  mettre  sous  une  infinité  de  formes, 
et,  sans  changer  de  valeur,  on  peut  l'exprimer  par  des  nombres 
très  différens  ;  mais  il  est  plus  aisé  de  se  faille  une  idée  juste 
de  sa  grandeur,  lorsqu'elle  est  mise  sous  la  forme  la  plus  simple. 

4**.  Lorsque  deux  fractions  sont  égales,  la  fraction  qu^  on  forme 
avec  la  somme  ou  la  différence  des  numérateurs  et  celle  des  dé' 
nominateurs,  leur  est  encore  égale.  En  effet ,  -i^  x±  |4 ,  car  ces 
fractions  équivalent  à  -^  ;  les  numérateurs  sont  des  multiples 
de  7,  et  les  dénominateurs,  les  mêmes  multiples  de  1 1  ;  or,  il 
est  clair  que  35+  i4  est  également  un  multiple  de  7,  et  que 
55  +  22  est  le  même  multiple  de  1 1  ;  donc  ^  =  ^. 

La  soustraction  réitérée,  terme  à  terme ,  simplifie  de  plus  en 
plus  la  fraction  composée ,  sans  changer  de  valeur  :  si  l'une 
est  irréductible ,  les  termes  de  l'autre  fraction  sont  les 
produits  des  deux  termes  de  la  première  par  un  même  fac- 
teur (♦). 

*{*)  Cherchons  les  nombres  xeijr  qu^on  peut  ajouter  ou  ôter  aaxdeax  termes 

u  a,       A'àzx     -, 

d'une  fraction  r-  sans  en  changer  la  valeur,  ou  -  =  i-—- .  En  réduisant  au 
0  b       b'^^y 

même  dénominateur,  il  vient  ^ssix,  et  divisant  par  Itr»  1.=*-  :  donc ,   les 

?    y 

nombres  qu'on  peut  ajouter  ou  ôter  aux  deux  termes  d'une  fraction ,  sans  en 
changer  la  valeur,  dowentformèr  une  fraction  égale  a  la  proposée.  On  voit  que 
X  ne  peut  être  =  j^  qu'autant  que  a=i  ;  c'est-à-dire  qu'on  ne  peut  ajouter  ou 
ôter  le  même  nombre  aux  deux  termes  d'une  fraction  que  lorsqu'elle  est^  1 . 


I 
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Sg.  Rien  n'est  plus  aisé  que  d*ajouter  ou  de  soustraiins  des 
fractions  qui  ont  même  de'naminateur  ;  on  ajoute  ou  l'on  re-* 
tranche  les  nume'rateurs ,  et  le  dcnominateur  reste  le  même/ 
_I-«L.-i. — _SLou5.  J ^  =  -i^oui-— 4-^-  -*«-5 ^ — ~ 

X  a     »     A  a  "~T  i»^**4ria  la  "^  i  a      ^  :<  >   i  a    «     i  a     l     i  a  i  a  "~~  *  a  ' 

Si  los  dénominateurs  ne  sont  pas  les  mêmes  y  on  commencera 
à  raniener  les  fractions  à  cet  e'tat  (n*  38,  i".  et  2"*.)*  Ainsi 

t  +  5- 4- {  valent  |5  +  fa +S1  ou  i^  =  »  +  57- 
Pouri  +  f  4-|  +  -^  +  -:^  +  i-i-i-A>  oatrou- 
Tcra  120  pour  le  plus  simple  dénominateur  (n^  32)  :  les  numé- 
rateurs deviendront. 6d  +  8o  +  7^  +  84  -H  56  +  ïoo  —  4^ 
—  3o  --i-  5o  ou  327  :  ainsi  le  résultat  cherché  est  ~|  ou  2  4-  ^- 
Lorsque  les  fractions  sont  accompagnées  d'entiers,  on  opère 
séparément  sur  les  unes  et  sur  les  autres.  Pour  ajouter  3  4*  i 
avec  4  +  4  >  on  prend  ^  +  |  =  J  ou 
f  4-  i  ;  on  pose  \  et  on  retient  i ,  qui ,  3  \ 
ajouté  avec  3  et  4>  donne  pour  la     3_i. 

somme  cherchée,  8+ ::•  ^  >     ^    ■  m 

De  même  pour  ajouter  11  +  1»  3  -....     6 

4  +  1,  2  +  1, —  et 3  +  ^,  on  trouve  23  ^.•..'4Ô 

f4  ou  3  +  ^  pour  somme  des  fractions; 

on  pose  ^ ,  et  on  prend  3  +  ii+4  +  ^+"^  =  ^^)  donc  la 

somme  est  23  + 1. 

Pourôter  I  +  ^de  3  +  ^,  onôte^  de  ;,  et  i  de3;  on  a  pour 

reste  2  +  |.  De  i3  +  ^  si  Ton  veut  ôter  7  +  | ,  comme  on  ne 

peut  ôter  |  de  ^,  on  ajoute  1  à  ^,  et 

on  cherche  \  —  |  :  on  trouve  |  ;  puis         3  ^ . . . .   2 

on  ajoute  de  même  i  au  nombre  7  à         '  i»  -    «    > 


II        A   •    •   •    • 


3 

4  3. • . •    o 

2   4...,    10 

**7 


i3  \ 


soustraire  (p.  12),  et  on  dit  i3— 8=5:         2  ^. . . .    i 
ainsi  5  +  |  est  la  différence  cherchée. 

40.  Multiplier  \  par  3,  c'est  ajouter  3  fois  f ,  ou  |+|  +  | - 
ce  qui  se  réduit  à  répéter  3  fois  le  numérateur  2  ;  |  X  3  =:  |. 
Pour  multiplier  une  frac  lion  par  un  entier,  il  faut  mullîplier 
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le  numérateur  par  rentier;  on  pou  rrai  t  aussi  dwiser  le  dénominct^ 

teur,  s'il  était  un  multiple  de  l'entier  ;  car  |  X  .2  donne  — -^ —  , 

en  supprimant  le  facteur  2  commun  aux  deux  termes,  on  a  |  ^ 
ropération  s'est  réduite  à  diviser  par  2  le  dénominateur  de  |. 
On  trouve  de  même  —  X  36  ==  ~  X  2  =  22  ;  ^  X  1 2  =  ï^. 

Réctpi'oquenient ,  pour  dwiser  une  fraction  par  un  entier,  il 
faut  multiplier  le  dénominateur,  ou  di^nser  le  numérateur  pav 
cet  entier.  Car,  si  le  numérateur  est  un  multiple  du  diviseur, 
comme  pour  |^  !  5 ,  le  quotient  est  visiblement  -j- ,  puisque ,  si 
Ton  multiplie  -iV?*^*^  ^^  diviseur  5,  on  retrouve  le  dividende.  Mais 
si  le  numérateur  n'est  pas  un  multiple  du  diviseur,  comme 
pour  f  :  5,  on  peut  aisément  le  rcHidre  divisible  par  5,  en  mul- 

6x5 

tipliant  les  deux  termes  par  5;  on  a ^,  la  division  par  5 

'j  X  o 

donne  donc  ^,  calcul  qui  a  consisté  à  multiplier  le  dénomi- 
nateur 7  par  5. 

4 1 .  Venons-en  aux  cas  où  le  multiplicateur  et  le  diviseur  sont 
fractiofinaires  ;  prenons,  par  exemple,  3  X  f .  D'après  la  défi- 
nition (n®  3)  de  la  multiplication,  on  veut  donc  répéter  le 
multiplicande  3>  autant  de  fois  que  l'indique  le  nombre  d'unités 
du  multiplicateur  |;  mais  puisque  ce  dernier  facteur  n'est  c^\m 
les  I  de  l'unité,  il  est  clair  qu'on  ne  veut  ici  prendre  que  les  ^ 
cte  ce  que  donnerait  i  fois  3,  savoir  les  |  de  3.  Donc  en  général 
multiplier  par  |,  c'est  prendre  les  |  du  multiplicande  (f). 

{*)  Ces  considérations  équivalent  à  donner,  avec  M.  Cauchy,  cette  défîni- 
tion  de  la  multiplication  :  multiplier  A  par  B,  c'est  opérer  sw  le  nombre  A,prê^ 
'  aisément  comme  on  opère  sur  Vunité  pour  obtenir  le  nombre  B.  Ainsi  5  est  l'un  ité 
ajoutée  cinq  fois  ;  donc  pour  multiplier  S  par  5,  il  fa.ut  aussi  ajouter  3  cinq 
fois,  t  est  l'unité  divisée  en  7  parties  égales,  dont  on  prend  Tune  cinq  fois  ; 
de  même ,  pour'multiplier  3  par  |,  il  faut  diviser  3  en  7  parties  égales,  et  ré- 
péter 5  fois  le  résultat  |  ;  le  produit  est  ^y  ou,  ce  qui  revient  au  même ,  les  J 
du  nombre  3»  C'est  ce  que  M.  Lacroix  exprime  en  disant  que  le  produit  est 
composé  avec  le  multiplicande  comme  le  multiplicateur  Vest  avec  Vunité,  Mais 
cette  énonciation  manque  de  clarté ,  parce  que  le  mot  composé  doit  y  être 
pris  avec  une  signification  active  ou  passiyc,  selon  que  le  multiplicateur  esi;^ 
un  nombre  entier  ou  une  fraction. 
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Nous  avons  vu  (n®  87 ,  4®0  q«e ,  pour  prendre  les|  de  3,  il 
faut  multiplier  2  par  3  et  diviser  par  5  ;  |  X  3  =  f = 3  X  f ..  De 
même  multiplier  |  par  f ,  c'est  prendre  les  7  de  |  ;  il  faut  donc 
former  7  parts  dans  la  grandeur  ~  ^  et  en  prendre  5,  ou  multi- 
plier I  par  5  et  diviser  le  résultat  par  7  :  la  première  de  ces  '  \ 
opérations  donne  -^,  et  la  seconde  ^, 

Donc,  1^.  pour  multiplier  dèifxjractions ,  il  faut  multiplier 
terme  à  terme,  c'est-à-dire,  diviser  le  produit  des  numérateurs 
par  celui  lies  dénominateurs, 

2?.  Le  produit  est  plus  petit  que  le  multiplicande ,  quand  le 
multiplicateur  est  ime  fraction  moindre  que  i .        .  ^ 

3^.  On  peut  intervertir  Tordre  des  facteurs ,  comme  dans  la 
multiplication  des  nombres  entiers  (n**  1 1). 

4^.  Lorsqu'il  y  a  des  facteurs  communs ,  il  convient  de  les 
supprimer  avant  d'effectuer  les  multiplications;  par  exemple, 
pour  avoir  les  |  des  |  des  |  des  f  de  Tunité ,  c'est  ce  qu'on 
nomme  une  Fraction  de  fraction,  il  faut  effectuer  le  produit 

ft    .  3  ..  5.    ^A.  2X3x5x4       21  . 

IX  !  X  f  Xf,  ou^^^^^^^^^  =  g=^,ensupprimant 

les  facteurs  3 ,  4.  e^  ^* 

5^  Le  carré,  le  cube,  et  en  général  toute  puissance  d'une 
fraction  se  forme  en  élevant  les  deux  termes  à  cette  puissance  : 
par  exemple,  le  carré  de  |,est  |  X  |  =  f  ;  le  cube  est  |  X  f 
=-^y  etc.  ;  donc  si  lafraction  proposée  est  irréductible,  la  puis- 
sance l'est  pareillement  (  n®  26  ) . 

6®.  Pour  multiplier  5348  par  44 ,  on 
pourrait  multiplier  5348  par.  i3  et  divi'»      Mult^, .  5348 

ser  le  produit  par  16;  mais  comme  le  \ 2674 

multiplicande  est  un  nombre  assez  fort,  ï i33y  v 

il  est  plus  court  de  décomposer  -Jl  en  7*.*"     ^^ 

parties  aliquotes,  c'est-à-dire  en  frac-    ^'^oduit,..  4345^ 
tionsquiy  réduites,  aient  i  au  numéra- 
teur, savoir: 

IS ^O-AO-J-. —  1-I-l-LJL 

*  6  ""~  1  6     «^  «  6     ï^  Td  *~"  *     »^  4     1^  J  6  • 

Qn  prendra  donc  d'abord  la  moitié  de  5348 ,  puis  le  quart,.  ^ 


^.3i 

20. .  .  . 

1068 

O»  •  •  • 

^  •  *   •   • 
1 

3**  •  • 

7120 

178 
1185 
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qui  est  la  inoiiié  du  résultat  qu'on  vient 

de  trouver,  puis  le  seizième  (quart  du  ^^ 

produit  précédent). 

On  voit  ci-contre  le  produit  de  356 
par  2-3  |;  où  Ton  a  décomposé  |  en  |  ou 
i,  et  f  ouf 

Pour  diviser^  par  '^,  multipliez  les  ^4^41 

deux  termes  de  J  par  5X7,   savoir 

3  3X5X7        3X7^5  ...  5.,     ^^ 
-y  =  7 = =  T— i  X  -  t  or  pour  diviser  par  -  ,  il  suffit 

4  4x5X7       4X5      7         *^  7 

de  supprimer  ici  le  facteur  f^,  ce  qui  donne  pour  quotient 

y ^ ,  ou  7  X  ^  :  ainsi  il  faut  multiplier  le  dii^idende  par 

la  fraction  diviseur  rem^rsée. 

8»   3  -.«  fi  >•   5  — —  40  1^  L*       3.5    —  3s^»'    21 
•5  —  ^  ^   i  —    6    —  ^^  S>       A.  •  TT  —  à  '^  T  —  -MO' 

Le  quotient  est  d'ailleurs  plus  grand  que  le  dividende,  quand 
k  diviseur  est  moindre  que  l'unité. 

Si  les  fractions  renferment  des  facteurs  communs,  il  ne 
faut  pas  attendre  que  la  multiplication  soit  effectuée  pour  les 
supprimer.  |  :  f^  est  la  même  chose  que  2  :  4  =^  I  ^**  î  î 
18.   9    —l:9s^^''9—^^^_jr 

4^.  Lorsqu'il  j"  a  des  entiers  joints  aux  fractions ,  on  les 
coni^rïit  en  nombres  fractionnaires  (n®  37,  2*.)-  Ainsi 

Sâs^'n    '—iâv^    '•  6S8  o^i   " 
9   "^    y   3  "■"*    9    '^  "^  ~"~  "ft  7    — ~  ^»'  "âT? 

45  I  X  17  |  =  i|î  X  ^=  âi|5  =  808  i  ; 

-^a-'t*  —  s»-*.  —  3'^79  —  ZJy 
Observez  qu'il  est  souvent  plus  court 
d'exécuter  séparément  la  multiplication  4^  ï 

de  chaque  partie ,   et  d'ajouter.   Pour  '^.I 

3  J  X  8 ,  on  multipliera  par  8,  d'abord  j , 
et  ensuite  3  ;  on  aura  f  ou  a ,  et  a4  ;  ^^       -  X   ^ 
produit  est  donc  a6.  L'exemple  ci-contre    ^5  x  f . . . .  3o 
montre  le  développement  du  calcul  de     17  X  |....i2 
45  J  X  1 7  f  5  on  multipliées  par  1 7 ,  |  par  808 


3i5 
45 


3 

4. 
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1 ,  4^  par  I  y  et  1 7  par  |  :  la  somme  de  ces  résuUats  est  8o8  { , 
produit  cherché. 

On  abrège  souvent  le  calcul  en  de'composant  la  fraction  qui 
multiplie,  en  ses  parties  aliquotes ,  c'est-à-dire  en  d'autres 
fractions  qui ,  réduites  ont  Vunité pour  numérateur,  et  opérant 
pour  chacun  séparément.  Ainsi  pour  prendre  les  7^  de  756,  on 
pose  -ri  =  -^  +  -i^  +  TT  '9  po'^r  -^ ,  ou  prend  la  moitié  de  766 
qui  est  378;  pour  ^y  le  tiers  qui  est  262  ;  enfin  pour  7^, 

le  quart  de  252  qui  est  63  ;  les  77  de  756  sont. 

=  3784-252  +  63  =  693. 

.  Dans  la  division,  on  peut  chasser  le  déaominateur  du  divi- 
seur y  en  multipliant  les  deux  quantités  proposées  par  ce  même 
dénominateur,  ce  qui  n'altère  pas  le  quotient  (n^  i5,  i®.).  Pour 
diviser  2  ~  par  3  |,  je  multiplie  ces  deux  nombres  par  6  ;  j'ai  i4 
à  diviser  par  23  ou  ^f.  De  même  ,  i25  |  :  18 1  =  5oi  |  :  75 

—  12±U.  -L^  —  fi  J-  Là*.    f«oi^^-#»^5 


Des  Fractions  décimales. 

43.  L'embarras  qu'entraînent,  dans  les  calculs ,  les  deuj^ 
termes  des  fractions ,  a  inspiré  l'idée  de  fixer  d'avance  le  déno- 
minateur et  de  Te  sous-en tendre ,  ce  qui  donne  lieu  à  deux  sortes 
de  dispositions ,  les  fractions  décimales  et  les  nombres  coui-r 
plexes  y  mais  les  unes  et  les  autres  sont  assujetties  aux  règles 
données  précédemment,  qui  seulement  deviennent  plus  simples. 
Occupons-nous  d'abord  des  fractions  décimales. 

On  a  TU  (tx*  6)  qu'un  chiffre  vaut  dix  fois  moins  que  s'il  oe-* 
cupait  la  place  qui  est  à  sa  gauche;  si  l'on  continue  la  même 
convention  à  la  droite  de»  unités  dont  le  rang  sera  marqué  par 
une  virgule,  on  verra  que  le  premier  chiffre  après  les  unités 
représentera  des  dixièmes,  le  deuxième  des  centièmes,  le  troi- 
sième des  millièmes;  etc. . .  3,3  désignera  3  entiers  et  ^;  4^905 


vaudra  4»  et  ^  ;  o,4o3  =  ^^  +  7^  =  ^o- 

Ainsi  la  partie  qui  suit  la  virgule  est  le  numérateur,  et  il  est 
inutile  d'écrire  le  dénominateur,  qui  est  toujours  i  suivi  d'au- 


s. 
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tant  de  zéros  qu'il  y  a  de  chiffres  après  la  virgule.  Il  est  donc 
bien  facile  de  lire  une  fraction  décimale  écrite ,  ou  réciproque-  ' 
ment  d'écrire  une  fraction  décimale  proposée  ,  puisque  l'énoncé 
même  est  le  numérateur  ou  la  partie  qui  suit  la  virgule ,  et  que 
le  dénominateur  est  marqué  pat*  le  rang  de  la  dernière  déci- 
male ,  qui  indique  combien  ou  doit  écrire  dé  zéros  à  la  droite 
de  I.  Par  exemple,  8^  7  0020  ISS  8  et  700201  millionièmes  ;  parce 
qiie  i  étant  au  sixième  rang,  le  dénominateur  est  1 000000  :  de 
même  3549O063  =  354  H~  6^  dix^millièmés.  Réciproquement 
3  dix-millièmes  s'écrit  OyOoo3,  parce  que  dix  mille  porte  4  zéros, 
et  que  la  dernière  décimale  doit  être  au  quatrième  rang. 

Mille  entiers  et  4  centièmes  =  1000^04. 
1 3  mille  cent  millionièmes  =  0,000 1 3ooo. 

44*  On  remarquera  que ,  i*'.  en  déplaçant  la  virgule,  suivant 
qu'elle  recule  vers  la  droite  ou  vers  la  gauche,  le  nombre  est 
multiplié  ou  divisé  par  10  pour  un  rang,  par  100  pour  deux 
rangs,  par  1000  pour  trois  rangs,  etc.,  parce  que  chaque 
chiffré  a  pris  une  place  qui  lui  donne  une  valeur  multipliée 
ou  divisée  par  10,  100,  1000  ;  ainsi  34^,53  est  10  fois  34,253; 

2**.  On  peut,  sans  changer  la  i>ateur  d'une  fraction  décî-' 
maie,  mettre  ou  ôterun  ou  plusieurs  zéros  à  sa  droite  :  car  on 
multiplie  alors  les  deux  termes  de  la  fraction  par  10,1 00, 1 000...' 
o,3  =  o,3o  =  o,3oo. . .  revient  à  tV=7^=i^. . . . 

3^.  Deux  fractions  décimales,  formées  d'autant  de  chiffres, 
ont  même  dénominateur.  Pour  réduire  au  même  dénomina- 
teur, il  suffit  de  rendre  égal  le  nombre  des  chiffres  des  frac- 
tions dé<^males,  en  ajoutant  des  zéros  à  la  droite.de  l'une  d'elles. 

4**.  Pour  distinguer  la  plus  grande  de  deut  fractions  déci- 
males, ce  n'est  pas  le  nombre  de  chiffires  qu'il  faut  consulter, 
mais  la  grandeur  des  chiffres,  à  partiçdela  virgule.  0,4  <C  o,5i, 
0,7  >  0,54321, parce  que  7>5j  o,oo4  >  0,00078;  o,o9<^o,i  ; 
0,687  >  0,6839.  . 

45.  Voyons  maintenant  ce  que  deviennent  les  règles  de  l'ad^^ 
dition)  la  soustraction/. .,  lorsqu'il  s'agit  de  factions  décimales^ 


y 
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P«ur  ajouter  ou  soustraire,  complétez  les  nombres  de  déc^ 
maies  en  ajoutant  des  zéros  à  la  droite  (n^  44»  ^^*)\  P^^^  faites 

le  calcul  à  l'ordinaire ,  comme  s'il  n'y        r     .      ^ 

j       .       ,  i»  .  1      1  3,02       4^52,791 

avait  pas  de  virgule,  sauf  a  la  placer  au       ^^^o  4^00745 

même  rang  dans  le  résultat.  Observez       Ç»2^  ^»7 

4>"9  0.049 

qu'à  proprement  parler,  les  zéros  qu'on     -^^^  \   4859,54745 

ajoute  sont  inutiles,  et  qu'il- suffit  de 

donner  à* chaque  chiffre  la  place  qui  convient,  eu  égard  à  son 

rang  compté  de  la  virgule. 

Voici  quelques  exemples  de  soustraction. 

57,011         4,8274       .  6,00435         3,842 
48,1  3, 0139         0,17,  1,004554 

8,92  2,8i35  5,83435  2,837446 

46.  Pour  multiplier  les  deux  quantités  43,7  et  3,gi ,  obser- 
vons qu'elles  équivalent  à  ^  et  ^1^.  Le  produit  des  numéra- 
teurs (n^  40  4oit  être  divisé  par  celui  des  dénominateurs, 

pu  ^—2 ai  =  12? — 2==:  ino,867.  Donc,  pour  obtenir  le pro^ 

1000  1000 

duit  de  deux  nombres  décimaux,  il  faut  multiplier  sans  avoir 

égard  à  la  virgule  ,  et  séparer^  adroite  du  produit,  autant  de 

chiffires  décimaux  qu^iljr  en  a  dans,  les  deux  facteurs. 

Voici  divers  autres  exemples  de  multiplication  : 

2,4542  3,7  21,32  0,04 

o,oo53     4»'^     o,iooio3    0,007 
""73626       74        6396    0,00028 
122710       37        il32 

0,01^00726      ii^      ^  *^^  

i5,244       2,13419596 

On  pourrait  exécuter  la  «multiplication^  en  commençant  pai^ 
le  chiffre  de  l'ordre  le  plus  élevé  ;  alors  chacun  des  produits 
partiels  devrait  être  avancé  d'un  rang  vers  la  droite  j  la  pre- 
mière ligne  serait  celle  qu'oh  a  coutume  d'écrire  la  dernière; 
l'avant-demière  deviendrait  la  deuxième,  etc.  C'est  ce  qu'on 
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peut  remarquer   dans  rogéracion  ci- 

eontre  ;  on  a  même  cet  avantage ,  qu'on  ^42^6 

trouve  d'abord  les  chiffres  de  plus  haute        3...    0803575 

valeur  et  leur  ordre ,  ce  qui  suffit  quel-         t'",.  ^?|6ûo5o 

quelbis.  Par  exemple,  le  premier  pro-        j ^^^^ 

duit  ayant  donné  7  chiffres,  et  les  quatre       — ^-'■Y"» — g~ 
autres  multiplicateurs  partiels  jexigeant 

qu'on  recule  les  produits  de  quatre  rangs ,  il  y  aura  en  tout 
/  7  +  4  chiffres  au  produit.   Le  nombre  28  qui  commence  la 
première  ligne  est  donc  suivi  de  9,  chiffres ,  ou  28>suivi  de  9 
zéros.  (P^ojr.  p.  19.)  ■ 

On  peut  donc  arrêter  chaque  multiplication  à  tel  rang  qu'on 
veut,  et  par  conséquent  obtenir  au  produit  tant  de  chiffres 
qu'on  juge  ^  propos.  Par  exemple,  pour  obtenir  le  produit 
15,73432  X  322,1179,  je  déplace  les  virgules  et  je  fais  en 
sorte  que  dans  l'un  des  nombres,  il  n'y  ait  qu'un  seul  chiffre 
entier  :  le  produit  sera  donc  =  1 57 3, 432X3, 221 179,  puisque 
j'aurai  déplacé  la  virgule  d'autant  de  rangs  vers  la  droite  dans 
l'un ,  que  vers  la  gauche  dans  l'autre.  Je  fais  d'abotd  la  multi- 
plication par  l'entier  3,  et  la  place  de 
la  virgule   se  conserve  visiblement  la  ^-j  u* 

même  que  dans  le  multiplicande.  Sup-  3,021179 

posons  qu'on  veuille  quatre  décimales  au        ^?^'^a 2 

produit.  Je  multiplie  par  le  2  des  dixiè-  3i  ,'4686 2 

mes ,  et  je  recule  d'un  rang  à  droite ,  ce  ' '  ,Lf  '.'  * .'  '  1 

qui  me  donne  314)6864.  La  multipli-  'i^i  7 

cation  par  le&  2  des  centièmes ,  ne  doit        5o68  SoSôT 

commencer  qu'au  deuxième  chiffre  (3) 
du  multiplicande ,  dont  on  supprime  le  dernier  chiffre  2  à 
droite,  en  le  marquant  d'un  point.  On  voit  en  effet  que  si  l'on 
voulait  conserver  le  produit  en  totalité,  il  faudrait  encore  le 
reculer  d'un  rang  à  droite ,  et  que  le  produit  4  se  trouvant  dans 
la  colonne  des  cinquièmes  décimales  ,  devrait  ensuite  être  né- 
gligé. Le  facteur  i  des  millièmes  exige  qu'on  supprime  un  se- 
cond chiffre  du  multiplicande,  on  n'a  donc  pas  égard  au  3,  et 


^ 
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le  multiplicande  est  15784  :  pour  le  i  suivant,  il  est  de  même 
1573.  Le  facteur  7  donne  1 1 01  j  le  9,  141  • 

Pour  plus  d'exactitude,  il  est  convenable  d'ajouter  au  pro- 
duit du  premier  chiffre  les  dixaines  contenues  dans  le  produit 
du  chiffre  négligé  à  droite.  Par'  exemple,  pour  le  facteur  7,  le 
multiplicande  est  induit  à  167  ;  mais  à  7  X  7  on  doit  ajouter  2 , 
provenant  du  produit  supprimé  de  7  par  3.  De  même  9  X  iS 
est  «ccru  de  6,  qui  est  la  retenue  du  produit  9X7-  Danâ  notre 
exemple,  le  produit  demandé  est  5o68,3o6,  ainsi  qu'on  peut 
s'en  assurer  en  exécutant  la  multiplication  en  totalité,  et  rédui- 
sant le  résultat  aux  seuls  millièmes.  * 

Voici  un  autre  exemple  où  l'on  a  multiplié  deux  nombres  de 
sept  chiffrc^s  décimaux ,  et  où  l'on  n'a  voulu  conserver  que  sept 
décimales  au  produit.  , 


17,3243527 
3,5428319 

5i,023o58i  produit  par  3 
8,0621764 5  augmenté  de  4 

138594 8 * 

5i97 3 I 

ijfà t o 

i56 ; . . .  9 ...*.•  3 

61,3772693  produit  61,377269 

Lorsque  les  facteurs  ne  sont  qu'apjMrochés,  cette  règle  est 
surtout  utile;  car  le  procédé  général  aurait  l'inconvénient 
d'allonger  le  calcul  pour  donner  au  produit  plus  de  chiffres  qu'il 
ne  faut,  attendu  qu'on  n'y  doit  conserver  au  plus  que  des  par- 
ties décimales  de  même-  ordre  que  dans  les  deux  facteurs  (*), 

{*)  Lorsqu^on  multiplie  deux  nombres  a  et  &,  qui  ne  sont  qu^approchés  , 
les  erreurs  étant  a:  et  ^^  le  vrai  produit  est 

négligeons  syr  qui  est  une  fort  ^petite  quantité.  L^erreur  du  produit  ab  est 
donc  éx-f-nr,  €t  s^affaiblit  quand  l'un  des  facteurs  est  approché  par  défaut  et 
Tautre  par  excès;  car  xetjr  ayant  des  signes  contraires >  la  somme  £>x«f*Af 
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La  dernière  dédmale  qu'on  obtient  par  ce  procédé  est  un  peu 
fautive,  à  cause  de  la  retenue  qui  provient  des  colonnes  négli- 
gées. On  remédié  à  cet  inconvénient  en  calculant  une  figure  dé-* 
dmale ,  outre  celles  qu'on  veut  conserver ,  sauf  à  la  négliger 
ensuite. 

47.  Pour  diviser  des  quantités  accompagnées  de  chiffres  dé- 
cimaux, on  en  complète  le  nombre  (  par  des  zéros  }  pour  qu'elles 
en  aient  autant  Vune  que  l'autre,  et  l'on  supprime  la  vii^ulejpar 
là  le  quotient  reste  le  même,  puisque  le  dividende  et  le  diviseur 
sont  multipliés  par  la  même  puissance  de  10  (ii^  i5,  i**.).  Soit 
8,447  ^  diviàer  par  3,22;  j'écris  3,220,  et  j'ai  8447  ^  diviser 
par  3220,  le  quotient  est  2,  et  le  reste  2007.  Ainsi , 

3,22       0220      I 

49>^  _  491100  Q^  49' QQ  ~  2  +  JgS^ 
20,074   20,074    20074       20074* 


devient  une  dififérence.  Il  convient  donc  de  choisir  des  facteurs  a  et  &  qui 
soient  dans  ce  cas. 

Mais  s^il  en  est  autrement ,  ou  si  Ton  ignore  dans  quel  sens  chaque  nombre 
est  approché,  le  terme  ajr  le  plus  influent  de  Terreur,  s^affiiiblit  quand ^ dé- 
croît, c^est-à-dire  quand  h  est  très  approché.  Ainsi  V erreur  du  produit  oAi  est 
d'autant  moindre  que  le  plus  petit  facteur  b  est  plus  approché,  " 

En  général  or  et  ^  sont  toujours  ^  |  dans  une  multiplication  de  deux  frac- 
tions décimales,  parce  qu'il  faut  supposer  qu'on  a  supprimé  la  virgule  pour 
rendre  entiei^s  les  facteurs  a  et  &,  et  que  si  la  première  décimale  négligée  est 
au  moins  5,  on  a  dû  augmenter  de  1  le  chiffre  des  unités.  Faisons  donc  x=r=^, 
la  limite  de  Terreur  est  ^  (  a  ^  6  )  :  ainsi  il  sera  facile ,  dans  chaque  cas  parti- 
culier ,  de  distinguer  les  chifires  du  {Nroduit  ab  qui  sont  certains ,  de  ceux  qui 
ne  le  sont  pas.  Par  exemple,  53,71  x  i  ,oa=54)784ft  ;  si  les  facteurs  ne  sont 
qu'approchés ,  en  supprimant  la  virgule ,  leur  demi-somme  ayant  4  figures , 
les  4  derniers  chifires  peuvent  être  fautifs  ;  les  4  décimales  du  produit  n'étaient 
donc  pas  utiles  à  trouver ,  puisqu'on  est  incertain  s'ils  sont  exacts.  De  là  ré- 
sulte qu'il  est  avantageux  de  simplifier  le  calcul  de  la  multiplication ,  pourvu 
qu'on  n'altère  que  ces  chiffres  défectueux,  qu'on  serait  d'ailleurs  obligé  de  re~ 
jeter  ensuite.  Dans  l'eiemple  cité  p.  69,  la  demi-somme  des  facteurs  a  9  -chif- 
fres^ et  le  produit  complet  14  décimales  j  il  s'y  a  donc  que  les  5  premières  dé- 
cimales dont  on  soit  sûr  :  on  n'en  doit  chercher  que  6  (ou  7  au  plus) ,  et  en 
négliger  ensuite  une.  Le.produit  est  61,37729. 
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Ce  tte  règle  se  simplifie('^)lorsque  le  diviseur  n'a  pas  de  fractions, 

^  car  on  peut  diviser  à  part  les  entiers  ;    *^      ==  2 , 3 1 1 5.  S'il  y  a 

plus  de  décimales  dans  le  diyidende^que  dans  le  divisenr,  on  est 

ramené'  à  ce  dernier  cas,  en  déplaçant  la  virgule  d'autant  de 

rangs  des  deux  parts,  de  manière  que  le  diviseur  devienne  un 

5  • 

nombre  entier  ;  8,447  •  ^  ><>9=844  >  7  î  9  -  9^  ,8  H — . 

».  9^ 

Des  approximations  et  des  Périodes. 

48.  L'erreur  que  l'on  commet  en  négligeant  le  dernier  chiffre 
d'une  fraction  décimale,  est  d'autant  moindre  que  cette  fraction 
a  plus  de  figures.  Ainsi,  lorsqu'on  prend  0,4,  au  lieu  de  o,43, 
on  fait  une  erreur  de  3  centièmes  ;  elle  n'est  que  de  3  millièmes 
quand  on  pose  0,04, au  lieu  de  o,o43.  Lorsqu'on  se  contente  d« 
deux  ou  trois  décimales,  et  qu'on  néglige  les  autres,  c'est  qu'on 
suppose  qu'il  n'en  résulte  que  des  erreurs  trop  petites  pour  mé- 
riter qu'on  y  ait  égard;  il  est  rare  qu'on  emploie  plus  de  six 
ou  sept  figures  décimales. 

Le  résultat  d.'ùn  calcul  étant  4*837 1 23,  pn  peut  prendre  4*8 
ou  4)83,  on  49837....  pour  valeur  de  cette  quantité;  et 

comme  elle  est^  4>S  ^^  "^  4>9'  ^^  ^^^^  4^^  ^^^  deux  expres- 
sions sont  approchées  à  moins  de  7^,  l'une  par  défaut ,  l'autre 


{*)  La  division  éprouve  une  simplification  ana- 
logue à  celle  de  la  multiplication  :  par  exemple,        ^x^!^'\  \     ^^^^ 
320,31768  à  diviser  par  93,45a5,  si  l'on  ne  veut         ^^^i  8  ^  ^'^^'^ 
que  4  chiffres  décimaux,  après  avoir  trouvé  les  71 01  3 

deux  premiers  chiffres  3,4  à  Tordinaire,  on  sup-  ^  7 

primera  le  dernier  chiffre  5  du  diviseur;  de  là  le 

quotient  partiel  1 ,  et  Ton  aura  à  multiplier  93453  par  2^  et  à  soustraire  de 
257918;  il  restera  71013.  On  supprimera  de  nouveau  un  chiffre  au  diviseur, 
et  Ton  aura  le  quotient  7  et  le  reste  5597,  etc.  On  aura  soin,  chaque  fois  qu'on 
négligera  un  chiffire ,  d'accroître  le  produit  suivant  des  dixaines  que  donnerait 
ce  même  chiffre.  Du  reste,  les  derniers  chiffres  du  quotient  sont  défectueux. 
Tout  cela  s'explique  facilement. 


6a  AUlTHMfiTIQUE. 

par  excès.  De  meinç  4)^^  ^^  4»^  le  sont  à  moins  de  7-5 ,  et 
même  on  préfe'rera  4)849  attendu  que  le  chiffre  suivant  est  7 , 
et  que  4>84i  approche  plus  que  4 ,83 .  En  géne'ral ,  si  le  premier  dçs  - 
chiures  qu'on  supprime  est  5  ou  plus,  on  doit  augmenter  it une 
unité  le  dernier  chiffre  cons^ené, 

49.  Il  arrive  souvent  que  le  résultat  d'uu  calcul  est  une  frac- 
tion irre'ductible  compliquée  ;  on  se  contente  alors  d'une  ap- 
proximation dont  le  degré  dépend  de  la  nature  de  la  question. 
Ainsi,  au  lieu  de  Ijf,  supposons  qu'on  demande  une  autre  frac- 
tion plus  çimple^^et  qui  en  difEëre  de  moins  de  |«  Il  est  clair 
que  si  l'on  connaissait  deux  fractions,  telles  que  f  et  ^ ,  dont 
le  dénominateur  fût  8,  et  dont  les  numérateurs  ne  différassent 
que  de  i ,  elles  rempliraient  l'une  et  l'autre  la  condition  exigée, 
si  ~7  était  compris  entre  elles;  il  s'agit  de  trouver  ces  numéra- 
teurs 5  et  6.  Multipliant  ces  trois  fractions  par  8,  celles  qu'on 
cherché  seront  réduites  à  leurs  numérateurs  inconnus  dont  i 
est  la  différence ,  et  la  proposée ,  qui  devient  8  X  ffr  ^^  ^r^» 
sera  encore  comprise  entre  ces  numérateurs  :  mais,  en  extrayant 
les  entiers,  on  trouve  que  ^~-  est  entre  5  et  6  ;  ce  sont  donc  les 
numérateurs  demandés.  En  effet,  on  vérifie  aisément  que  |  ne 
diffère  de  |~  que  de  y^Jg»  ^^^^  moindre  que  ^.  De  là  cette 
règle  (*)  : 

Multipliez  la  frac  tiçn  proposée  par  le  dénominateur  donné  ; 
l* entier  approché  du  produit  {par  excès  ou  par  défaut)  est  le 
numérateur  demandé.  Pour  approchei:  de  |y  à  moins  de -7,  on 
multiplie  par  11,  et  on  a  ^  ==6  ou  7  en  nombre  entier;  donc 
TT  ^^  TT  sont  les  fractions  cherchées.  Pour  approcher  de  ^  à 
moins  de  | ,  on  a  ^  =  4f  î  or  f  à  moins  de  ^  est  entre  f  et  i  ; 
donc  4  f  £t  5  sont  les  nombres  demandés. 


{*)  Pour  approcher  d^une  fraction  =-  à  moi|is  de  -^  :  il  faut  détermiilfer  x 

b  ^ 

X      it      X  ^**  I 

par  la  conditioil  que  — <7-< ;  multipliant   tout   par  ^,   il    faut    que 

ar<-^  <  jr+  I  ;  c'est-à-dire  que  les  numérateurs  inconnus  de  nos  fractions 
sont  les  quoliens  entiers  x  et  ^+1  y  par  défaut  et  par  excès,  de  atf  divisé  par  h 
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Appliquons  cette  règle  aiix  fractions  décimâtes.  Proposons.- 
nous  d'approcher  de  f  à  moins  de  7~  ;  et  multiplions  |  par  lo, 
il  Tiendra  ^^  qui  est  entre  5  et  6  ;  donc  ofi  et  o,6  sont  les  frac- 
tions demandées.  Pour  approcher  à  moins  de  o,o i ,  il  £siut  mul*- 
tiplier  par  loo,  et  on  a  4^,  entre  57  et  58  ;  donc ,  0,67  et  o,58 
ne  diffèrent  pas  de  0,0 1  def.  En  général,  divisez  le  numérateur 
par  le  dénominateur,  et  ajoutez  au  reste  de  chaque  division  un 
zérOfjusquà  ce  que  vous  ajrez  obtenu  au  quotient  un  chijffrede 
tordre  de  P approximation  demandée. 

Ainsi  ^  soumis  à  cette  méthode  d'approximation,  donne  3,5 
ou  3^57,  ou  3,571,  ou  3^6714» .  •  •  .suivant  qu'on  veut  que  la 
valeur  soit  approchée  à  moins  de  •—,  —^  tts^»  •  •  *  I^«  même 
"^iè^i  après  avoir  donné  le  quotient  entier  407,  en  continuant 
la  division  à  l'aide  d'un  zéro  placé  après  chaque  reste ,  donne 
407,389.  • .  • 

5o.  Lorsque  après  avoir  ajouté  un  nombre  suffisant  de  zéros, 
la  division  amène  le  reste  céro,  la  fraction  est  exprimée  exacte- 
ment en  décimales.  On  a  exactement  ^  =0, 5,  1=^0,75, 
I  =o,6îi5,  •54=o>65.  Il  est  aisé  de  prévoir  dans  quel  cas  cela 
arrivera;  cat  la- division  ne  pouvant  s^effectuer  qu'après  avoir 

multiplié  le  numérateur  par  10,  100,  1000 il  faut ,  si 

la  fraction  est  irréductible,  que  cette  puissance  de  10  soit  divi- 
sible par  te  dénominateur  (n**  a5,  4**-  )»  ^^  <ï^*  suppose  qu'il 
n'a  d'autres  diviseurs  premiers  que  1  et  5,  et  que  le  plus  haut 
exposant  de  2  et  5  est  la  puissance  de  10  qu'on  einploie  ('*). 
Donc.,  pour  qu^une  fraction  irréductible  puisse  être  conifertie 
exactement  en  décimales,  il  est  nécessaire  ,et  il  suffit  que  le 
dénominateur  ne  contienne  que  des  puissances  de  7,  et  dé  S  y 
-quel  que  soit  d'ailleurs  le  numérateur;  le  nombre  de  Jigures 
décimales  est  égal  à  la  plus  haute  puissance  de  7.  et  de  S, 

{*)  La  forme  générale  des  fractions  réductibles  exactement  en  décimales  est 

a  '■ 

-^ =^,  le  nombre  des  figures  est  le  plus  grand  des  deux  exposans  metn;  et 

si  Tun  surpasse  Tautrede  k,  la  partie  décimale  est  a  ^  .5^,  ou  «  x  st^»  selon 
que  m  est  ^  ou  <^  n  ;  si  m=  n ,  la  partie  décimale  est  a. 


I 
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Si  ce  dénommateur  est  a'x  5*  ou  200 ,  il  y  a  3  Sgures;  par 
exemple,  ^  =  0,735 

5i.  Dans  tout  autre  cas  ,  une  fraction  ne  peut  être  exprimée 
en  décimales  que  par  approximation  ;  mais,  comme  les  restes 
des  divisions  suixessives  sont  nécessairement  moiudces  que  le 
diviseur,  et  que  le  nombre  de  ces 'restes  est  indéfini,  on  ne  tarde 
pas  à  retrouver  Tun  d'entre  eux.  On  a  alors  une  seconde  fois  le 
même  dividende,  qui  conduit  au  quotient  et  au  reste  subséquent 
qu'on  a  obtenus  alors ,  et  ainsi  de  suite..  On  retrouve  dolic  au 
qnaûeiitpériodîquement  les  mêmes  chiffres  dansle  même  ordre; 
et  puisque  cette  période  s'établit  lorsqu'on  retrouve  le  même 
reste,  et  que  ces  restes  sont  moindres  que  le  dénominateur,  la 
quotité  de  restes  différens  qu'on  peut  trouver,  est  au  plus  ce  di- 
viseur moins  un;  donc  la  période  est  composée  de  moins  dechi/^ 
fres  que  le  dénominateur  rCa  d'unités.  Nous  indiquerons  à  l'a- 
venir la  période ,  en  la  plaçant  entre  deux  crochets. 

Par  exemple ,  f  =  0,666. . .  =  o,[6]  ;  -^  =  0,27  27  27 . , . 
=  o>[27l;  rrr  =  o,[342]. . .  f  =o,[57i4283...|=o,83333. . . 
=  o>8[3]  ;  •—=  o,58[3] ....  :  la  période  est  tantôt  de  i,  tantôt 
de  2,  de  3 . . .  chiffres  ;  là  elle  commence  dès  la  virgule  ;  ici  elle, 
ne  prend  qu'un ,  deux ....  rangs  au-delà. 

52.  Si  le  dénominateur  n'a  ni  2,  ni  5  pour  facteur j  lapé^ 
riode  commencera  dès  la  virgule.  Car  en  réduisant  j  en  frac- 
tion décimale ,  supposons  que  les  restes  5  et  2 ,  donnant  les 
dividendes  5o  et  20,  aient  pu  conduire  à  deux  restes  égaux  ; 
ia  différence  5o-- 20  serait  divisible  par  7  (p.  21  ),  ce  qui  est 
impossible ,  puisque  les  restes  5  et  2  sont  <[  7 ,  et  que  7  n'a  2^ 
ni  5  pour  facteurs.  Ainsi  deux  restes  inégaux  5  et  2  ne  peuvent 
donner  le  même  reste,  et  si  l'on  obtient  deux  restes  égaux ^ 
les  restes  précédens  l'étaient  eux-mêmes  ;  et  ainsi  eu  remon- 
tant jusqu'au  1*'  reste  3  (*). 


('*')  Pour  réduire  une  fraction  j-  en  décimales ,  il  faut  ajouter  un  zéro  près 

de  chaque  reste  :  admettons  que  loD  et  lojy  soient  deux  dividendes  partiels 
conduisant  au  même  reste  r  ^  les  quotiens  étant  ^  et  q%  on  a 


s   . 
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Mais  il  le  dénominaleur  de  la  fraction  a  pour  facteurs  des 
puissances  de  net  de  S,  avec  d  autres  nombres  ,  la  période  est 
précédée  ajoutant  de  chiffires  qu*iljr  a  d unités  dans  rexposani 
teptus  élevé  de  ^  et  de  5.  €ar  soit  proposée  la  fraction  -^^ 
omiJBie  têfl  a:^  2*.5. 7,  si  Von  multiplie  par  100,  on  a 

83      '5x83      4i5      ^2      -      r  o^     /, 

^^  ><T7;:= — ;;; — =—=59^=^»  i^^i^^h  <îctte 

ii|.o       '    ^/  7  7 

période  Commence  dès  la  virgule  r  donc,  en  divisant  par  xoo, 

83 
-7~  =  o,5^a857 14}  dont  la  partie  périodique  est  précédée  de 

deux  figures. 

Supp^ons  qu'une  fraction  ;  telle  que  \  z=z  o,  [7 1  ^tlSS]  /ait  à  sa 
période  le  plus  grand  nombre  possible  de  chiffres ,  c'est  à-dire 
autant  qu^il  y  a  d^unités  dans  son  dénominateur  moins  i .  On  a 
dû  obtenir  dans  les  divisions  successives  tous  les  restes  i ,  2 , 3,... 
j.usqu'à6,  mais  dans  un  autre  ordre  :  si  donc  on  veut  réduire  ^ 
en  décimales  y  il  est  inutilç  de  recommencer  le  calcul;  il  suffit 
de  le  reprendre  à  Tendroit  où  Ton  a  obtenu  le  reste  3,  et  de 
faire  commencer  la  période  au  terme  qu'on  a  déduit  de  ^^ 
qui  est  4  ;  on  a  de  suite  j  =  [42857 1].  On  voit  qu'on  a  seule- 
ment rejeté  à  la  fin  les  deux  premiers  chiffres  7 1  de  la  première 
période.  De  même  -^  =  o,[o5263i 57894736842 1] ,  et  pour 
7^  on  rejettera  les  trois  premiers  chiffres  o52  à  la  fin ,  et  l'on 
aura  [63 1 . .  .2io52].  G*est  ce  qui  se  voit  aisément ,  en  corn- 


4'où  retranchant  10  (  D — jy  )«=■&(  ^—7'  )• 

Or,  si  h  n\  pour  facteur  ni  2  ni  5 ,  10  et  h  sont  premiers  entre  eux  ;  y — /  est 
<  10,  puisque  chaque  quotient  partiel  n^a  qu^un  chiffre  ;  le  second  membre 
ne  peut  donc  être  un  multiple  de  10,  ce  qui  démontre  que  cette  équation  ne 
peut  subsister  que  par  9  —  ^'=^Oj  d^où  D=:J/  :  c'est-à-dire  que  le  même  r 
ne  se  reproduit  qu'autant  que  le  dividende  partiel  est  lui-même  revenu  f 
donc  f  fait  partie  de  la  période ,  puisqu'elle  s'annonce  au  retour  de  l'un  des 
restes  déjà  obtenus.  Et  comme  le  reste  D  doit  aussi  provenir  d'un  dividende 
<iui  a  d^à  été  employé,  il  s'ensuit  qu'il  faut  remonter  au  premier  dividende 
»y  ponp trouver  l'origine  de  la  période,  laquelle  comn^ence  par  conséquent 
dès  la  virgule.     . 

I,  5  ^ 
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flÉsnçwitleicakid  pour  H^  (tuisqu'opt  U^vlym  que  les  pr«ini6i^s 

On  peut  hife  le  mém^  chose,  tolBcpie  la  fr^tiou  propofëe 
p^a  pus  auUbl  de  «chiffres  ^u^  d'unités  dftpa  le  dépomî^uiteuir 
moins  i  C^^  pourvu  queleuumerateittr  de  la  deu3Ûèifû<i fr^i^UQu 
soit  un  des  restes  obtenus  pour  la  première.  Aiwi  -^y  35ao,[o37]; 
pour  1^  oti  a  o^  P'jo];  pour  if  on  o,  [^oî];' parce  que  iô 
est  le  premier  reste,  et  19  le  deuxième  dans  la  division  de  i 
par  ^7.  Pour  -^ ,  il  suffit  de  doubler  les  quotiens  et  les  restes  : 
ainsi, ^=10,(074), if=o,(94o),4f  ou  piutMii« 0,(407), 
On  obtient,  de  même ,  en  multipliant  par  5 ,  -^  =  0  ,  (  i85), 
|i=o,.(85i),^=o,(5i8}. 

Voici  diverses  pe'riodes  dans  le  cas  où  le  numérateur  est  i  ;  on 
y  a  inscrit,  pour  chaque  chiffre  de  la  période ,  le  reste  qui  Ta 
donné ,  afin  d'en  pouvoir  tirer  les  périodes ,  quand  le  numéra-* 
teur  n'est  pas  1 . 

.  i=o,[33,   V   ^=0. [14^8573.        Vr=o,[o9] 

Beste....     t  13264^  >  i^ 

T%=o,[o  76923], 
Restes....   i  10  9  12   3  4 

-p-.T=o,  [0588235294»    ï    7^47}- 
Kestes,...   i  10  i5  14    4    ^    9    ^'67    a    3   i3  11    8  12. 

-5L.  — o,[o     2     7)       ^=o,[o     2439]. 
Restes....   i     10   26  1     10    18    1637. 

Réduisons  en  décimales  une  fraction  dont  le  numérateur 
soit  T,  et  supposons  qu'ion  obtienne  un  teste  égal  au  dénomi^ 
nateur  moins  un;  par  exemple,  73,  après  trois  divisions |< 
donne  le  quotient  0,076  et  le  reste  12.  Pour  continuer  Topé- 

ration ,  il  faut  réduire  en  décimales  -7:  -  ou  — =--  =  1 s  j 

i3  i3  f3' 

»         "        ■    ■  "■■ I    "  I       t    ■         I       I  I    .      [  ■     M       ,i    ■»..,         il  -1      iihi 

{*)  On  remarque  que,  lorsque  le  diviseur  est  im  nombre  premier,  si  la  pé- 
riode n'^a  pas  autant  de  chiffres  que  ce  nombre  a  d^unites  moins  i,  du  moins 
elle  en  a  une  quotité ,  qui  est  facteur  {partie  aliquote)  de  cette  différence. 

Aisfist  -^  n^a  qve  OchiffreA  à  la  période  ;  mais  Q  est  facteur  de  i3«*-*f .  (  For- 1* 

note  page  4^;  ^^  VAriih.  compl»  deMrBcrthevin.} 


PÉ1UO0BS   DÉClMilLES.  67 

il  faut  donc  retrancher  de  i  la  purtie  ,^76  déjà  'obtenue  an 
quotient  y  c'est-à-dire  prendre  les  complétoena  de  tous  ses 
chiffres  à  9,  savoir,  928  ;  en  sorte  que  ^  =  o, [076923}.  La  pé- 
riode est  alors  accomplie  ;  car  puisque  i3*^  divisé  par  i3  a  donné 
le  reste  12,  en  ajoutant  1,10^+1  doit  donner  le  reste  i3,  ou 

plutôt  ïéro,  5 —  =  entier  :  multipliant  par  10^— i,  on 

1 0^  •— "  1  10^ 

trouve  que  5 —  =  entier,  c'est-à-dii*€  que  —    donne  le 

reste  i  $  la  période  a  donc  6  termes. 

Ce  qu'on  vient  de  dire  s'applique  toujours  au  cas  où  la  pé*- 
riode  est  composée  d'autant  de  chiffres  qu'il  y  a  d'unités  dans 
le  dénominateur  moins  un ,  car  on  est  sûr  d'obtenir  (  dans  un 
ordre  différent)  tous  les  restes  i ,  2,  3,  4)  •  ••  ^^  P^^*  conséquent 
le  dénominateur  moins,  un  :  le  nombre  des  divisions  qui  don- 
nent la  période  est  réduit  à  moitié.  Ainsi  pour  ^  ,  neuf  divi- 
sions donnent  le  quotient  o,o5263i578  et  le  reste  18;  prenant 
donc  les  complémens  à  9,  on  joint  à  la  suite  le  nombre 
947368421,  et  on  a  -j^  =  o, [052631578947 36842 0»  Pour  ^ 
on  a  0,01 36  et  le  reste  72,  donc  yj  =  o, [01 369863]. 

JjC  procédé  suivant  permet  de  prolonger  rapidement  la  par- 
tie décin^ale  obtenue,  par  quelques  divisions  initiales.  Pour  7^ 
on  trouve  o,o5263  avec  le  reste  3,  et  il  reste  à  développer-^ 
oju  3  X  Ts  >  ^^  multipliera  donc  par  3  le  quotient  trouvé  et  on 
écrira  ce  produit  à  la  suite  ;  savoir  15789;  alors  le  reste  eçtg, 
et  il  faut  multiplier  par  9  le  quotient  total,  ou  plutôt  par  3  le 
nroduit  précédept.  et  ainsi  de  suite.  On  donne  au  calcul  la 
^qKJisiLion  suivante: 

^  =  «,  o5a63  ' 

15789 
\     -  47367 

I  4^1 01  .. 

4  a63... 
■^  =  o,(o5ii6î  15789  47368  4ai)o5"5B. . . 

Chaque  produit  par  3  ajoute  cinq  figures  au  résultat ,  et  quand 
ce  produit  a  6  chiffres ,  le  6^  â'ajoute  aux  unités  du  produit 

5.. 


\ 
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priécédent.  On  trouve  de  même 

^  =  0,0140845  avec  le  reste  5 

pïodoit  par  5. . . . .  0704225 

3521 125 

I  7605625 
8  8028125. . . 

^  =  0,0140845  0704225  35a  1 11^6.7605633  8oa8i25... 

53.  Il  est  facile  de  remonter  d'une  fraction  décimale  à  sa  gë^  * 
iiëratricé.  i**.  Si  cette  fraction  est  finie,  comiiie  0,75,  on  l'écrira 
sous  la  forme  -^  y  qu'il  s'agira  ensuite  de  réduire  (n^  38^  3^)  à 
la  plus  simple  expression  |. 

2®.  Si  la  fraction  décimale  n*est  qu'approchée ,  et  qu'on  n'en 
connaisse  pas  là  période  en  totalité ,  le  problème  admet  une  in- 
finité de  solutions.  C'est  ainsi  qûe6,75;6,756,o,755;o,75i2,  etc., 
répondent  aux  fractions  \ ,  ^ ,  ^ ,  etc. ,  qui ,  réduites  eii  dé- 
cimales, ont  0,75  pour  premiers  chiffres. 

^  3®.  Mais  si  la  période  est  connue,  et  qu'elle  Commencé  dès 
la  virgule,  comme  pour  0,666 0,2717...  etc.,..;  on  ob- 
servera que  |,  •^,  9§9J-»»«  réduites  en  décimales,  donnent 
o,  [1],  o,  [01],  ô,  [ooi]...  On  peut  donc,  par  exemple,  régar- 
der o,  (27)  comme  le  pi'oduit  par  27  de  o^  [01]  ou-^;  ainsi 
©,[27]  =7g  01*  TT-  I^fi  même,  o,[6]  est  le  produit  par  6  de 
o,[i]  ou  ^  ;  ainsi  o,[6]  =  |  ou  |.  Donc^  poùt  retnoàter  et  une 
fraction  décimale  périodique  à  là  fraction  génératrice ,  il  faut 
diifiser  la  période  par  le  nombre  fonné  d'autant  de  ^  successifs 
^ûe  la  période  a  de  chiffres. 

On  trouvera  ainsi  que  o,[342]  =  f||  ==  rrï\  ô, [5714^8] 

"^999999  7>">L""^"J  9S9 m* 

'  4**.  Si  la  période  ne  commence  pas  dès  la  virgule ,  on  trans- 
p<5rtera  la  virgule  à  l'origine  de  la  période ,  et  on  cherchera  la 
fraction  qui  est  égale  à  toute  la  partie  périodique  :  réunissant 
cette  fraction  à  l'entier,. on  en  formera  une  fraction  à  deux 
termes  dont  on  multipliera  le  dénominateur  par  une  puissance 
de  10  marquée  par  la  quotité  des  .figures  de  la  partie  non  pé- 
riodique. Ainsi,  pour  o,5333...,  je  multiplie  par  10,  et  j'ai 
5,333..'.  =  5  y  =  -^;  divisant  par  10,  il  vient  o,5333..*=:'|^ 
i=f^.  Pouro,88[5i3],  on  prend  88,(5i3]  =88^  =  4HJi 

divisant  par  100 ,   on  trouve  o,^8[5ï3]  =  ff^^o  =  ttÎ 
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Des  Nombres  coiwre^tset  complexes. 

54*  Jusqu'ici  les  nombres  que  nous  avons  introduits  dans  no^ 
calculs  sont  abstraits ,  c'est-à-dire  que  Tunité  n'a  pas  été  définie. 
Hais  ces  nombres  ne  peuvent  faire  acquérir  la  notion  de  la  gran- 
deur des  objets  que  quandl'unité  est  connue.  Par  le  nombre  24 y 
on  marque  bien  que  la  grandeur  à  mesurer  est  formée  de  24  fois 
l'unité'  :  mais  lorsqu'on  dit ,  par  exemple  ^  que  le  jour  est  com 
posé  de  24  heures,  on  énonce,  1®.  que  l'unité  de  temps  est  la 
durée  d'u/ie  heure;  1**.  que  24  de  ces  unités  durent  autant  qu'us 
jour.  Ces  sortes  de  nombres ,  composés  d'une  unité  particulière, 
qu'on  répète  autant  de  fois  que  l'indique  une  quantité  abstraite,, 
^ont  ce  qu'on  nomme  des  Nombres  concrets  :  ce  sont  de  véri- 
tables produits,  dont  le  multiplicande  est  l'unité,  et  le  mul- 
tiplicateur un  nombre  abstrait  :  l'énoncé  24  francs  retient  à  24 
fois  un  franc. 

Nous  devons,  avant  tout,  faire  connaître  les  dénominations 
qui  servent  à  désigner  les  diverses  unités. 

1^.  L'unité  de  longueur  se  nomme  Mètre  ;  c'est  la  dix-;millia-< 
nième  partie  de  l'arc  du  méridien  de  Paris',  qui  s'étend  du 
pôle  à  Véquateur. 

2<'.  Un  carré  dont  le  côté  a  10  mètres  est  l'uiMté  de  surface  ; 
on  le  nomme  Are, 

3®.,  Le  cube  qui  a  pour  côté  la  dixième  partie  du  mètre  est 
l'unité  de  volume  ;  c'est  le  Litre.  On  se  sert  aussi  du  mètrç  cube, 
ou  stère ,  pour  mesurer  le  bois  de  chauifage. 

4^-  ^^  poids  d'un  cube  d'eau  qui  a  pour  côté  le  centième  du 
mètre  est  l'unité  de  poids  ;  c'est  le  Gramme.  Comme  le  poids 
d'un  volume  croît  avec  la  densité ,  il  faut  ajouter  que  l'eau  doit 
être  pure ,  et  au  maximum  de  densité ,  qui  est  vers  4  degrés 
du  thermomètre  centigrade. 

5^  L'or  et  l'argent  monnayés  doivent  contenir  -^  d'â^lliage ,. 
c'est-à-dire  être  à  0,9  défini  L'unité  monétaire  est  le  Franc, 
pièce  d'argent  du  poids  de  5  grammes. 

Iklais  ces  unités  sont,  pour  divers  usages,  ou  trop  grandes,  o^ 
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trop  petites  :  par  exemple ,  la  distance  de  deux  villes  etrépais- 
seur  d'uA  livre ,  exprinrces  eii  hiëtres ,  selraieht  <i'ùtie  part  un 
trop  grand  nombre ,  et  de  l'autre  une  fraction  gênante  :  ojti  a 
réuni  plusieurs  de  nos  unités  de  cliaque  espèce  en  une  seule  ^ur 
mesurer  les  grandeurs  considérables,  et  sous-divisé  cliacune  en 
parties  propres  à  mesurer  les  petites  quantités.  Xa  longueur  de 
dix  mètres  forme  le  Décamktre  ;  la,  capacité  de  dix  Utres,  1^ 
Décalitre  ;  le  poids  de  dix  grammes ,  le  Décagramme,  çtç.  La 
longfueùr  de  cent  mètres  est  Vffectpmèlrej^  le  volùi,ne'4!S  cent 
litres ,  Vîiéâtolitre  ;  cent  gram.iiiçs ,  YHectogramme  y  cent  ares, 
^Hectare,  etc.  ;  mille  mètres  font  \^  Kilomètre  ;  milU  litres, le 
'Aifo///re/ mille  grammes,  le  Kilogramme  ^  etc.  ;  dix  mUlé  mè- 
tres valent  un  Mjrriamètre,  etc. ,  ces  nouvelles  uni tési  devenant 
ainsi  de  dix  en  dix  fols  plus  grandes. 

On  partage  de  même  le  mètre,  le  litre,. . . .  en  dix  parties  ; 
on  nomme  Décimètre,  le  dixième  du  mètre  ;.  Décilitre,  le  dixième 
du  litre;  Décime,  le  dixièro,e  Ai\  jEranc,  etc.  Cliàcùn  de  ces 
dixièmes  se  partage  de  même  en  dix  ;  le  (Centimètre  est  le  cen  - 
tième  du  mètre;  le  Centime ,  Iç  cçntièi;ne  dU  franc....  ;  le  Mil^ 
'  Umhlre  est  le  millième  du  mètre,  etc.. 

Ainsi ,  en  se  réglant  toujours  sur  l'ordre  décimal ,  la  nomen- 
clature s'est  trouvée  comprise  dans  nos  six  noms  d'unités  princi- 
pales, de  van  t  lesquels  on  place  des  additifs  empruntés  à  la  langue 
grecque  pour  désigner  des  mesures  de  dix  en  dix  fois  plu$ 
grandes  :  déca,  dix  ;  hecto,  cent;  kilo,  mille;  mjriày  dix  mille; 
el  les  adjectifs  dérivés  du  latin  :  deci,  dix  ;  çenti,  cent;  milli, 
mille,  pour  indiquer  des  unités  de  dix  en  dix  fois  plus  petites. 
Par  exemple,  un  kilogramme  vaut  mille  grammes  ;  un  centi- 
hiètre,  le  centième  du  mètre,  etc.  De  même  3827,5  grammes 
valent 3 kilogrammes,  Shectogrammes,  2  décagrammes,  7  gram- 
meÎB  et  5  décigrammes  ;  où ,  siFon  veut, 3 8,275 hectogrammes, 
ou  3,8275  kilogrammes.  On  énonce  ces  grandeurs  de  la  manière 
accoutumée  aux  fractions  décimales;  la  seconde ,  par  exemple^ 
Se  lit  ainsi  :  38  h^Tctogramnies  et  ~^^. 

Il  s'en  faut  de  beaucoup  qu'on  ait  besoin  de  toutes  les  espèces 
d'unités  comprises  dans  cette  exposition;  mais  on  rejette  celles. 


r- 
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qninWt  pàtd%i^ag«.  Nous  dirons  doue  qatle  mktre  êêtlàdix^ 
mîHiort&niepattiede  Varû  du  méridien  qutt>a  dupSlé  à  Fé^uû' 
teur;  Fùte  est  le  décatttbtre  carré;  le  titre,  un  décimètre  cube;  le 
stkre,  uà  métré  cube  /  le  gramme  est  le  poids  éfun  ceniimhtre 
cubé  étéau  distillée  au  mààtimum  de  densité)  lefrant  est  le 
poiéb  de  3  grammes  d^ argent  à  -^  de  fin  (^).  La  coiiGeptiOit 
dm^le  et  grande  qui  a  donné  naissance  à  ce  système  repose  sur 
cette  Idée ,  cpi*il  faut  prendre  dans  la  nature  un  terme  invariable, 
le  mètre,  et  dAIuire  ensuite  de  cette  mesure  toutes  tes  autres  s 
si  quelque  catastrophe  Tenait  à  détruire  tous  nos  étalons',  ils  se* 
raient  faciles  à  retrouver. 

Cet  admirable  système  a  rencontré  une  opposition  devant  la- 
qitellè  on  a  cru  devoir  fléchir  ;  on  permit  l'usage  des  anciens 
noms  s  ainsi  on  traduit  le  mot  hectare  par  aipent ,  décalitre  par 
vélte ,  litre  par  pinte ,  hectolitre  par  septier  ;  décalitre  par  bois* 
seau  y  kilogramme  par  livre ,  etc.  Ce  ne  fut  pas  une  idée  heu- 
reuse que  dé  céder  aii^gi  sur  la  nomenclature  ;  ce  ne  sont  pas  les 
noms  dont  ï'usage  est  gênant;  c'est  une  habitude ,  contractée  dès 
l'enfance,  qui  a  mis  nos  besoins  en  relation  avec  des  mesures 
qu'^l  faut  changer.  Ainsi  Ton  ne  remédia  qu'à  un  mal  iniagi-. 
naire^  et  l'opposition  demeura  dans  toute  sa  force. 

55.  Le  plus  bel  éloge  qu'on  puisse  faire  des  nouvelles  mesiU:es 
est  l'exposition  des  anciennes.  Nous  présentons  ici  le  tabiea«  de 

(*)  Les  pièces  de  5  isancs  pèsent  a5  grammes;  4  <^Ç  ces  pièce»  pèsent  un  heo- 
tpgramme^  loo  francs  pèsent  un  demi4^ilo|^mme.  On  accorde,  sur  le  poida  et 
le  titr&des  pièces  de  5  francs,  une  tolérance  de  o,oo3  en  plus  et  en  moins,  l^e 
lLilo|ppamme  d'argent  pur  vaut  enyirpn  txi  francs.  Les  pièces  de  5  francs  on^ 
37  millimètres  de  largeur  diamétral^;  vj  de  ces  pièces ,  placées  sur  une  mèmç 
ligne,  bou^  à  bout,  4onn^t  la  longueur  du  mètre;  S  pièces  forment  à(peu 
près  3  décimètres. 

Lés  pièce*  dé 40 fr.  jf^èsent  ia,go3i«giiAmmes;  cdlé»deaofr.,  6,4^161  gitmt- 
mes^  ou  i5$  pièces  d9  !>o  francs  pèsent  un  kilogramme,  valant  3iQo  francs» 
On  accorde  une  tolérance  de  0,002  sur  le- titre  et  sur  le  poids,  soit  en  plus,. 
ÉiAt  en  moins.  34  piêées  de  ao  fr.  et  1  (  de  40  fr. ,  placées  bout  à  bout  sur  «ne 
ligne,  forment  la  longueur  du  mètre.  Le  kilogramme  d'or  pur  vaut  enviroa. 
3444  t'r.  La  valeur  de  Tor  monnayé  est  i5  fois  et  demie  celle  de  Targent. 
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celles  qfà  ëlaieut  en  lu^e  à  Paris  ;  w^  elles  ch^oi^ient  ayec 
les  provinces ,  et  même  avec  les  villes  d'^n  même  État  (^). 

L'onité  de  longueur  se  nommi^t  Toùe;  elle  se  divisait  en 
6  Pieds,  chacun  de  12  Pouces,  et  chaque  pouc^  de  12  Lignes. 

L'unité  de  poids  était  la  Livr^  Ih,  partagée  ep  i6(  Onces^  %  « 
chacune  4e  8  Grçs  ou  Dragmes  3 ,  divisés  chacun  en  72 
Grains  gr,  ou  en  3  Scrupules  ^  (  de  24  grains).  La  livre  éVs^iX, 
encore  partagée  en  2  Marcs,  de  3  onces  chacun,  etc.  L,e  signe  fi. 
désigne  une  dçmie  ;  ainsi  S  Hfi  veut  dire  2  gros  ^t  demi* 

La  livre^monn^e,  ditç  Tournois ,^  était  composée  de  2q  Sous,, 
chacun  de  12  Deniers, 

L'unité  pour  peser  les  diam^àns.  était  Iç  Kar^t,  ppid^s  dç  3,876. 
grains  poids  de  marc ,  ou  2  décigrammes;  il  se  diyise  en  4 
grains  (**). 

Le  Jour  se  partage  en  24  Heures,  rhei;ire  en  60.  Minm0s\ 
chacune  de  6p  Secondes" . .  ' . 

Les  étoffes  étaient  mesi^rées  avec  une  longueur  nomméç 
Awie,  d'environ  44  pouces  ( 43''*,9028  =  43''**  10",  8333). 

"■-  ...  I  .  ■■        .  ■  ■        ■       ■■-  ■■-■■_■■■■  _  ■  ^,^  I   .      y, 

(*)  Ces  irrégnlarités  tiennent,  soit  ajux  besoinQ^  soit  aux  usagea  des  pays. 
Tantôt  on  préférait  la  sous-division  par  la,  tantôt  par  ao  :  on  cl^oisissait  des 
mesures  en  relation  ici  avec  les  travaux  de  Tagriculture ,  là  avec  les  consom- 
mations. Par  exemple ,  le  boisseau  ras  de  blé  en  grain  pesait  ao  ib  ;  un  septier 
de  farine  pesait  aao  &)  etc.  ;  la  liyre  de  Lymi  avait  14  onces  ;  ailleurs  elle  nVa 
contenait  que  la ,  etc. 

En  &isant  disparaître  toutes  ces  variations ,  le  nouveau  système  a  rendu  un 
service  incontestable  aux  hommes  ;  mais  il  a  malheureusement  Pinconvénient 
de  ne  pas  étire  devenu ,  par  Pusage ,  en  relation  avec  nos  besoins. 

(**)  La  valeur  d'un  diamant  dépend  de  son  poids ,  de  sa  taille ,  de  sa  fi^fure, 
de  son  eau  (  son  éclat  et  sa  transparence). . .  Pour  Pévahier,  diaprés  la  règle 
de  Jefferies,  on  exprime  d^abord  le  prix  du  poids  d^un  karat,  et  Pon  multiplie 
ce  prix  par  le  carré  du  nombre  de  karats.  Par  exemple ,  si  le  karat  vaut 

5o  francs ,  un  diamant  de  i33  karats  vaut  5o  x  (iSS)*,  ou  884  4^  francs.  Lé 

3 

Pitre,  diamant  de  la  couronne,  du  poids  de  i36  karats  7,  fut  payé  3  mîl- 

4  ■         . 

lions  et  demi,  ce  qui  revient  à  i34  francs  le  premier  karat.  Le  Sançy,  autre 

diamant  de  la  couronne ,  pèseSi;-  karats.  Au  re^te,  la  règle  de  Tefferies  ne 

subsiste  que  jusqu^^  un  certain  poids ,  passé  lequel  le  diamant  n^a  qu^un  prix 
d'affection.  \ 
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Le  Bûisseau,  capacité  de  655,78  pouces  cubes ,  conteuait  1 6 
litrons  (de  4<>>986  pouces  cubes  chaque).  Le  Septier  valait 
1  a  boisseaux,  e'est-à-dire^  7869,36  pouces  cubes;  la  ilftne,  6 
boisseaux;  le  Mînoi,  3;  leMuid,  144»  c'est-à-dire  12  sep- 
tiers.    * 

La  Pinte,  qUi ,  selon  l'ordonnance  des  Écfaevins ,  devait  con- 
tenir 48  pouces  cubes,  n'en  avait  réellement  que  ^6ygS.  La 
^elte  valait  8  pintes  ;  le  Muid  288  ;  il  se  divisait  en  a  FeuiUeites 
ou  4  Quartauis.  Le  Tonneau  valait  2  muids  on  576  pintes.  A 
Bordeaux ,  le  tonneau  contenait  3  muids  ou  864  pintes;  la 
Queue  d'Orléans  valait  43^  pintes. 

Récapitulons  les  mesures  ci--dessus  énoncées. 


Toise.    Pieds.    Pouces.    Lignes. 
I    =c=     6    =    7a    =    «4 

1      =      13     =      144 

1      =         12 


Jour.    Heures.    Minutes.    Secondes. 
I    =    34    =    1440    =    S6400 
I    =s       00    =      3ooo 
I    =         60 


Livre.      Marcs.      Onces.      Gros.      Scrupules.      Grains. 

I      =      a      =    16    =    128    =      384  =  9a»6 

I      =      S    =     64    =      19a  =  4608 

I    =       g    =       34  =      576 

I    =         3  =       72     . 

I  =       24 

Livre.    Sens.    Deniers. 
I    =  20  =s    240 
I  =      12 


Muid.    Septiers.    Boisseaux.    Litrons. 
1    ^      12      =:      144     =    33o4 
1      =        12      =      192 
I      =        16 


Quant  aux  rapports  entre  les  anciennes  et  les  nouvelles  me- 
sures, voyez  à  la  fin  de  l'Arithmétique. 

11  nous  reste  à  parler  des  moyens  de  faire  les  quatre  règles 
sur  des  nombres  complexes  :  on  nomme  ainsi  ceux  qui  sont 
formés  d'unités  principales  et  de  sous^ivisions.  Nous  n'avons 
rien  à  dire  pour  les  nouvelles  mesures  qui ,  n'admettant  que 
des  fractions  décimales,  rentrent  dans  ce  qu'on  a  enseigné 
(n«*  45,  46  et  47). 

56.  Pour  ajouter  ou  soustraire  les  quantités  complexes,  on 
écrit)  aii-dessus  les  unes  des  autres,  les  parties  qui  ont  une 
même  dénomination,  et  l'on  opère  successivement  sur  chacune  f 
en  commençant  par  les  plus  petites.  Si  la  somme  d'une  cplonne 
surpasse  le  nombre  d'unitéé  nécessaires  pour  former  une  ou 
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plusieurs  unités  de.l'ordre  supérieur ,  on  les  relient,  et  Votf  ne 
fM>se  que  Fexcédànt. 


Exemples  d'addition 
Toises.    Pieds.    Pouces. 

i54        3  .       7 

a3        a  '       8 

i32       5       lo 

o       af         7 

i  : 
Lignes. 

9k 

3  1 
I 

Mares.    Onces 

i5       » 

ai7        7 
41       6 

280              0 

Tonrs.  Heures,  itâ 
2          10 

5      9 

0            21 

.    Gros.    Gral^s^ 

6  4:^ 

7  60 

5  17 

6  to 

3ll              2            lO 

* 

M 

I        57 

Livres*    Sous.    Deniers. 
322         17           5 
43          II            7 

7         8         4 

• 

linwles.  Secondes. 

4»       54 

«7         »9 
3         48 

18     '          2                7 

m  «^                             ^v                            .«• 

8        17 

4 

43        16         6 
435        16         5 

•m 

Dans  le  premier  de  ceç  exemples  y  la  colonjpie  des  lignes  doai^ 
25  lignes  |,  ou  2  pouces  i  ligne  | ,  parce  que  12  lignes  valent 
1  pouce  ;  on  pose  donc  seulement  1 1 ,  et  Ton  reporte  2  à  la  co- 
lonne des  pouces ,  qui  donne  34  ^  ou  2  pieds  1  o  pouces  ;  posez  1  a- 
et  retenez  2,  etc. 

Voici  quelques  soustractions  : 

Livres.    Onces.  Gféfr.    Graine. 
32  9        2         44 

12  12  5  12 


Toises.    Pieds.    Poooes.  Lignes. 
487         o         ô  O 

3ig         4         3         *^ 


»9 


12 


32 


167 


8 


2 


Livres.    Sous.    Deniers. 

349        '  7.        4 
127         8       7 


Jours. 

»7 
i3 


Heures.    Minutes,  Secondes. 

II  47  5 

18         55       40 


T^  ■!    .       I.    »!■ 


223 


8 


16 


5i 


25 


m^- 
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On  voit  qu'après  avdir  sôastrftit  1 2  graine  de  44  9  ^^  Ciseaux 
gros;  mais  comme  2  —  5  ne  se  peut,  on  ajoute  l  6nce  ou  8 
gros  j  et  l'on  a  10  — -  5  =:  5  ;  puis  on  ajoute  pareillement  une 
once  aux  12  qu'il  faut  ôter  de  9  ;  de  sorte  qu'on  dira  9 — 13  ne 
se  peut;  ajoutant  une  livre  ou  16  onces,  ona25— i3=i2,etc... 
Cette  opération  est  fondée  sur  le  même  principe  que  pour  les 
nombres  entiers. 

Descariès,  ne  le  3  avril  iSgô,  est  mort  le  11  février  i£6o; 
Pascal ,  né  le  19  juin  1628 ,  est  mort  le  10  août  1662  ;  Newtbn, 
né  le  1 5  décembre  1642  >  est  mort  le  18  mars  1 72^.  Où  demiande 
la  durée  de  la  vie  de  ces  grands  géomètres. 

57.  Pour  la. multiplication  des  nombres  complexes  1  d'après 
les  principes  donnés  (n^  4^)  •  ^^  opérera  séparément  sur  les 
«entiers  et  sur  les  fractions.  On  remarquera  que  le  multiplica- 
teur doit  toujours  çtre  un  nombre  éibstrait  (n®  54)^  destiné  à 
^narquer  combien  de  fois  on  répète  le  multiplicande.  Multiplier 
12  francs  par  3  aunes,  ce  ne  peut  être  répéter  12  francs  3  aunes 
dç  foi^,  Qiais  bien  répéter  12  francs  autant  de  fous  que  l'unité 
çs^  comprise  dans  trois  aunes,  c'est-à-dire  3  fois.  Ainsi ,  lorsque 
les  deux  facteurs  paraissent  concrets ^  c'est  que  la  question  est 
{na}  interprétée.  Au  reste,  ceci  s'éclaircira  par  la  suite. 

Il  se  présente  deux  cas  ^  suivant  que  le  multiplicateur  £st  ou 
n'eist  pas  complexe^ 

î*'  CAS.  On  voudrait  savoir  te  prix  de  17  atmes  §  d'un^^ 
çtofTe  qui  CQÛte  4^  livres  12,  sous  6.  deniers  l'aune  ;  il  est  claU: 
qu'il  faut  répéter  ce  dernier  nombre  1 7  fois  et  | ,  de  sorte  que. 
It:  moUiplicateur  17  |  cesse  de  représenter  des  aunes-,  et  de-* 
vient  uk  nohibre  abstrait  (  n^  54)*  On  multiplie  d'abord 
45  Hvre^,  puis  12  sous,  puis  enfin  6  deniers  par  17.  Le  pre- 
mier de  ces  calculs  n'offre  pas  de  difficultés.  Décomposons  i:;^ 
sous  en  10+2  :  puisque  i  livre  répétée  17  fois,  donne  17  livres, 
10  sous  ou  I  livre  doit  donner  la  moitié  de  1 7  livres  ;  2  sous  en 
'  donne  le  dixième,  ou  le  cinquième  du  produit  de  10  sous. On 
a  pour  6  deniers,  lé  quart  du  produit  que  donne  2  sous.  Ou 
prend  ensuite  les  deux  tiers  du  multiplicande^  et  Ton  ajoute  le 


76  ARITHMÉTIQUE. 

Voici  l'ordre  qu'on  suit  dans  ce  calcul  : 

m 


}i7fois45^ 


3i5* 

45o 

8. . .  lo*^ pour  lo*^,  la  moitié  de  17*". 

1...14 pour2*^,leio*de  1 7^,  ou  le  5*  de  8*  10^. 

o, . .  8. .  6^. .  pour  6**,  le  i  du  produit  qu'a  donne  2*^. 

i5...  4**  '^-"  pour  I ,  le  tiers  du  multiplicande. 

8o6f      o-^  10^ 


Dans  ce  genre  d'ope'rations  tout  se  réduit  à  décomposer  cha- 
que fraction  en  se^  aliquoteSj  comme  n®  4^*  Ainsi  19  sou$ 
ou  7§  de  livre,  se  décompose  en  ~  =  ^,  ifo  =  i>  et  ^=|;;  il 
faudrait  donc,  pour  1 9  sous  y  prendre  la  ^,  le  ^  et  le  l  dé  l'entier 
multiplicateur ,  considéré  comme  des  livres.  On  pourrait  aussi 
prendre  -^1  =  1,  ^  =  Jet  deux  fois  -^  =  —  •  De  même  pour 
I  on  prendre  '-=  f ,  i  =  f  et  |. 

On  voit  donc  que,  pour  multiplier  une  fraction  complexe^ 
après  ravoir  exprimée  en  fractions  à  deux  termes,  il  faut  dé- 
composer son  numérateur  en  parties  qui  divisent  le  dénomina^ 
teur;  les  fractions  composantes  seront  donc  réduites  à  d'autrea 
dont  le  numérateur  est  t .  Par  exemple,  pour  i  o  pouces,  ou  j^  de 
pied,  on  coupera  ioen6-f-2^+a,ce  qui  fera,  en  réduisant, 
3>  ïï  et  |j  ou  bien  en  4  +  4  4"  2>  ^^^  ^^^^  i»  à  et  ^j  ou  eu, 
6  +  3+1,  qui  donnent  |,  ^  et  —,  etc..,. 

Observons  que  si  le  multiplicateur 
n'a  qu'un  seul  chiffre,    H  est  plus        Liv-  One.  Gros. Gr^ns. 

simple  d'opérer  comme  pour  l'addi-  .7 __',_. 

tion.   Dans  l'exemple  ci- contre,  on        ^®'      6      5      54 
dira  :  7  fois  18  grains  =126  grains  = 

I  gros  54  grains.  On  pose  54  et  on  retient  i .  Passant  au  produit 
de  4  gros  par  7  ,  on  a4x  7  +  i  =  29gros,  ou  3  onces  5  gros; 
on  pose  5  gros  et  Ton  retient  3  onces ,  etc. 

Pour  multiplier  i4  s.  par  483 ,  il'faut  prendre  les  -^f  ou  les  -^ 
de  483  livres;  on  a  ^î^l^  ou  338, i ,  ou  enfin  338 liv.  2  s.  Cet 
exemple  prouve  que,  pour  multiplier  un  nombre  pair  </«  sousi 
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Ûfamt  en  prendre  la  moitié,  faire  Reproduit  de  cette  moitié,  en 
menant  au  rang  des  sous  le  double  des  unités  de  ce  produiL 
PéurT8«.  X^$6,  comme  56X9==5o4,  ona  5o  Ut.  8s.;  80 
pièces  de  12  s.  font  8  X  6  =  48  liv. 

2*  CAS.  Cherchons  la  valeur  de  36  marcs  6  onces  4  gn>s  d'ar* 
gent  à  5i  liv.  i5s.  5den.  lemàrc.  On  rëpétera  d'abord  5 1  \W. 
1 5  s.  5  den.  36  foib  ;  et  ensuite  autant  de  fois  que  6  onces  4  gros 
sont  contenus  dans  le- marc  :  le  multiplicateur  est  abstrait  et 
cesse  de  représenter  des  marcs.  Ainsi  on  ne  multipliera  d'abord 
Si  Iiv«  i5  s.  5  den.  que  par  36,  ainsi  qu'on  le  voit  ci-M^ontre, 
d'après  la  règle  exposée  ti^dessus.  Il  reste  ensuite  à  multiplier 
par  la  fraction  6  onces  4  gros  ;  en  prenant  d'abord  pour  4  onces 
la  moitié  du  multiplicande  total  5i  liy.  t5  s.  5  den. ,  parce  que 
4  onces  éqiiiTaut  à  ^y  ou  la 

moitié  d'un  marc;  pour  2  onces,  5i       i5^    5** 

j          •.   1         •*--<^                         36'»      6**    48"^ 
on  pi^nd  ensuite  la  moitié  de  -2 1 

ce  produit,  etc.  ^, 

H  arrive  souvent  que,  pour  p^^^  14-^. .  .a5         4-^ 

facili  ter  les  calculs ,  ont  fait  un  t  «^  • . .    i       16 


!**...  o         3 
4V..25       17      8  ^ 


2**...  .12  10       10 


Jfaux  produit  :  par  exemple,  /\K  , .  o       12 

si  l'on  avait  eu  1 4  s.  au  lieu  de 

1$  s  ,  il  aurait  fallu  de  même 

faire  le  produit  de  i  s. ,  qu'on  48^  . .   3         4       8  -^ 

aurai t  effacé  après  avoir  trouvé  igo5       16^     3  3. 

le  produit  des  5  den. 

Voici  deux  autres  exemples  i 

12*^  .  18^  9^       '  37»*    ï5^    8^ 

42'^      5p  4?^  y      3P  iiP*> 


16 


24* 

48 

p-^  i8<...37 

16^ 

F.  pr.  de  i^. . .   z 

a: 

-  p'  '  4**'  •  •   ^ 

t4 

4^; . .   0 

14 

3r...  6 

9 

4^ 

.    aP,^.  4 

6 

M 

4P\ , .  0 

i4 

^t 

340*"       H     o 


h 


p'  3p     18      17 


10 


F.  pr.  de  i^      fi        S     ^^  i 
f  4p^     2         1      II 


7 

4'*    2       I    1 1 1 
3pr    I      11      5| 

364       i4      3  ^ 


554       i3  II 


9 


58^  Puisque  le  quotienl,  nmltiplié  (nar  le  àx^U^^f^  pro4iiÂI  k 
diaridende  y  U  dÎTiflion  dpit  offrir  aussi  deux  cas^  wi^nfiqu^  k 
quotient  ou  le  diviseur  repre'sente  le  multiplicateur,  etdqit  être 
considéré  comme  abstrait. 

i*?  GA8.  Si  le  diviseur  est  k  multiplicateur,  le  quotient  e^  le 
luulljpU^ode  et  doit  é(re  d^  k  mèm^  eq^èc^  d'unités  qu«  le 
.  diyideuds ,  qui  r^pr^set^te  k  produit. 

Lprsque  le  diyi^ur  ti'eé|t  p^s  eompi^re ,  on  opère  tour  4  touic 
sur  chaque  espèce  d'upites  fl^  ^iyi4ef\^e  »  sncpn^mençant  parla 
plus  grande.  Aimi,  pour  diviser  234  liv,  i5  «•  .7  dep,  par  4  ; 
OR  prendra  le  quurt  <de  a34  liy>>  qm  est  5&  liv.,  avec  k  reffijs 
2  liv,  y  qu'on  rédilUra  en  sous  pour  les  joindre  a^x  1 5  s,  du  divvr 
dende,  4^  4- 15  ^  5$^  dont  le  quarl  est  i3  s,  avec  le  re^te  3  s. 
ou  36  den.  ;  36  +  7  =  4^  ^^^'  f  ^^^  k  quart  est  10  |  deu.» 
le  quotient  est  donc  58  liv.  1 3  s. 
lo  I  den. 

Un  ouvrier  a  reçu  i5i  liv.  i4s. 
6  den.  pour  ^2  jours  de  travail  ; 
pour  savoir  ce  qu'il  gagnait  cha- 
que jour,  on  divisera  i  Si  liv.  1 4s. 
6  den.  par  le  nombre  abstrait  ^2. 
On  voit  ci-contre  le  détail  du 

calcul. 

Quand  le  diviseur  n^a  qu'un  seul  chiffre ,  connne  dans  le 
|>remier  exemple,  au  lieu  de  suivre  tous  les  détails  de  ce  type 
^e  calcul ,  il  n'est  besoin  d'écrire  que  le  quotient,  attendu  que 
la  mémoire  suffit  pour  retracer  les  restes  successifs.  C'est  ainsi 
qu'on  eu  a  usé  (pi  a3  ) ,  et  même  dans  les  exemples  de  multi- 
plications complexes,  lorsqu'il  a  fallu  prendre  là  moitié,  le  tiers, 

k  quart 

/  Si  le  diviseur  est  compkxe,  mab  qu^on  doive  encore  le  re- 
garder comme  abstrait,  il  faut  d'abord  faire  disparaître  les  frac- 
tions qui  l'affectent^  pour  cela ,  on  multipliera  le  dividende  et 
le  diviseur  par  le  nombre  qui  exprime  combien  la  plus  petite 
espèce  d'unités  de  celui-ci  est  contenue  dans  la  plus  grande. 
Cette  opération  n'altérera  pas  le  quotient  (n^  1 5.  i  ^)  ;  et  comme 


a5* 

14^ 

^ 

I  4^ 

t  3^  12^  3*v 

Soo*^ 

♦ 

^L 

5^1  is 
5o4 

10 

120^ 

6 

< 

1 

106 

t 

0 

cèa^ine  le^pèc^  d'iinîl^s  du  dîvU^r  piv^dvirei  des  unîtes  ^niiëres , 
il  sei9.  roiida  entier.  Aitisi ,  4^  toises  5  pbds  4  ponces  ont  coûté 
554  liv^*  1 3  s.  1 1  den.  |  ;  on  demande  le  prix  de  la  toise?  Il  fauâ 
diviser  ce  ^^rni/sr  nombre  par  le  preoiif  r ,  iÇonMdéré  cotméie 
nombfe  Abattait*  Comme  4  ptouceSi  ou  ^  de  pied  >  edt  contenu 
1 8  fois  4^ns  la  t^ohe ,  on  doit  multiplier  les  d^ux  nombres  pro?^ 
probes  par  1 8.  La  question  détient:  7  79  toises  ont  coilkëi^984Uv. 
los.  8den.;  quel  est  le  prix  de  la  toise?  La  division  de  9984^7. 
10  s.  8  detf.  par  le  nombre  libstrait  77a  donne  pour  quotient 
t2  lÎT.  18  s.  8  den. 

De  même ,  pour  diviser  806  liv,  p  ç.  10  dçti.  pat  1 7  |  >  il  faut, 
multiplier  par  3f  et  Von  a  24^^  ^^^*  a  s.  6  den.  à  diviser  par  SS. 
Si  le  diviseur  est  3*^  7^  4^)  "^^  multipliera  par  f6^  parce  qvke 
4  gros  ou  la  moitié  de  Fonce ,  est  contenu  16  fois  dans  le  marc« 
2*  CAS.  Si  le  diviseur  est  le  multiplicande ,  il  doit  êlre  de 
la  même  espèce  que  le  dividende  ;  le  quotient  est  abstrait ,  et 
indique  combien  de  fois  l'un  contient  Taulre.  On  fera  dispa- 
raître les  fractions  du  dividende  et  du  diviseur ,  ainsi  qu'il 
vient  d'être  dit,  puis  on  les  regardera  l'un  et  l'autre  comme 
des  nombres  abstraits  :  en  çffiet  ^  i  %  liv.  contiennent  3  liv.  autant 
de  fois  que  12  contient  3. 

Par  exemple 9  pour  diviser  364  ^^^*  i4  ^*  3  den.  rf^  par  37  liv. 
1 5  s.  8  den . ,  on  multipliera  ces  deux  nombres  par  20X12X18 
ou  4320 ,  parce  que  le  dix-huitième  de  denier  est  contenu  4320 
fois  dans  la  livre.  Il  faudra  donc  diviser  i  575  565  par  i63  224» 
te  qui  donne  g  t||M|**  ^^^^  ^^^^  ^^  preuve  par. la  multipUca*^ 
tion,  p.  75 ,  il  faut  évaluer  la  fraction  tU'Hf  ^^  parties  de  la 
Wîsê  j  comme  on  va  le  dir0.   ,  . 

(^oij^biei^  ie  fois  i43  ï^^*  i^  ^»  ^  àen.  contièntril  1 1.  Uv.?  it 
jkiii  tfkultipKar  par  4o,  et  diviier  entre  eux  lés  produits  5^5Jl^ 
et  440  rôn  tlpouve  t3  fois  et  1^. 

5g.  Les  fractions  à  deux  termes ,  les  décimales  et  les  com-* 

i>lexes  sonjt  les  troi^  sortes  de  fractions  en  usage.  Nou$  Savons 

Aéjà  (convertir  les  deux  pi^emières  l'une  en  l'autre  (  p.  63  et  68  )  ; 

voyons  à  les  changer  en  la  troisième ,  et  réciproquement. 

On  réduit  une  fraction  en  nombre  complexe,  en  divisant  le 


/-• 
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numâ'ateiir  par  le  ddjiiominateur.  Ainsi,  pour  avoir  les  j  de  la 
livre  9  on  divisera  5  livres  par  7,  et  l'oti^aurâ  i4  sous  3  de- 


niers f . 


Réciproqaement ,  pour  convertir  un  nombre  complexe  en 
fractions  à  deux  termes  ^  il  faut  le  réduire  à  sa  plus  petite  es- 
pèce. Ainsi  14  s.  3  den.  f  vaut  171  den.  f ,  ou  ^-^  de  den.  : 
comme  la  liv.  vaut  240  den.  j  on  divisera  par  240 ,  et  Ton  aura 
iff:  ou  f  de  liv. 

Ponr  évaluer  en  sous  et  deniers  la  fraction  0,715  liv. ,  il  faut 
multiplier  par  20 ,  et  Ton  a  14^3  s.  ;  de  même  multipliant  o,  3  s. 
par  12,  ônâ3,6den.  ;  dbnco*',7i5=i4''*3**,6. 

On  réduit  une  fraction  complexe  en  décimales ,  en  la  con- 
vertissant d'abord  en  fraction  à  deux  termes ,  puis  celle-ci  en 
décimales  (n*  5o). 

IIL    PUISSAl^CES    ET    RACINES. 


Formation  des  Puissances. 

60.  En  multipliant  un  nombre  par  lui-même,  i  2,  3,.  • . . 
fois  successives^  on  en  obtient  les  puissances  2,  3,  4>  •  •  comme 
on  le  voit  dans  le  tableau  ciM:ontre. 


lire 


»é 


3 

4 

5. 
6 

7 
8 


4 

9 
16 

36 

49 
64 
81 


3« 


8 

V 

64 

ia5 

ai6 
343 
5ia 

7^9 


4* 


16 

81 

a56 

6a5 

iag6 

3401 

4096 

656i 


5« 


3a 

343 

•  1024 

3ia5 

7776 

16807 

33768 

59049 


64 

729 

4096 

i56a5 

46656 

1 17649 

a6ai44 
53i44i 


138 

3187 
i6384 
78135 

^79936 

833543 

3097153 

4783969 


S^ 


356 

,656i 

65536 

390635 

167^616 

5764801 

167773 16 

4304.6731 


\6 


5ia 
19683 

36ai44 

1953135 

10077696 

40353607 

134317738 

387436489 


Le  carré  (n«4i,5^)  defest|xi=^;  le  cube  est  ^.•. 


BACtNES   CABRÉÏIS.  8l 

tiOrsqu'on  veut  former  une  puissancei élevée,  on  peut  éviter 
de  passer  successivement  du  carré  au  cube ,  du  cube  à  la  qua- 
trième puissance.. .  r.  Soit  demandé  3'*;  comme  il  s'agit  de 
rendre  3  onze  fois  facteur,  je  décompose  1 1  en  3  -f-  4  "^  4  >  ^^ 
vient  3"=3^X3*X  3K  On  voit  donc  qii^iljhut  décomposer 
la  puissance  proposée  en  d'antres  dont  elle  soit  la  somme,  et 
multiplier  ces  résultats  entre  eux  ;  en  sorte  que ,  dans  la  multi^ 
plicalion,  les  exposans  s'ajoutent.  Ici,  3'  =  27,3*=8i;  en 
multipliant,  on  a  3^  =  12187  ;  multipliant  de  nouveau  par  81, 
on  trouve  3'*=  £77  147. 

Observez  que  3^  X  3^*  n'est  auti^e  clfose  que  le  carré  de  3^,  ou 
81''= 656 1  ;  ainsi,  multipliant  (3*)',  ou 656 1  par  3^=27,  on 
obtient  de  même  3**.  La  puissance  12  est  3*  X  3*  X  3^  =le  cube 
de  3^  ou (30%  on  trouve  3**  =  81^=  53 1  ^^i\  divisant  par  3 , 
il  vient  3'*  =:  177  147.  En  général,  décomposez  la  puissance 
proposée  en  deux  facteurs ,  formez  la  puissance  indiquée  par 
l'un,  et  élevez  le  résultat  à  la  puissance  marquée  par  Vautre  ^ 
ou  autrement, /702/rifZa^er  à  une  puissance ,  multipliez  Texpù^ 
sont  par  le  degré  de  la  puissance.  {Voj.  n°  124).  Par  exemple, 
pour  5'%  faisons  \  x  5»».  Ori8  =  2X3x3;  5»«=5»-3  3  .  ^^ 
fera  donc  le  carré  de  5,  on  Télevera  au  cube ,  puis  le  résultat 
encore  au  cube,  et  l'on  aura  la  dix -huitième  puissance; 
après  quoi  on  divisera  par  5  pour  avoir  la  dix  — septième. 
Voici  le  calcul  :'5*=25, 25^=:  5^=^:  i5  625,  dont  le  cube  est 
5**  =  3  814  697  265  625;  enfin  5'^  =  762  939  453  i25.  On 
remarquera  avec  quelle  rapidité  les  puissances  croissent.  La 
soixante-quatrième  de  2  est  18  44^  744  073  709  55i  616. 


/ 


Extraction  des  Racines  carrées. 


6ï .  Le  carré  d'un  nombre  de  2  chiffres,  tel  que  35 ,  se  forme. 
par  la  multiplication  de  35  par  35 ,  opération  qui  exige  quatre 
produits  partiels  ;  i**.  5  X  5 ,  ou  le  carré  des  unités  ;  3^  3o  X  5, 
ou  le  produit  des  dixairnespar  les  unités;  3°.  une  seconde  fois 
3oX  5;  4**»  3o  X  3o,  ouïe  carré  des  dixaines.  Donc  le  carré 
T,  L  6 


82  iJlITQlfÉTIQPiB, 

d'un  nonobre  de  %  ^}ûtbme^t  forn^'  4f  car^  ibtf  dùtaines,  dkux 
fois  le  produit  des  dixaines  par  le^  unités  >  fdsAS  et^m  k  ettrré 
des  unités.  Ainsi  35^ as  900  -^ 3oo  4-  ^5  =  i2t%5* 

Pour  multiplier  7  -f-  5  par  7  +  ^  »  on  mult^^Uie  7  et  5  d'dbord 
par  7,  puis  par  5,  et  Ton  ajpu^^  ;  oç  qui  donne  7'  +  -7X5  d'âne 

part^et7X54-5'4erautre.Pa9]«fV^8toa49+95'fsx3Sssi44« 
SonC|  ppur  faire  le  cari^  de  7  f4*  5 ,  il  jm  9i£t  pas  de  canwr 
7  et  $  y  il  iaut  encore  aj  opter «û  double  4a  produit  de  7  par  S. 
Z>  c^rré  d'un  nombre  composé  de  dfmx  parties  se  JûhkeÂes 
carrés  de  chacune,  augmentés  du  double  de  lefjrprûduit.  {f^oy, 

6a.  Les«arrésdç  lo,  loo,  iQop...  sont  loo,  10000,  i  000  000 
OU  I  suivi  de  deux  fois  ^tant  à^  z^jros  Qu'il  y  ^i  a  à  laijaeiae: 
ainsi  tout  nombre  d'un  seul  chiffre,  ou  eompns  entre  i  «t  lo, 
a  son  c^ré  entre  i  ^t  loo,  c'jeat-à-^^re  /con^osë  de  i  ou  2 
chiffres  :  de  même  tojut  nojKubrç  de  2  ctûffiBes^en  a  3  ou  4  à  son 
cmi  ;  etc.  En  .gënçral ,  le  capré  a  U  doMè,  ou  le  double  nmns 
I ,  des  chiffras  de  lar^icipi^  (p,  1,9). 

Procédons  au  cajcul  de  l'iex  traction  des  racines  carrées.  Celles 
des  noD^^bres  de  i  ou  2  chiffrer  simt  comprises  &ms  les  taMes 
jci?^  l4  ^t  ^p ;  quant  ^iijç  autres,  il  faut  distinguer  deuan  cas^ 

I*'  CAS.  Si  le  nombre  propqsé,  tel  que  784  9  a  3;ou  4  chiÉÎDes  ^ 
sa  racine  .en  a.deux;  et  7^4  ^^t  composé. du  cararë  des  dizaines 
de  la  racine  j,  de  celui  de?  unités ,  et  du  double  du  produit  des 
dixainçs  par  le$  unités.  Or,  la  première  ^de  ces  parUes  se  forme 
epajoutant4eu¥z.éro^auMearre\dùchiffiredesdîxaînes(n^id,S^;); 
d'où  il  sui^  quece  carré  n'entre  dans  l'additionde  ces  trois  partie» 
qu'au  rang  des  centaines.  En  séparant  les  deux  chiffres  84  9  on 
voit  que  7  contient  le  carré  du  chiffre  des  dixaines ,  considérées 
comme  des  unités  simples  ^  et  en  outre  les  centaines  produites 
par  les  autres  parties  du  carré. 

On  prendra  </ia  racine  du  plus  grand  e4HTé  4  contenu  dans  7, 
elle  sera  le  chiffre  des  dixaines  «cherché  :  car  7  étant  compris 
entre  les  carrés  de  2  et  de  3 ,  le  nombre  proposé  784  Test  entre 
20'  et  3o?  ;  ainsi  la  racine  est  entre  20  et  3o,  et  l'op  a  2  pour  le 
chiffre  des  dixaines^ 


En  retranchant  ^àerj,  Ip  re;ftte  3  ^^t  I^  r^tçBife^  i^iM^siS^lest 
Compose  d|a  cftrri  il^  «nitqs ,  plus  di^  double  d^  iiijif  aÎQei]!  mul- 
tijrfié  par  les  u^ite^. 

pa  foi^ne  le  produit  du  dou^e  def  dil^ijo^B  p^r  le^  unité»,  fm 
multipliant  le  double  du  ichiflSire  de^  <^qf:^ij^e8  |Mfur  liçs  uuîit^ç ,  «t 
U&ettant  un  ziéro  à  droil^,  Aipsi^  da^$  Ta-dditiain,  ce;  {^pduit 
«st  cotnpyprf^  ^^  rang  des  fii^^mes^  et  tcontepi]i  par  çç^^queut 
dans  38  y  en  aëparan^  de  364  \^  çhifFre  4  des  wit^  s  39  içontî^t 
«u  pu;trp  ;ies  dif^Sp^  pf oduijtes  par  le  cfyrrf$  .4^s  iw  tés ,  et  celles 
qui  provienne  d,e  ce  ^ue  784  P^^!^  ^'èfxç  ,pa»1  uj^  ca^r^  exact. 
Si  9ces  gaines  étaient  œnnvies  ^  f^  les  6)a^|:  d^  38  »  le  reste  se^ 
i*^t  jl^  dpuble  produit  dopt  il  ^t  »qi  .q^estioii  ;  doue ,  m  le  di^i- 
^sant  par  4  9  double  du  chiffre  des  dixai^Q^ ,  le  quotient  serait  les 
unités.  Divisons  donc  3o  par  4»  le  dividende  sera  plps  grand  que 
celui  qu*on.doit  enwloyei:,  et  le  quotientppurraétrç  irpp^randi 
mais  il  sera  facile  ae  le  rectifier. 

Car  si  le  quotient  ^  ^  ou  ^  en  nombre 
«ntier,  repre'sente  en  effet  les  unités  y  en 
plaçant  9  à  côté  du  double  4  du  chiffre 
des  dixaines,  49  ^^^  le  double  des  dixai^ 
nés  ajouté  aux  unités  ;  et  49  X  9  sera 
lé  double  du  produit  des  dizaines  par 
les  unités ,  plus  le  carré  des  unités.  Or^ 
49  X  9  =s=  44'  >  384;  donc  9  est  trop 
grand.  On  éprouvera  le  chiffre  8  de  la 
même  manière;  et,  comme  48><8s=:384; 
qui  j  retranché  du  reste ,  donne  o ,  on 
voit  que  784  est  le  carré  exact  de  28. 
On  a  mis  ici  le  type  du  calcul  y  ainsi  que 
celi^  ^  \/  %^^y  qHi,i9?t  52 ,  avec  le  reste  J#  ;  4e  aoiîte  qpe 
52  «st  la  racine  du  plus  gr^nd  carré  contenu  dans  2^35 ,  c'est- 
à-rdi^ celle  de  2^735--i3  !  ;  Oju  2704.  Çn  trouve  ainsi  \/  \%^  =  11,' 

2*  CAS.  On  raisonnera  de  même  si  le  carré  a  plus  de  quatre 

chiffres  ;  car  alors ,  bien  que  la  racine  en  ait  plus  de  4^ux ,  on 

peut  encore  la  regarder  comme  cpiinpo^ée  de  dixaines  et  d'unités; 

par  exemple,  523  a  5»  dixaines  et  3  unités. 

6,. 
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Ainsi,  pour  278  629 ,  on  verrai  par 
la  même  raison  y  que  le  carré  des 
diiaines,  conside'rées  comme  simples 
unités  y  est  contenu  dans  2735  (en 
séparant-  les  deux  chiffres  à  droite , 
29) ,  et  que  la  racine  du  plus  grand 
carré  contenu  dan^-^35  donne  les  dixaines.  On  a  trouvé  ci- 
dessus  5a  pour  cette  racine ,  et  3 1  pçur  reste  ;  de  sotte  que 
descendant  29  à  côté  de  3i,  8129  est  le  double  produit  des 
dixaines  52  par  les  unités  inconnues ,  plus  le  carré  de  ces  unités  ; 
supprimant  le  chiffre  9,  on  divisera  3i2  par  io4'9  double  des 
dixaines  52  ;  on  aura  le  quotient  3 ,  qui  est  les  unités  de  la  ra- 
cine ,  ou  un  nombre  plus  grand. 

Enfin  ,  plaçant  ce  quotient  à  droite  de  io4,  et  multipliant 
1 043  par  3 ,  on  retranchera  le  produit  3 1 29  du  reste  3 1 29  ;  ainsi 
523  est  exactement  la  racine  cherchée. 

Gé  raisonnement  s'applique  à  tout  nombre;  on  voit  qu'il  faut 
le  partager  en  tranches  de  deux  chiffres ,  en  commençant  par 
la  droite  j  ce  qui  ne  laissera  qu'un  seul  chiffre  dans  la  dernière 
tranche  ,  lorsque  le  nombre  des  chiffres  sera  impair.  Chaque 
tranche  donne  un  chiffre  à  la  racine ,  en  opérant  sur  chacune 
comme  il  vient  d'être  dit.  Il  est  donc  bien  facile  déjuger  à  priori 
du  nombre  de  chiffres  de  la  racine  d'un  nombre  donné.  Quand 
cette  racine  n'est  pas  exacte ,  le  calcul  conduit  à  un  reste';  nous 
allons  montrer  l'usage  de  ce  reste  pour  approcher  de  la  racine. 

Observez  aussi  qu'il  est  inutile  d'écrire  les  divers  produits  à 
soustraire ,  et  qu'on  peut ,  comme  pour  la  division  (p.  27)  »  faire 
à  la  fois  chaque  multiplication  et  la  soustraction. 
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On  peut  aussi  s'exercer  sur  les  exemples  suivans:  ^  7  a83  agi 
=2698,  reste  4087  ;  et  ]/  3  1 79 08g  =  1 788* 

63.  On  appelle  Commensurables  on  Rationnels  les  nombres 
qui  ont  une  commune  mesure  ayec  Tunité  :  tel  est  ^,  parce  que 
le  5*  de  Tunité  est  contenu  cinq  fois  dans  i ,  et  deux  fois  dans  |. 
Mais  tout  nombre  entier,  qui  n'est  pas  le  carré  exact  itun  en- 
iier,  ne  saurait  titre  non  plus  et uiu^mbre  fractionnaire ,  et 
par  conséquent  sa  racine  est  incomnmuuraUe  avec  V unité.  Car 
s'il  y  avait  une  conunune  mesure,  contenue,  par  exemple,  cinq 
fois  dans  l'unité  et  treize  fois  dans  y'  7,  en  sorte  que  (36)  la 
racine  de  7  fût  représentée  exactemjent  par.  -^  =  y/  7 ,  eti  éle-* 
vant  au  carré  on  aurait  ^  =  7  ;  ce  qui  est  absurde,  ces  deux 
fractions  étant  irréductibles  {n^^ij^S^,). 

Puisqu'en  divisant  l'unité  en  parties  égales,  on  ne  peut  ja-^ 
mais  prendre  celles-ci  assez  petites  pour  que  l'une  d'elles  soit 
contenue  exactement  dans  |/  7,  et  qu'aucune  fraction  nç  peut 
être  la  valeur  juste  de  ^  7 ,  si  l'on  veut  la  mesure  exacte ,  il 
faut  prendre  une  autre  unité  (36);  à  moïhs  qu'on  ne  se  con- 
tente d'une  approximation ,  en  rendant  les  parties  de  l'unité 
assez  petites  pour  que  la  différence  entre  ^  7  et  un  certain 
nombre  de  ces  parties^  puisse  être  négligée  comme  de  peu  d'im** 
portance.  Par  exemple,  si  l'unité  contient  100  parties,  et  qu'on 
trouve  que  2  unités  -f-  64  de  ces  parties  sont  <[  V^  7  >  tandis  que 
65  surpassent  ^  7 ,  c'ést-à-dire  que  7  soit  enti*e  les  carrés  de 
2,64  et  2,65,  on  dit  que  i/  7  est  entre  ces.  nombres ,  et  qu'on 
a  cette  racine  à  moins  de  un  centième.  C'est  ce  qui  explique 
ce  paradoxe,  qu'on  peut  approcher  autant  qu'on  veut  de  (/  7^ 
quoique  ^  7  n'existe  pas  numériquement. 

Si  l'on  veut  négliger  les  quantités  moindres  que  le  cinquième 
de  l'unité,  il  faudra  donc  trouver  combien  ^  7  contient  de  ces 
cinquièmes,  c'est-à«dire  chercher  deux  fractions,  telles  que -^^ 
et  -^  ayant  5  pour  dénominateur ,  dont  les  numérateurs  né  dif- 
fèrent que  de  I,  et  qui  conipreni\ent  y^  7  entre  elles ,  ou  plutôt 
7  entre  leurs  carrés.  Pour  obtenir  ces  numérateurs  i3  et  14^  con- 
cevons les  carrés  de  nos  fractions  et  celui  de  ^7  multipliés  par  < 
SkS  ;  .25  X  7  sera  compris  entre  les  carrés  des  numérateurs  4n- 


conÉiîs,  et  panr  ccmséqaettt  t^(!^5X7)  ou  V^l^  ^^^  com- 
pris entre  ces  nutùérateartf.  Or,  1/  17^  tombe  ehtrè  i3  et  i4  ; 
donc  ^  et  -^  sont  les  fractions  cherchées ,  bu  les  valeurs 
approchées  dex/j,  k  moins  de  ^^  Tune  par  défaat,  Tâutrè  par 
excès  {*). 
De  même  pottr  arohr  y  (i|)  à  tàorn^  dé  —  >  ^^^  maltîpliera 

-3  f  par  1 1  '  Où  i  a  t  ;  oti  âu»^id4. 4ont  il  faucira  extraire  la rafcine 
en  nombre  entier  :  elle  ^â  t ,  èh  sorte  que  )/  3  f  est  comprise 
entre  ff,  et  ^  ou  2.  Observez  qu'on  supprime  dans  449  7  non- 
seulement  la  fraction  \^  mais  même  toute  la  partie  de  449  q^î 
excède  le  carré  de  2 1 .  Pour  ex&ùire  la  racine  et  un  nombre  avec 
une  approximoiioH  déterminée,  on  le  nHUÎtiplte  par  le  carré  du 
dénominateur  donné,  et  l'oh  extrait  en  nombre  entieV  la  racine 
du  produit  :  elie  eât  lé  numérateur  cherché. 

64.  ^i  l'on  Veut  apptocher  à  Faide  des  décimales ,  c^ëst-à- 
dire  à  moins  de  o,t ,  0,0 i....,  il  faut  multiplier  le  nombre  par 
le  caihré  de  10,  de  too. .  • . ,  ce  qui  revient  à  reculer  ta  virgule 

•  tfersi  la  droite  d^  autant  de  fois  deux  ràng$  qu*on  veut  obtenir  de 
éêeimaies,  en  ajoutant  un  nonibre  convenable  de  zéros ,  si  cela 
estnécesàaire.  |/o^3àmoiriideo,oi  est  7^0  t/3ooo,  en  reculant 
la  virgule  de  qqatre  rangs,  on  7^  X  54  =  0,54.  De  même 
1/5,7,  à  moins  de  7;^,  est  7!^  4^57000,  ouû,38. 

An  lien  de  placer  une  Iqngue 
ëttite  de  zéros  après  le  nombre  pro-    ai.  i  I  -^'      "^ 

posé,  on  peut  se  contenter  d'ad-     ^  ^'^,q  }    ^fe 

joindre  ces  zéros  par  couple,  après         a  3i  90.0     (    358;)6 
chaque  reste.   C'est  ce  qu'on  ob-  >    9*  4 

servera  dans  les  calculs  ci-contre  f    t,4i4ai35G 

de  |/  3ai  et  {/  a.  Un  voit  que  pour    fp.^ 
avoir  Une  décimale ,  on  se  contente        4^*<>  -   ^ 

de  plater  une  tranche   de   deux  60^.0     q8^ 

zéros  près  du  premier  teste.  Pour  f  ^  ^9  ^^' 

une  deuxième  décimale,  on  place 

* 

(*)  Uimité  étant  divisée  en  q  parties  égales  ;  pour  connaître  le  p|ii<çt«ttl| 


de  même  deux  tékùê  à(>^èsle  âeeond  reste,  etc. . .  On  marque 
de  suite  la  phte  de  la  Tirgale  dans  là  racine ,  et  Ton  pousse  le 
calcul  de  rapproximation  jusqtt'au  degré  ne'cessaire,  en  mettant 
deux  zërc»  aprte  chaque  reste  successif. 

La  racine  d  un  produit  têt  le  produit  des  ràcimèâ  des  facteurs  s 
ainèide  1443S49X  16,  ôntirey'i44=sv^9X  V/i6=3x4ss:i2. 
Cette  tè^le ,  qi|i  est  foildéé  sttr  ce  qu'on  a  dit  (n^  60)»  peut 
servir  à  nitkplifiei^  les  extractions  Âes  racines  : 

1/8  =  4/(2  x4)=2\/3=aXi,4«4a.-. =3162843713. 

65.  La  racine  étune  Jroctiçn  s*dbiient  en  extrayant  la  racine 
de  chacun  de  ses  dewe  termes.  Ceci  résulte  dé  la  manière  ébnt 

ouformelecarré(n''4iyS^0*  V|  =  |>  V'h^=^i' 

La  racine  est  irrationnelle ,  lorsque  lès  deux  termes  ne  sont 

pas  des  carrés  exacts.  Si,  par  exemple >  |/f  pouvait  être  une 
^utre  fraction ,  telle  que  ^  ;  il  en  résulterait  Ç=-^,  ce  qui 
est  impossible  (n®  38^  4^.0  •  ^  ^^  P^^^  donc  avoir  la  racine 
qu'en  approchant  à  un  degré  donné  par  la  nature  de  la  question  ; 
on  procède  alors  comme  il  a  été  dit  (n'^  63).  Par  exemple,  |/  f  à 
moins  de  ^r»  se  trouve  en  multipliant  |  par  121  =  11%  et  l'on 
a  y/^  =  V^  5 1  f  ;  et  ne  prenant  la  racine  de  5i  qu'à  moins  d'une 
unité,  on  al/l  comprise  entre  ^^  et  -^^ 

1/3 
Observez  que  |/^ }  peut  bien  iêtre  pris  es  ^,  puisque,  si  l'on, 

multiplie  cette  expression  par  elle-même ,  on  trouve  f  pour  pro- 
duit. Mais  outre  que  cette  double  extraction  exigerait  deux  va*- 
leurs  approchées ,  le  degré  d'approximation  du  résultat  serait 
incertain.  11  arrive,  souvent  que  ce  degré  n'est  déterminé  qu'à 
la  fin  du  calcul  \  cette  partie  de  l'opération  doit  donc  être  di-^ 
^ I    , 

sombre  «  de  068  parties,  contena  daiM  ^Nj.  «^etf-iMlIze  {khv  .  obtenir  ïhm 
f^notîoii  ^ipproebée  doN/jRTà  nôinfd^iiixç^dd  VvààiÂ,  il  fiant  déterminer  x, 

de  sorte  qu'on  ait -<  %/iV<î^;  or,  \/iV=  ^  ViV=:  î^^^:donc... 

je  <^  ^  (  JVjf*  X  x«|- 1 ,  c'est-à-dire  que  jt  est  le  plus  grand  entier. cootenii, 
4anB  •(iVfO- 
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rigée  de  manière  à  permettre  une  approximation  illimitée.  Pour 
cela»  on  multiplie  les  deux  termes  de  la  fraction  par  son  déno- 
minateur ,  afin  de  rendre  celui-ci  un  carré  ;  f  devient  j| ,  en 
multipliant  haut  et  bas  par  7,  et^|=-^|/2i;  on  poussera 
V^2i  jusqu'au  degré  exigé.  Par  exemple ,  si  (/  21  est  prise 
===  4>582y  c'est«à-dire  à  moins  de  0,001,  le  septième  est. . . 
1/ 1  =r  0^654 ,  valeur  qui  ne  diffère  pas  d'un  sept-millième. 

Si  l'on  eut  demandé  V"  |  à  moins  de  |^,  le  calcul  eût  de  même 
conduit  à  f  |/  21 ,  entre  y  et  y. 

Pour  \/  (3f),  on  écrira  V/^=  f  1/  26  X  7  ;  or  V  182 
=  ij^49^7 •  •  •  •  9  dont  le  septième  est  v/  ( 3 1)  =  1 99272. ... 

$Hr  Les  équations  suivantes  se  démontrent  en  élevant  tout 
aii  carré  : 

4Xi/7=V/7X4=»/(i6x7)  ;  1/3X1/2=^/2X1/3=1/6. 
'    5_  v^_  2V^      V^(5^  f^X  S)-|/^ 

l/f:ï/|=ï/fxi/|=i/|=|v^2. 

Ainsi  on  peut  intervertir  Tordre  des  facteurs  irrationnels ,  et 
multiplier  par  le  même  facteur  les  deux  termes  d'une  fraction 
irrationnelle. 

Nous  terminerons  par  plusieurs  remarques. 

i^.  On  doit  toujours  préparer  les  nombres  de  manière  à  ne 
soumettre  que  des  entiers  au  calcul  de  l'extraction. 

2**.  Le  nombre  des  décimales  d'un  carré  est  toujours  pair  et 
double  de  celui  de  la  racine  :  on  doit  ajouter  des  zéros  ou  sup- 
primer des  décimales,  pour  que  cette  condition  soit  remplie 
dans  tous  les  cas. 

3°.  Chaque  tranche  ne  devant  donner  qu'un  seul  chiffre ,  on 
ne  peut  mettre  à  la  fois  plus  de  9  à  la  racine. 

4^.  Le  carré  d'un  entier,  tel  que  18 ,  étant  donné ,  pour  avoir 
celui  du  nombre  suivant  19,  comme  19=:  i8-|-  <  9  le  carré 
est  i8*-f*2X  18+ I  (n^6i);  on  ajoutera  donc  37  à  324,  carre 
de  18 ,  et  l'on  aura  36i  =  19*.  £n  général ,  quand  on  a  le  carné 
if  un  entier,  ep  ajoutant  un,  plus  le  double  de  ce  nombre  ,  on  a 
le  carré  de  Venticr  suivant.  Il  suit  de  là  que  dans  l'extraction 
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de  racines  eaitéês,  chaque  reste  doit  être  moindre  que  le  double 
de  la  racine  qui  s'y  rapporte  ;  car  si  l'on  trouvait  un  reste  plus 
grand  que  ce  double,  il  faudrait  mettre  une  unité  de  plus  à  cette 
racine. 

5°.  La  preuve  de  l'extraction  se  fait  par  l'élévation  de  Itf  racine 
au  carré  ;  il  faut  qu'en  multipliant  la  racine  par  elle-même,  et  y 
ajoutant  le  reste,  on  retrouve  le  nombre  proposé;  ce  reste  doit 
d'ailleurs  être  moindre  que  deux  fois  la  racine.  On  peut  aussi 
appliquer  ici  la  preuve  par  9,  par  1 1 , .  • .  exposées  n®  35 ,5^. 

Extraction  des  Racines  cubiques. 

67 .  Avant  d'extraire  la  racine  cubique,  il  convient  d'analyser 
la  loi  suivant  laquelle  se  forme  le  cube,  qui  est  le  produit  d'un 
nombre  par  son  carré.  £n  imaginant  ce  nombre  décomposé  en 
deux  parties ,  on  a  vu  (n°  61)  que  le  carré  est  composé  du  carré 
de  la  première ,  du  carré  de  la  seconde,  et  du  double  de  leur  pro- 
duit :  c'estle  système  de  ces  trois  quantités  qu'il  faut  multiplier 
par  les  deux  parties  du  nombre  donné.  Or,  en  les  multipliant 
d'abord  par  la  première ,  on  obtient 

(7+5)«=7»   +2X7X5+5* 

7  +  5 

!<*.  Le  cube  de  la  i'''®  partie 7' 

qP,  a  fois  le  carré  de  la  i^®  x  la  2^.  a  x  7*  x  5^ 

30  La  i"  ;c  le  carré  de  la  a*.  7X5» 

De  même  en  multipliant  les  trois 

parties  du  carré  par  |la  a*  du  nombre 

donné,  il  Tient  : 

1®.  Le  carré  de  la  i'«  x  la  a« 7*  X  5 

a*>.  a  fois  le  carré  de  la  a*  x  la  i^^\ .  a  x  7  X  5» 

y*.  Enfin  le  cube  de  la  a®. 5' 

en  réunissant  ces  six  résultats ,   73+3X7*X5+3X7X5»+53 
on  voit  que  le  cube  de  tout  nombre 

formé  de.  deux  parties ,  se  compose  de  quatre  parties,  savoir  : 
1*.  le  cube  de  la  première;  ta**,  trois  fois  le  carré  de  la  pre^'    \ 
mihre  multiplié  par  la  seconde  ;  3*.  trois  fois  le  carré  de  la 
seconde  multiplié  par  la  première;  4*.  le  cuie  de  la  seconde. 


00  àitifMiiÉtrQUÉ. 

Godtlûotié  de  là  qlié  le  câbe  de  tàiki  noutthre  composé  de 
éixâiiiéd  et  d'iinités  est  formé  du  cube  des  dizaines,  trois  Jpîs 
lé  carré  dés  dixaines  multiplié  pat  les  unités,  trois  fois  le  carre 
des  unités  par  les  dixaines,  enfin  le  cube  des  unités, 

68.  Lécabedeio,  luo^  looo...  est  formé  de  TunîtésaWie 
de  trois  fois  autant  de  zéfos  ;  ainsi  Un  nombre  de  deut  chiffres , 
c'est-à-dire  entre  lô  et  loo,  a  son  cube  entre  iooo  et  looo  ooo  ; 
il  est  donc  composé  de  quatre ,  cinq  ou  six  chiffres.  En  général 
le  cube  d'un  nombre  a  le  triple  de  chiffres  de  sa  racine 9  ouïe 
triple  moins  i ,  ou  moins  2. 

Les  racines  des  nombres  ^  1000,  n^ayant  qu'un  chiffre,  le 
tableau  (p.  80)  les  a  fait  connaître.  Nous  partagerons  Pextrac- 
tion  des  autres  nombres  en  deu^  cas^ 

1^  OASi  Si  la  Kaoine  n'a  qne  deux  chiffras,  ctfâimtê  Xèét  Celle 
de  21  QS%i  je  remarque  que  la  cube  des  diJ^ainea  chefthéeê  se 
forme  en  cubant  le  chiffre  des  dixaines,  et  plaçant  trois  zéros  à 
droite  (p*  16).  Donc  en  séparant  les  trois  chiffres  g52  du  nombre 
pro{^08é ,  ai  contient  le  cube  du  chiffre  des  dixaiiies  considérées 
comme  des  unités  simples ,  et  eiï  outre  leé  tnille  qui  prOYiémneiii 
des  antres  parties.  Le  plus  grand  cube  contenu  dans  21  est  8  , 
dont  la  racine  est  2  ;  c'est  le  chiffre  des  dixaines  :  car  puisque  2 1 
est  compris  entre  les  cubes  de  2  et  de  3,  21962  lest  enbre  lea 
cubes  de  20  et  de  3o. 

Otons  2^  ou  8  de  2 1 ,  il  reste  18952,  qui  réprésente  les  trois  autres 
parties  du  cube  :  or  le  produit  de  trois  fois  lé  carré  des  dixaines 
par  les  unités  se  forme  en  multipliant  par  les  unités  le  triple  du 
carré  de  2 ,  c'est-à-dire  12 ,  et  plaçant  en  outré  deux  zéros  à 
droite  ;  ainsi  séparant  les  deux  chiffres  52 ,  le  nombre  i  89  con- 
tiendra douze  fois  les  unités,  et  les  centaines  produites  par  les 
deux  autres  parties  du  cube.  En  divisant  1 89  par  1 2 ,  le  quotient 
sera  donc  les  unités ,  ou  un  nombre  plus  grand  ;  et  comme  ce 
chijfre  ne  peut  excéder  9,  on  prendra  9  pour  le  quotient  de  •^.. 

Il  S^agit  de  vérifier  si  9  est  plus  grand  que  les  unités,  t^our 
cela ,  sotls  iloo ,  qui  est  le  triple  du  carré  des  dixaines,  plaçons 
le  triple  du  produit  des  dixaines  par  9 ,  ou  3 .  20 .9 = 54o  ;  puis 


219^2 

28  Racine. 

8     l 
i3  9.5î 
i3  9  52 

12    12 

54   48 
5i.   64 

o 

I82I   1744 
16389  13952 
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le  tarré  de  9  ou  81 ,  et  multiplions  la 
«Qmme  1821  par  9.  Si  9  est  le  chiffre 
des  unités,  le  produit  devra  être  e'gal 
au  i^ji^te,  puisqu'on  forme  ainsi  les 
trois  parties  que  ce  reste  contient.  Ce 
produit  excède  iSgSa,  d'où  il  suit 
que  les  unités  sont  <^  9.  On  essaiera 

donc  8;  et  comme  en  faisant  la  même  épreuve,  on  trouve  préci- 
sément iSgSi,  on  reconnaît  que  28  est  la  racine  cubique  exacte 
de  21952.  Ce  raisonnement  est  analogue  à  celui  qu'on  a  fait  ^ 
pour  la  division  et  la  racine  carrée  (n*^"  18,  62)  ;  on  tirera  faci- 
lement la  règle  qu'il  faut  suivre  dans  ces  sortes  de  calculs. 

2'  CAS.  Si  la  racine  a  plus  de  deux  chiffres,  comme  pour  le 
nombre  12  3o5  472  001,  on  raisonnera  comme  précédemment 
(n°62,  2**.).  On  verra  qu'il  faut,  i*'.  couper  le  nombre  en  Iran* 
ches  de  trois  chiffres ,  à  pariir  de  la  droite, 

.2".  Extraire  la  racine  cubique  de  la  dernière  tranche  12,  qui 
est  2  ;  c'est  le  chiffre  des  mille  de  la  racine  :  retranchant  de  1 2  le 
cube  8  des  miDe,  il  reste  4* 

3**.  Descendre  à  côté  de  ce  reste  4  Ici  tranche  suivante  3o5, 
dont  on  séparera  deux  chiffres  o5  ;  et  ditfiser^3par  1 2,  triple  du 
carré  du  chiffre  obtenu.  Le  quotient  3  doit  être  éprouvé  comme 
on  vient  de  le  dire.  On  reconnaît  c^u'il  y  a  3  centaines  ;  le  reste 
est  i38. 

4*-  Descendre  près  de  ce  reste  la  tranche  472 ,  dont  on  sépa- 
rera de  même  72,  et  diviser  i384  par  1587,  *"p]e  du  carré 
de  23;  on  posera  à  la  racine  le  quotient  zéro. 

5**.  Descendre  près  du  reste  la  tranche  00% ,  et  diviser  1 384720 
p^r  158700. 

Et  ainsi  de  suite.  Voici  le  type  du  calcul. 

12.3  o5.  47^  «00 ï    f      23o8    Racine. 
^•95  J       12        i5  8-70  0 


^'^'^  J        12  ID  07( 

«67  )        18  55  20 

0  64 

i38)  i5  925  264 


Reste.  ..  11  9  6j  8  8j  4,57  127  402  112 
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69.  On  dëmonlrera  coniiTie  au  n**  63,  que^  i^.lorsqu'uH  noiiibre 
entier,  tel  que  3 ,  n'a  point  de  racine  cubique  entière ,  il  n'en  a 
pas  non  plus  de  fractionnaire  ;  mais  on  peut  approcher  indéfini- 

ment  de  cette  racine.  Pour  obtenir  y  3  k  moins  de  ^,  on  mul- 
tipliera 3  par  le  cube  de  4  >  et  Ton  aura  3  X  64  ^  ou  1 92 ,  dont  la 

racine  cubique  est  5  en  nombre  entier  :  donc  |  est  le  nombrë  dc-^ 

3  .  s 

mandé,  et  y  3  tombe  entre  |  et  J.  De  même  j  our  V/  (3|)  à 

moins  àe^Ty  ona3^><.iï^z=:  ^g^3  f ,  la  racine  cubique  est  1 7  ; 

donc  -jT  €st  approché  de  (/  (  3  |  )  à  moins  de  —. 

2®.  Pour  approcher  à  V aide  des  décimales,  on  reculera  la  ffir- 
gule  d'autant  dejois  trois  rangs  à  droite  qu'on  veut  de  chiffres 

décimaux  :  on  ajoutera  pour  cela  un  nombre  convenable  de 

3 
zéros,  si  cela  est  nécessaire.  Ainsi,  pour  avoir  ^  o,3  à  moins 

3  ,  3 

de  j^^  on  prendra  ^  3oo  000  qui» est  67,  d'où  V/o,3  =  0,67. 

De  même  (/S» 7  à  moins  de  -^  se  trouve  en  prenant  \/  6700 

qui  est  18,  et  Ton  a  1,8. 

s  s 

£nfîn,  V^3, 2178a  moins  de-j^est  =  ~  ^/32i7  =r  i,5. 

3®.  Si  le  nombre  proposé  est  entier»  on  se  contentera  de  pla  - 
cer,'  près  de  chaque  reste,  une  txanche  de  trois  zéros,  jusqu'à 
ce  qu'on  ait  obtenu  le  nombre  dç  chiffres  déciaiaux  qu'on  dé- 
sire (*)• 

"3  .        ■ 

Voici  le  calcul  pour  i/477- 


(*)  Le  calcul  devient  très  long  lorsque  la  racine  est  un  grand  nombre  :  mais 
on  peut  en  abréger  la  partie  la  plus  pénible,  qui  est  la  recherche  des  diviseurs, 
destinés  à  donner  pour  quotiens  les  chiffres  consécutifs  de  cette  racine  :  ap- 
pliquons le  procédé  à  la  racine  de  477.  Supposons  qu'on  ait  déjà  trouvé  la 
partie  7,8  de  cette  racine,  et  qu'oi>  veuille  pousser  Tapproximation  plus  loin  : 
îl  faudra  faire  3  x  78*  ;  mais  on  a  déjà  formé  la  quantité  (3<i»-f-3<z&+6^}  6 ,  en 
faisant  a  =  7  dixaines  ,6  =  8  unités  ,  et  Ton  veut  trouver  Sa''  =  3  (a  -)-  £)* 
=  3  (a'  -f  aflft-4-  6'  ),  quantité  qui  surpasse  3a»  -^Sai  -{-  ft»  de  Zah  -^  ib^. 
Ainsi,  à  1 644  {  ^^^  représente  le  1  ^^  trinôme,  il  faut  ajouter  3a&,  ou  1 68  dixaines, 
et  ih*  ou  deux  fois  64*  Ce  calcul  est  indique  ci-après.  Une  fois  le  diviseur 
trouvé,  on  obtiont  aisément  le  chiflVe  des  centièmes  et  le  reste,  puis  le  diviseur 
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f  7»8^33c 


i8a5a 
1340.00                           (^        r68               a34 
i3i5  5a  64 __i 

a^  480.00  16444         1827541 

6  ao4  5go.oo* 
etc. 

3  3 

On  trouve  ^/  2  =  i  ,^5992 1 ,  4/3  =  1 ,44^249* 

4*'.  La  racine  cubique  d'une  fraction  se  trouve  en  prenant 

3 
celle  de  chacun  de  ses  deux  termes  :  |/  •^  =  |.  Mais  si  ces 

termes  ne  sont  pas  l'un  et  l'autre  des  cubes  exacts ,  on  prouve, 
comme  n*65,  que  la  racine  est  incommensurable,  et  qu'on 
n'en  peut  avoir  qu'une  valeur  approchée.  Si  le  degré  d'approxi- 
mation est  donné  d'avance ,  on  opérera  comme  il  vient  d'être 
dit  I*.  ; 

'     V/fàmoin8def€st=it/(fXa7)  =  TV'(«ot), 

valeur  comprise  entre  f  et  i ,  qui  sont  les  résultats  demandés. 

Mais  si  l'approximation  doit  demeurer  arbitraire ,  on  rendra 

le  dénominateur  un  cube  exact ,  et  l'on  approchera  de  la  racine 

^  s  3  3 

du  numérateur.  Pour  4/^,  on  prendra  7  V/(5x49)  ^=y\/'i^S 

=^X6,a573  =  o,8939.Demcmel/(i7f)ouï/^est|l/477 

=  ^X  7,81339=2,604463 

Nous  ne  dirons  rien  ici  sur  l'extraction  des  racines  quatrièmes, 
cinquièmes.. .  • ,  pour  lesquelles  on  trouverait  des  méthodes 
analogues  aux  précédentes  ;  mais  nous  ferons  observer  que , 
d'après  ce  qu'on  a  dit ,  n^  60,  lorsque  le  degré  de  la  racine  est  le 
produit  de  plusieurs  facteurs ,  elle  peut  se  décomposer  en  racines 
successives  de  degrés  n&oindres.;  Ainsi  de  12  =  2  X  21 X  3,  on 
conclut  que  la  racine  douzième  revient  à  deux  racines  carrées 

-  W       ■  I  ■   III  I  iiii  I  I      I    I  I  I      I  I  II  I   I    I     I      >■ 

subséquent  par  le  même  procédé,  etc. 


% % 


1340.00  I        16B 1680 

i3i5  Sa  l. 64  .a  fois.     ia8 

a4  480.00       16444  X  8        i8a5a  =  3,78' 


1^  iJMT|P4i)ÈTfl2<lp. 

la 

et  une  vacine  çubkpe.  Pour  |/  ^44  i4<^  ^^^y  ^°  ifendra  d^a^ 
bord  la  racioe  cubique  mi  est  625,  pms  V^Gafi^qi^i  est  25,  enfin 
|/  25  =  5y  qui  est  la  jcacme  douzième  cheiciiée.  L'extraction 
des  racines  çstuneopëi^tion  trèspénibley  fti^l^  qm  sera  bientôt 
rendue  facile ,  parles  belles  propriétés  de^i  Ic^gaivthmes  (n^67). 

IV.  Des  rapports. 


TT 


D/es  Équidifférerwes  et  PmpQf^içnB. 

•70.  On  oompfuris  les  ipwdcws  squ3  deits:  points  d^  vAne,  isn 
cherchant  y  ou  l'excès  de  Tune  sur  iWtre ,  ou  le  nombre  de  ibis 
qu'elles  8^  contiennent  inutuellemeat.  JjÇ  ré^Uajt  de  cette  corn-* 
parpiisotn  s'obtient  par  Ujoe  spustri^ctipn  ^ans  le  pi^çmef  çfif  « 
et  par  nne  division  dans  le  second.  On  nomme  Raison  Pii  Asp- 
jp(irt,d^4efli;xnq?p>rcs  le  quotient  qu'on  trouve  en  d^yjsafttl'uii 
par  l'autre.  C'est  aikisi  que  3  est  le  rapport  de  ,12  à  4  »  puisque  3 
est  le  quotient  de  1 2  ;  4-  ^^  pourrait  également  dire  que  le'rap- 
port  d^iai4^iV<^j9  pijibqtt^îl  est  i^pd^rent  Âfi  dure  qute  le 
premier  des  nombres  est  triple  du  secouji ,  ou  qu^  cèlui-rci  est  le 
tiers  de  ra^txe*  Nous4:oiiTiendn)Ds  ài'are&ir  dedivi«eriepre^ 
imerjioniboè  énoncé  par  le  seobndf^ 

l(e  pvemkir  tenne  d'unciappoct  e^^t  VAméoéâqnt,  le  seco^-esft 
le  Conséquent. 

On  sait  (■^4)  V^^  difféç^iGe  de  deux  Bonlwes .demeure U 
même  lorsqu'on  les  augmente  oudiminiiejdejia.mêmeqiiaiitilié, 
et  qu'on  ne  dbange  pas  un  nppoct  {  n^  i5)  en  mult^Uant  ^u 
divisant  ses  deux  termes  par  un  même  nombre 

12  —  5  =  13—6=11  —  4;  f|=i^  =  |. 

Il  est  aisé  d'attacfaer  un  se|p^  net  au  rapport  des  quantités  ir- 
rationnelles ,  pi^squ'eU^?  n'entrent  dans  le  calcul  que  comme 
représentant  Içurs  valeurs  approchées  (n^  63).  Du  reste,  ce 


rapport  peii^  qu^qucffus  être  çomoiueii^iirfiile  :  aioM, 


9^ 


7 1 .  Lorsque  ||l  différence  ^ntre  ^eupi  iai:iiiihi^i?^  teU  que  i  o  e4  8 
est  la  ^îême  qu'entre  deux  autres  g  et  5|  i^es  qua^tre  qiouMtites 
formant  ^pe  Éçuidîfférençe ;  lo  -*-  8  =  7  *«-  5.  (jj«Mid  le  irâp-' 
port  de  deux  nombres  est  le  même  que  celui  de  deux  autres,  ces 
quatre  quan|tite'sformçut  uiiePrcpar/z4?n^*  eUerâmlif  deiV^- 
Uiéd^  deux  rapports  :  aoet  i  o,  au^  ))|en  qu^  ]4ét  7,  oait  2  pour 
rapport  ;  pn  a  donc  ipe  proppr tioti  entre  ao ,  i  o  ^  1 4  et  7,  qu'oé 
écrit  ainsi  20  :  10  ;;  i4  •  7t  et  qu'on  énoiiQeao  e^tà  tocommé 
i4  e^/  à  7 .  On  pf^uf  aussi  l'indiquer  ainsi  -f  =?=  ^^^  Lorsque  nous 
préféreroi^s  celte  deri^erie  notation ,  ce  qui  arrlTera  le  plus  sou- 
vent,  nous  lui  çon^^rvero^s  l'énoncé  reçu  :  20  «st  à  10  comxnç 
i4  est  à  7  ;  et  npnpi^  99  divisé  par  10  égalé  i4  ^Vi^é  par  7, 
quoique  ces  locutions,soieipi;t^qili?alentes. 

Les  termes  20  et  7  sont  lei^  Escu^mes,  lo  et  j4 les  Moyenê 
de  la  proportion. 

Loràquç  les  deux  nioyens4Qnkté|^jUi;:^<i^^^^^  on  dit  que  la 
Propjoriipnest  Contijf^  :  teUe est ]ia atiivaiilÊ  «6  :  a4  C !  a4  *  36, 
qu'ofi  écrit  ainsi  fr  i^  l  24  l  36.  Le  ^«ond  terme  se  nonsime 
Moyen  prçpjtfiiionnel,  ■  ^\ 

Il  est  visible  que  l'idée  la  plus  générale  qu'ob  puisse  se  faire 
de  la  mesure  des  grandeurs  (n*  36) ,  consiste  à  avoir  leur  rap^ 
port  aifec  l'unité  de  leur  espèce.  Ainsi ,  lorsqu'on  dit  qu'une 
chose  est  z=r  ^ ,  ou  est  cinq  fois  le  septième  de  l'unité ,  cela  re«- 
vient  â  dire  que  le  rapport  de  cette  grandeur  à  l'unité  est  le 
mèiiie  que  celui  de  5  à  7.  De  même  (n^63)  on  mesure  l'incom- 
mensurable \/  7,  en  remplaçant  son  rapport  avec  l'unité  par 
céhii  de  deux  nombres,  tels  que  i3  et  5,  qui  donnent  la  pro- 
portion inexacte,  mais  approchée,  {/  'j  l  i  II  i3  l  S. 

7  2 .  Suivant  que  les  restes  de  deux  soustractions  1 0—^8  et  7 — 5 
sont  ^au:|  ou  inégaux  ,  ils  le  seront  encore  après  leur  avoir 
ajouté  la  somme  8«^5  des  quantités  soustractives;  ce  qui  donne 
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io+5et  7+8.  Donc^,  lorsqu'on  a  réquidiffëlrence  10—8=7—5, 
la  somme  des  extrêmes  est  égale  à  celle  des  moyens^  et  réciprO' 
quement  si  i  o + 5=r  7  +  8 ,  on  a  l'équidifférence  i  o — 8=7 — 5 , 

Il  est  donc  bien  aisé  de  trouver  un  terme  d'une  équidiffe'rence 
connaissant  les  tibis  autres  termes^  car  soit  demande'  le  qua- 
trième terme  x^  les  trois  premiers  étant  10,  8  et  7  ;  puisque 
l'inconnue  x^  augmentée  de  10,  doit  être  =  8  -f-  7,  il  faut 
(n* 4 )  q^^c a:  =  8  +  7  —  10  =  5;  on  a  donc  l'équidifférence 
10  —  8=7  —  5. 

Soient  pareillement. deux  rapports  |  et  ^  :  pour  juger  s'ils 
•sont  égaux  ou  inégaux ,  il  faut  les  multiplier  par  8X7  produit 
des  dénominateurs,  on  a  6  X  7  d'une  part,  et  i4  X  3  de  l'autre. 
Donc,  si  l'on  a  quatre  nombres  en  proportion  6  t  3  ::  i4  t  7  9 
le  produit  des  extrêmes  est  égal  à  celui  des^ojrens. 
'~  Réciproquement,  si  l'on  a  quatre  nombres  6,  ,3,  i4  et  7 ,  tels 
que  les  produits  6X7  et  3Xi4  ^^  trouvent  égaux,  on  en  con— 
dura  l'égalité  de  leurs  rapports  j  ou  la  proportion  6:3::i4!79 
ou  =  I  =  ^  :  donc  on  peut  toujours  former  une  proportioii 
avec  les  facteurs  de  deux  produits  égaux. 

1*.  Le  produit  des  moyens  devient  un  carré ,  s'ils  sont  égaux. 
Donc  le  moyen  proportionnel  entre  deux  nombres  est  la  racine 
carrée  de  leur  produit.  Entre  3  et  12,  le  moyen  proportionnel 
est  |/  (3  X  12)  =6^  savoir  TT  3  :  6  :  12.  Réciproquement  si  l'on 
a  6*  =  3  X  1 2  y  on  pojpra  former  la  proportion  continue 

H3:6:i2. 

2?.  Si  une  proportion  renferme  un  terme  inconnu ,  telle  que 
6  :  3  ::  14  2  ^;  comme  trois  fois  i4  doitétre  égal  à  six  fois  Tin* 
connue,  elle  est  (n^  5)  le  quotient  de  3  X  i4  divisé  par  6, 
ou  ^=  7  ;  donc  6  !  3  :t  i4  I  7*  En  général,  Tun  des  extrêmes 
se  trouve  en  dii^isant  le  produit  des  moyens  par  V  extrême  connu. 
Si  l'inconnue  était  un  moyen ,  on  diviserait  le  produit  des  ex- 
trêmes par  le  moyen  connu. 

3^  On  peut,  sans  détruire  une  proportion ,  faire  subir  aux 
divers  termes  qui  la  composent  tous  les  changemens  qui  con- 
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duisent  encore  àdpiuier  le  produit  des  extrêmes  e'gal  à  celui 
des  moyens. 

Ainsi  pour  6 :  3  ::  i4  :  -^ ,  qui  donne  6  X  7  =  3  X  i4,  on 
peut 

I.  Déplacer  les  extrêmes  entre  eux ,  ou  les  moyens  entre  eux 
(ce  qu'on  désigne  i^x  Alternando)\  ainsi. 


6 

ou  7 
ou  7 


14  ::    3:7 

3  ::  i4  :  6 

«4  ::    3  :  6. 


II.  Mettre  les  extrêmes  à  la  place  des  moyens  (ce  qu'on 
nomme  Invertendo), 

3  :  6  ::  7  :  14. 

m.  Enân  >  multiplier  ou  diviser  les  deux  antécédens ,  ou  les 
deux  conséquenS;  par  le  même  nombre  (n^  70). 

73.  En  appliquant  le  théorème  du  n®  38,  4*?  ^  la  proportion 
3o  :  6  ::    i5  :  3,ou^=if,  on  trouve 

3o  ifc  i5__  i5        3o+  i5 3o  —  i5 

(  6i:3   ""T*  ^^"6HhT""~  6-.  3~- 

Si  l'on  fait  le  produit  des  extrêmes  et  celui  des  moyens  , 
les  produits  communs  à  l'un  et  à  l'autre,  peuvent  être  suppri- 
més,^ et  il  reste  les  quantités  3o  X  3  et  i5  X  6,  égales  d'après 
la  proportion  donnée. 

Donc,  1®.  la^ somme  ou  la  différence  des  antécédens  est  à 
celle  des  conséquens ,  comme  un  antécédent  est  à  son  censé'' 
quent,         •  • 

,    a**.  La  somme  dts  antécédens  est  à  leur  différence^  comme  la 
somme  des  conséquens  est  à  leur  différence, 

3*.  Soit  une  suite  de  rapports  égaux  -S  =  -^  =  ^  =s  |f ,  on 

64-io  +  i4  +  3o       i4      3o     ,  ,  .     , 

aura  -= = J-; — -z  =  --^  =5  -=  ;  donc ,  dans  toute  suite  de 

34.  5  4-  7  4-i5        7        i5 

rapports  égaux  y  la  somme  desantéèédens  est  à  celle  des  consé-* 

quens,  comme  un  antécédent  est  à  son  conséquente 

T.  L  7 


^  < 


^  ARirHHériQtrs. 

'4^.  Si  Ton  ren¥«if9e  la  propoiticm  donnée^  on  a  3o  :  1 5  :  :  6 1 3^ 

d'où-^]T..  =^  {Cemponendo j  Dividendo). 

74.  On  /?ci/l  multiplier  deux  proportions  terme  à  terme. 
En  eflPct,  So  m5  :!  6  t  3.  ei  a  :  »  ::  4  : 6  donnent  tes  fwictions 
égales  fl  s=  I ,  et  1 3==ï  |;  on  trouve  ;  «s  les  multipliant .....  ^ 

3oX2:  i5x3  ::6x4:3  x6. 

Donc  9  on  peut  élever  les  termes  d^  une  proportion  au  carré,  au 
cube,  et  par  conséquent  on  peut  aussi  en  extraire  la  racihe 
carrée,  cubique, . .  * 

Des  Règles  de  Trois. 

75.  Lorsque  les  élémens  d'un  problènx^  peuvent  former  une 

proportion  dont  l'inconnue  est  le  dernier  terme ,  un  calcul 

mmple  (a^  72  y  ft^.  )  donne  la  valeur lîe  ce  termie  :  c'ett  ce  f  u'ou 

nomme  une  Regk  de  trois^  Ainsi  3o  ouvriers  ont  fait  ao  mètres 

d'ouvrage;  combien  ai  ouvriers  en  feraien(-ils  dans  le  même 

temps  ?  Accordons ,  pour  un  moment ,  que  les  conditions  de  cette 

question  soient  exprimées  par  la  proportion  3o:2o:;ai  :x, 

en  désignant  par  x  \t  nombre  de  mètres  demandé  ;  on  en  conclut 

îio  ^^  ^,\ 
que  cette  inconnue  x  =  «— 5 — ^  =14. 

V  •  ■  ■ 

Lorsqu'on  veut  résoudre,  à  Taide  d^une  règle  de  ttois,  une 
question  proposée ,  il  est  nécessaire  de  s'assurer  si  la  solution 
peut  dépendre  des  proportions  ;  après  quoi  il  ne  reste  d'autre 
difficulté  qu'à  placer  les  nombres  contenus  dans  la  question ,  aux 
irangi»  qui  leur  conviennent  dans  la  proportion. 

On  reconnaît  que  la  solution  d'une  question  dépend  des  r^les 
de  trois  y  lorsque  l'énoncé  est  formé  de  deux  périodes  :  les  dettt 
termes  de  la  première  étant  Homogènes  respectivement  à  ceux 
de-la  seconde  ^  c'est-à-dire^  de  même  nature  deux  à  deux;  et  que 
de  plus  ces  deux  termes  peuvent  être  multipliés  ou  divisés  par  le 
même  nombre  »ans  ahèrer  la  soluUon. 

Ainsi 9  dans  notre  problème,  3o  ouvriers 
et  21  ouvriers   sont  homogènes,   et  Ton   ^^**''     ?***** 
pourrait  multiplier  ces  deux  nombres  par 
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4  OE  piBtr  3.  •  • . ,  sans  y  rien  changer.  Si  Ton  disait ,  par  exemple, 
60  ouvriers  ont  fait  20  mètres ,  combien  ^1  en  feraientrik?  Cette 
question  aurait  visiblement  la  même  solution  que  la  première. 

Au  contraire,  le  temps  qu'une  pierre  emploie  à  tomber  n'é- 
tant pas  double  lorsque  la  hauteur  est  double  ;  i|n  tonneau  n'em- 
ployant pas  à  se  videp  un  temps  triple,  lorsque  sa  capacité 
est  triple,  ces  élémens  ne  peuvent  faire  partie  d'une  règle 
de  trois. 

76.  Après  avoir  reconnu  que  la  solution  d'un  problème  peut 
èixt  donnée  par  uue  proportion ,  il  s'agit  d'assigner  à  chaque 
terme  le  nag  qu'il  y  doit  occuper.  Le  quatrième  et  le  troisième 
sont  d'aboid  l'inconnue  et  son  homogène,  qui  seul  peut  lui  être 
comparé'.  Le  second  rapport  étant  ainsi  une  fois  établi,  il  reste  à 
former  le  premier^  lequel  est  composé  des  deux  autreis  nombres 
compris  dans  le  problème,  et  honM^ènes  entre  eux.  Or^  la  ques- 
tion bkt  connaître  lequel  doit  être  le  plus  grand  des  deux  termes 
d^  posés ,  c'est«i<-dirê  de  l'inconnue  et  de  son  homogène  ;  €ty 
comme  les  antacédens  doivent  être  ensemble  plus  grands  l'un  et 
l'autre,  ou  moindres  que  leurs  conséquens,  il  est  facile  de  dé- 
cider lequel  de  ces  deux  termes  homogènes  qui  restent  à  placer 
•doit  occuper  le  premier  ou  le  second  rang. 

Âinâ,  dans  la  question  précédente,  après  avoir  posé  20  mè- 
tres :  X  mètres,  on  voit  que  ai  ouvriers  doivent  faire  moins 
d'ouvrage  que  3o,  et  que  le  conséquent  x  est  <C  20  ;  donc,  des 
deux  nombres  3o  et  3i  qui  restent  à  placer ,  3o  est  le  premier, 
et  l'on  a  3o  :  !ii  ::  20  :  ar. 

Les  deux  exemples  suivans  éclaircirbut  ceci. 

Un  ouvrage  a  été  fait  en  5  jours  par  57 
ouvriers;  combien  faudrait^  de  jours  à  19     ,^  ^"^'    ^J**""* 
ouvriers  pour  faire  le  même  ouvrage?  Puis- 
qu'on pourrait  prendre  deux  ou  trois  fois  plus  de  jours  et  au- 
tant de  fdijti  moins  d'ouvriers ,  la  question  dépend  des  propor- 
tiouA.  On  pilju^ra  d'abord  5  jours  :  x  jours;  et  comme  il  faut 
plus  de  jours  à  19  ouvriers  qu'à  $7  pour  accomplir  la  même 
tâche,  leconséqueut  x  est  ^  que  5  ;  57  est  donc  le  conséquent  du 
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premier  rapport,  ctTon  a  tgouv.  :  67  ouvr.  '.:  Sjours  :  or  jours 

5.57         -, 
X  == =  1 5  jours. 

11  a  fallu  6  mètres  d'une  étoffe  large  de  \  pour  couvrir  un 
ineiible  ;  combien  en  faudra-t-il  d'une  étoffe  large  de -3  ?  Quoi- 
qu'ici  les  quatre  ternies  soient  des  mètres,  on       . 
reconnaît  que  les  uns  expriment  des  longueurs       \     6  met. 
et  les  autres  des  largeurs,  et  que  6  mètres  et       \    x 
l'inconnue  sont  les  deux  homogènes.  Ainsi ,-  la 
proportion  est  terminée  par  6  mètres  !  .r  mètres.  Or,  il  faut 
moins  de  longueur  à  l'étoffe  qui  est  la  plus  large  ;  Comme  ^  ^  f  > 
pn  a  x  ^  6  ;  ainsi  |  est  l'antécédent  du  premier  rapport^  et  l'on 
trouve^  :  p.:  6:  or,  d'où  j:  =  6x|  X|  =  6  J. 

.77.  Quoiqu'il  soit  toujours  facile  de  faire  ce  raisonnement, 
en  l'évitant  on  donne  plus  de  rapidité  au  calcul.  On  distingue 
deux  sortes  de  Rapports;  le  Direct  y  formé  de  nombres  qui 
croissent  ou  décroissent  ensemble  :  l'un  décroît  au  contraire 
quand  l'autre  croit ,  dans  le  rapport  Inverse.  Les  3o  ouvriers 
et  20  mètres  de  la  première  question  sont  en  rapport  direct, 
parce  qtxeplus  il  y  a  d'ouvriers  ^  et  plus  ils  font  d'ouvrage.  Dans 
la  seconde,  au  contraire,  67  ouvriers  et  5  jours  sont  en  rapport 
inverse,  parce  qaeplus  il  y*a  d'ouvriers,. et  moins  on  doit  les 
employer  de  jours  pour  fair^e  un  ouvrage. 

Lorsque  les  termes  d'une  question  sont  en  rapport  direct,  et 
que,  dans  l'énoncé,  les  termes  homogènes  se  présentent  dans  le 
même  ordre  dans  les  deux  pâriodes  de  la  phrase ,  ces  termes 
conservent  leurs  rangs  dans  la  proportion.  Ainsi  3o  ouvriers 
ont  fait  20  mètres  d^ouvi'agé,  combien  21  ouvriers  en  feraient- 
ils?  On  pose  3o  :  20  ::  21  :  ar.  Si  l'on  eût  énoncé  ainsi  la  ques- 
tion; 20  mètres  ont  été  faits  par  3o  ouvriers,  combien  21  ou- 
vriers en  feraientr-ils  ?  les  termes  homogènes  ne  seraient  plus 
dans  l'ordre  voulu  ;  ils  ne  s'y  présentent  dans  les  mêmes  rangs 
qu'ils  doivent  occuper  dans  Is^  proportion,  qu'autant  qu'en  po- 
sant la  question ,  on  donne  le  même  ordi'e  aux  termes  homo- 
gènes dans  les  deux  périodes  de  l'énoncé. 
.  Mats  si  le  problème  a  ses  rapports  inverses ,  les  termes  doî- 
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veiit  procéder  en  sens  opposés  dans  la  proportion ,  de  soi'te 

que  le  dernier  des  noipbres  énoncés  soit  écrit  le  premier, 

Favant-dernier  le  second ,  etc. ....  ;  V inconnue  étant  toujours 

à  la  quatrième  pléice  (*).  , 

Un  homme  a  fait  une  route  en  8  jours,  mar-   „  ^ 

i  .  j  T  Heures.    Jours. 

chant.  7  heures  par  jour;  combien  eût-il  mis        7  8 

de  temps  s'il  eût  marché  10  heures  par  jour?       '**  ^ 

Règle  inverse,  parce  qu'en  marchant  plus  d'heures  par  jour  ^ 
il  faut  moins  de  jours  pour  parcourir  la  même  distance  :  ainsi 

10  ^7  ::8:ar  =  5|. 

Voici  quelques  exemples  des  règles  de  trois  : 


{*)  On  peut  éditer  Femploi  des  proportions ,  dans  tous  ces  problèmes  ,  en 
l'éduisant  à  Vunité  Vun  des  deux  termet  de  la  première  période  de  l'énoncé  :  c^est 
ce  qu^on  fait  en  multipliant  les  deux  termes  de  cette  période ,  quand  ils  son^ 
en  rapport  inverse ,  et  divisant  Fun  par  Pautre  quand  ce  rapport  est  direct.. 
£n  voici  des  exemples, 

i^>^  CAS.  Bègles  directes.  On  divise  Tun  des  termes  de  la  première  période 

par  Tautra^  et  lV>n  remplace  ce  dernier  par  i.  Dans  la  première  question  , 

3o  ouvriers  font  20  mètres ,  etc. ,  cpmn^e  moins  on  a  d^ouvriers  et  moins  ils; 

ao 
fentd^ouTrage,  on  posera  :  si  un  ouvrier  fait  ^mètres ,  combien  ai  ouvràeMt 

'  '  ao 

en  feront-ils?  Evidemment  ai  fois  davantage,  ou  x=  -  x  aii  =■  14  > 

a®  CAS.  Règles  directes.  On  multiplie  Pun  par  Tautre  les  deux  termes  de  la 

première  période ,  et  Ton  remplace  par  i  celui  des  deux  qu^on  veut.  Dans  lc| 

a®  problème,  5  jours  ont  suffi  à  57  ouvriers,  etc.,  comme  moins  on  emploie 

d'ouvriers  et  plus  il  faut  de  jours  pour  faire  le  travail ,  on  peut  prendre  67 

fois  plus  de  temps  et  un  seul  ouvrier ,  savoir  :  un  seul  bomme  a  employé 

57  X  5  jours  ,  combien  rg  ouvriers  mettraient- ils  de  temps?  19  fois  moins j^^ . 

57  X  5       a85         -  ! 
ou  or  =    ^      1    =  — r-  =  i5  jours. 

Dans  tous  les  cas ,  le  terme  qu^on  doit  réduire  à  Piinité  dans  la  première 
période,  est  celui  qui  est  homogène,  ou  de  même  espèce  que  le  terme  donné* 
dans  la  deuxième  période.  On  fera  bien  de  beaucoup  sVxercer  â  cette  sorte 
de  raisonnement  :  les  questions  énoncées  dans  le  texte  seront  résolues  par  ce 
procédé.  On  en  trouvera  un  grand  nombre  d'applications  dans  le  Recueil  des 
problèmes  de  M,  Grémilliet,  ainsi  que  de  toutes  les  règles  d'Arithmétique  : 
cet  estimable  ouvrage  est  très  utile  pour  forme;*  les  jeunes  gens  au  cakvL 
numérique,. 
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I^  Si  17  marcs  5  onces  4  gros  d'argent  ont 
coûté  86g  livres  1 5  sous  6  deniers ,  combien       in  '      869 
coûteraient  i4  marcs  3  onces  2  gros -^  ?  Règle       '^  ^ 

directe;  donc 

17»  5«  4«'  :  869  lit.  i5  s.  6  den.  t:  i4'^  3*  28'  f  :  x  liv. 

On  simplifie  le  calcul  (n*»*  58,2*»  et  70)  en  multipliant  les  dciix 

antécédens  par  16;  et  l'on  a  283~  :  869^  iS'ô^  ::  23o«»  &»  :  x. 

On  trouve  x  =  708»  1 6«  i  *  ^. 

II.  6  escadrons  ont  consommé  un  magasin  ^     .         , 

-       1,.       j     .  Escadr.       Jours. 

de  fourrage  en  54  jours;  en  combien  de  jours     6.  54 

9  escadrons  Teussent-ils  consommé  ?  Règle  in-     ^  * 

verse,  d*où  9  :  54  ::  6  :  0?=  36.  * 

m.  Un  vaisseau  a  encore  pour  lo  jours  de  ,  _ 

.     ,  ^  Jours.        Ration. 

Vivres;  mais  on  veut  tenir  la  mer  encore  i5     ro  1 

jours  :  à  quoi  doit  être  réduite  chaque  ration?     *^  ^ 

On  ne  trouve  pas  ici  quatre  termes  ;  mais  il  est 
évident  que  l'un  est  sous^entendu,  et  que  le  problème  doit, 
être  conçu  de  cetie  manière.   On  donnerait  la  ration    i   à 
chaque  homme,  s'il  fallait  tenir  la  mer  10  jours;  on'doit  ta 
tenir   i5  jours,    que  donnera-t^on?   Règle  inverse  :  ainsi 

i5  :  10  ::  I  :  X  ==z'^. 

IV.  Une  fontaine  emplit  un  réservoir  en  6  heures ,  une  autre 
en  5  heures  ^,  une  troisième  enfin  en  4  heures  f  ;  en  combien  de 
temps  ces  trois  fontaines,  coulant  ensemble  ,  empliront-elles 
ce  bassin?  Cherchons  quelle  portion  la  i'^*  fontaine  emplit  ea 

I  ^.  Si  en  6^  un  réservoir  est  rempli ,  quelle  portion  le  sera  en  t  *^  ; 
d'où  6  :  I  ::  I  :  x=  1-.  De  même  pour  Içs  deux  autres  fon- 
taines on  a  5  J  :  i  ::i:5r=i:5ir=^,4f  :i  m  :ar=^. 

Ainsi  ces  trois  fontaines  coulant  ensemble,  empliront,  par  heure, 
cette  fraction  du  bassin ,  r  +  A"f'-r7«ou-r*<4--^4--St.=sA. 
Donc ,  si  les  f  d'un  réservoir  sont  remplis  en  i* ,  combien  fau- 
dra-t-il  d'heures  pour  emplir  i  ?  La  solution  est  i  :  f  ou  |  s:  1 1. 

II  faudra  i  heure  |  pour  que  les  trois  fontaines  emplissent  le. 
même  bassin.  En  général ,  on  divisera  l'unité  par  la  somme  des 
fractions  du  réservoir  qu'emplit  chaque  fontaine  en  i*^. 
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^  RitgksdséPOiscQmpQsées.  Onrainène  souyeatauxpropor- 
tioQs  de»  queslion»  qui  renferment  plus  de  ti:ois  tevmes  dooQé9  * 
Il  fftiit  aIor9  qu'elles  soient  formées  de  deux  périodes  ^ui  cou- 
tieimeat  des  uombrei  homogènes^  »  deux,  à  dei|X  >.  et  variakie^ 
pFQpenùmnelkmem.  E^  voici  un  exemple. 

Si  20  hommes  oût  fait  160  mètres 
â^ourrage  ^à  i5  jours  ^  combien  3o 
hommes  en  fsraientH>U9  en  11  jours? 

Il  se  présentera  deux  cas ,  suivant 
que  les  t^mes  qui  ne  répondent  pas  à  l'inconnue  sont  en  rap- 
port dit^ct  ou  inverse.  Ici,  20  hommes  et  iS  jours  sont  eu, 
rapport  inverse  ;  cblx plus  on  emploie  d'ouvriers ,  et  moins  il  est 
nécessaire  de  tes  occuper  de  tenqis  pour  accomplir  une  méu^e 
tâche  ;  en  sorte  qu'on  peut  doubler,  tripler. . .  l'un  des  nombres, 
pourvu  qu'on  diyise  l'autre  par  %^  3..« ,  et  laquestion  reste  la. 
même.  Multiplions 50  hommes  par  i5,  et  divisons  i5  jours  par 
iS;  il  viendra  3oo  hoi^ines  et  i  jour  ;  de  même  multiplions 
3o  hommes  par  la,,  et  nous  aurons 
36o  hommes  et  i  jour.  La  question   Hi^mmes.   Mètres.   Jouw 

.  ,  3oo  100  I 

devient  donc,  si  3oo  hommes  ont        3^0  st         i 

fait  160  mètres  ea  un  jour ,  combien 

36o  hommes  en  feront-ils  eu  un  jour?  Le  terres  étant  le  même 
de  part  et  d  autre  y  il  est  inutile  d'y  avoir  égard,  et  (*)  on  a  U 
r^le  directe  3oo  ;  i6<^:;  36o  :  x  =  192^  mètres. 

Lofsquo  le  rapport  est  direct,  on   ^^^^    ^^^^^^    j^„^^ 
procède  différemment.  Par  exemple,        qo  160        i^ 

si  20  homn»w  ont  fait  160  mèti«s  en         ^  '^^ 

1 5  jours,  combien  faudra- t»il  de  Jours 
à  3o  hommes  pour  faire  192  mètres? 

Plus  il  y  a  d'hommes,  et  pltis  ils  font  de  mètres;  ao  hommes 


(*)  Cèit  même  à  la  réduction  de  ces  deux  nombres  à  Tégalité  que  l'on , 
doH  teadre.  On  Mimt  p«m  contenter  de  muHiplier  ao  et  diviser  i5  p^r  5  j  e 
éè  même ,  multipUer  3o  et  diviser  la  par  4  ;  ce  qui  aurait  réduit  les  iows». 
V$m4  noml^re  3  dans  let  deux  eai , 
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et  160  mètres  sont  en  rapport  direct.  Ainsi,  ajirès  avoir  mW- 
tiplie'  Tune  de  ces  quantités  par  a ,  3... ,  il  faudra  aussi  multi- 
plier l'autre  par  le  même  nombre.  Prenons  192  pour  facteur  de 
ao  hommes  et  160  mètres,  puis  160  pour  facteur  de  3o  hommes 
et  tOT,  mètres ,  il  est  clair  que  le  nombre  des  mètres  (*)  sera  , 
dansies  deux  cas ,  192  X  160.  On  a  donc  cette  question  :  si 
ao  X  192  hommes  ont  fait  un  ouvrage  pn  1 5  jours,  combiende 
jours  seraient  3o  X 160 hommes  àfairece.même  ouvrage?  CeUe 
règle  est  inverse  et  l'on  4 

'  ^         V  '  20,  iqifiS 

3qX  160  m5  ::2oX  19a  :ar  =  .^^^^g^    , 


ou 


X 


2.1Ç)2.5         Igg 

t .  160  "~  i6  '"' 


I!2. 


On  raisonnera  de  même  dans  tout  autre  cas  :  le  2®  de  ces  pro-; 
blêmes  peut  servir  de  preuve  à  Inexactitude  du  i**  calcul;  et, 
en  général,  en  renversant  le  problème ,  on  fera  la  preuve  de 
l'opération.  Voici  encore  un  exemple  assez  compliqué. 

Si  4o  ouvriers  ont  fait  3oo  mètres  en  8  jours,  en  travaillant 
7  heures  par  jour,  combien  5 1 
ouvriers  seraient-ils  de  jours  à    Hommes.  Mètres.  Jours.  Heures. 

faire  4^9  niètres  en  travaillant        Si  459        i:         6 

6  heures  par  jour? 

On  verra  d'abord  que  les  ouvriers  et4es  heures  sont  en  ra^pr: 

port  inverse  ;;  on  mettra  donc  4o  X  7  heures  d'une  parC^  et 

5i  X  6  heures  de  l'autre ,  durant  une   „ 

,  .1         '      1*       «  1  Hommes.   Mètres.    Jours. 

heure ,  ce  qui  donnera  heu  a  la  ques-r      40  x  7       3ûo  8 

tion  indiquée  ci-contre ,  et  qu'il  est        '"^^      4^  ^ 

inutile  d'énoncer. 

Les  heures  et  les  mètres  sont  en  rapport  direct;  on  fera 

donc  4^9  multiplicateur  des  termes  de  la  première  période ,  et 


(*)  On  aurait  remp]!  le  mè,me  but  avec  un  facteur  plus  simple  que  19a;;  * 
Toyes  ce  <iu'on  a  dit  pour  la  réduction  au  même  dénominateur  (  p>  49)  9  ^<^^ 
arons  pris  ici  199  ^  pour  mieux  faire  conceyoir  la  conséquence  qui  suif. 


r 
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3oo  celui  de  la  seconde  ;  ce  qui  re'duira 


Hommes.     Jours. 


le  nombre  des  mètres  à  être  le  même' de  ^oxn  x 459      8 

part  et  d'autre.  On  aura  une  règle  de  5ixox3oo      x 

trois  inverse,  qu'on  posera  ainsi 

5 1  X  6  X  3oo  :  8  :  :  40  X  7  X  459  :  a:  =  -^g  j  ^6  3oo  ' 

On  peut  même ,  avant  d'effectuer  le  calcul ,  supprimer  le  fac- 
ILeur  3,  dans  3oo  et  6,  puis  9  dans  4^9;  d'où  ^    . 

4oX7X5ix8        4x7x4 

JP  =  X-p i ^   =   ^ '- ^  =  11,2. 

5i  X2X  ïoo  10 

On  peut  encore  éviter  ces  divers  raisonnemens ;  car,  en  lés 
reproduisant  sur  chaque  terme ,  comparé  à  l'inconnue,  on  voit 
que ,  lorsque  le  rapport  sera  direct,  le  terme  devra  changer  de 
place  ayeç  son  homogène;  tandis  que  s*  il  forme  un  rapport  in- 
verse, on  le  laissera  ou  il  est.  Enfin,  on  multipliera  tous  les 
nombres  contenus  dans  chaque  ligne,  et  Von  égalera  les  produits 
entre  eux.  Ainsi,  dan?  la  dernière  question,  les  ouvriers  et  les 
jpurs  sont  en  rapport  inverse ,  ainsi  que  les  heures  et  les  jours  ; 
mais  les  mètres  et  les  jours  forment  un  rap-        /     /^     8 
port  direct  :  pn  changera  de  place  seulement        5j  xSooxxxo 
3poet459;  onformeraleproduitdesnombrès 
contenus  dans  chaque  ligne,  et  égalant  il  viendra  4o  X  459X8X  7 
=5iX3oox6xar,  ce  qui  donne  U  même  valeur  que  çi-devantt 
en  effet ,  l'inconnue  sera  le  quotient  (n*»  5)  de  4p  X  4^9  X  ^  X  7 
divisé  par  5ï  x3ooX 6.  % 

Cette  opération  peut  même  s'appliquer  aux  règles  de  trois 

simples. 

79.  Rhgle  de  soùiété.  Trois  associés  ont  mis  dans  le  com- 
merce, l'un  12000  fr. ,  l'autre  8000  fr. ,  letroisième  4ooofr.  Ils 
ont  gagné  543o  fr. ,  on  demande  de  partager  ce  gain  à  raison  de 
leurs  mises. 

La  sotnme  totale  24000  fr.  a  rapporté  543o  fr.  On  fera  donc 

f:e8  trois  proportions  : 


o6 
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!m{ooo  :  5430  OU  !»4oo 

34o<^ 


543 

543:: 

643  :: 


âoQO  l  s  fsst  1810 
4oQQ  l  xzss   goS 


On  voit  que  la  totalité  des  misés  est  à  celte  des  bénéfices, 
comme  eha^im  mise  particulière  est  au  bénéfice  qui  lui  est 
échu.  La  aoiame  des  bénéfices  doit  reproduire  543o. 

Soit  encore  proposé  le  problème  suivant  : 

Trois  négocîans  ont  mis  dans  le  commerce ,  savoir,  Pun 
10  Qoo  fr.  pendant  7  mois ,  l'autre  8000  fr.  pendant  5  mois ,  le 
troisième  4ooo  fr.  pendant  20  mpis  ;  on  demande  quelle  est  la 
part  de  chacun  dans  le  bénéfice  de  iSoofr. 

On  remarquera  que  les  mises  et  les  temps  sont  en  rapport 
inverse  :  en  les  multipliant  respectivement ,  on  retombe  sur 
une  règle  de  la  première  espèce.  L\in  des  associés  est  supposé 
avoir  mis  70  000  fr. ,  le  second  ^o  oop  fr. ,  le  dernier  80  000; 
les  temps  sont  égaux.  On  trouvera,  par  là  règle  précédente, 
55afr.,63...  3i5fr.,79...63ifr.,58...  pour  les  gaii^ respectif. 

Si  Ton  cherche  d'abord  le  bénéfice  que  rapporterait  une  mise 
de  1 00  fr. ,  on  pourra  poser  aussi ,  pour  ^chacune,  cette  propor- 
tion :  si  loofr.  rapportent  un  tel  bénéfice,  quel 'est  celui  qui 
estdûi  une  telle mbe?  Le  i*' terme,  oudiviseur,  est  100  dans, 
cette  règle  de  trois.  Ainsi  toutes  ces  proportions  seront  plus  £»«• 
ciles  à  résoudre ,  ce  qui  sera  surtout  utile  lorsqu'il  y  aura  un 
g;ra'nd  nombre  de  sociétaires ,  puisqu'on  est  conduit  à  autant 
de  règles  de  trois  qu'il  y  a  de  parts  à  faire. 

80.  Règle  St intérêt.  On  a  pour  but  de  trouver  la  somme  due 
pour  de  l'argent  prlté ,  sous  certaines  conditions.  Cet  intérêt  se 
stipule  de  deux  manières  :  ou  en  indiquant  celui  que  porte  la 
somme  de  1 00  fr. ,  cc^  qu'on  désigne  par  les  mots  tant  pour  cent 
{  5  pour  cent  s'écrit  ainsi  :  5  p.  |)  ;  ou  en  fixant  la  sooame  qui 
doit  rapporter  un  franc  d'intérêt  ;  le  Denier  i4  signifie  qu^  i4 
francs  rapportent  i  franc. 

La  relation  qui  lie  ces  deux  manières  de  stipuler  l'intérêt  se 
trouve  par  ime  prèporûon.  Ainsi  le  denier  aS  équivaut  à  4  P*  o» 
|H]isque,  si  l'on  pose  cette  règle  de  trois,  a5  fr»  rapporten^^ 


# 
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I  fr. ,  ^itei  eat  fiméréi  de  loo  fr.  ?  on  trouve  4  f r.  De  même  le 
denier  2  revient  à  5o  p.  | ,  le  denier  20  à  5  p.  f. 

Pour  trouver  Tintérêt  de  54000  fr.  à  5  p.  |  par  an ,  on  pose 
cette  règle  de  trois  :  si  100  rapporte  5,  combien  rapporteront 
54000 fr.  ?  Le  4'  terme  est  54o  X  5  =  2700  fr,  ;  Tintérêt  est ,  à 
ce  taux ,  le  20*  du  capital. 

Souvent  rintërêt,  au  lieu  d^être  pris  pour  un  an,  Test  pour 
un  nombre  de  jours.  L'usage  du  commerce  est  de  fa^e  Tan- 
née de  360  jours X  ce  qui  simplifie  beaucoup  le  calcul:  car 
pour  trouver  l'intérêt  de  54000  fr. ,  à  5  p.  |  par  au,  pendant 
210  jours ,  on  pose  cette  2*  proportion  ;  si  36o  jours  donnent 
2700  fr. ,  combien  210  jours?  Le  4*  terme  est  l'intérêt  cher- 
ché. L'opération  se  réduit  y  comme  on  voit  ^  à  .....«,•.. . 

•se  =  54doo  X  ôg-^  —  «575.  (F.  n«  i5o. ) 

On  tire  de  là  ç^tte  règle  ;  Pour  trou\>er  V intérêt  d^-un  capital, 
multipliez  ce  capital  par  le  nombre  de  jours  et  par  le  percen- 
TAGE,  ou  tant  pour  cent,  et  diifisçz  par  36ooo. 

On  abrège  ce  calcul  en  observant  qu'il  revient  ib  multiplier 
le  capital  par  deux  fractions ,  Vune  qui  est  le  nombre  de  jours 
divisé  par  &Q00  ^  et  tputre  le  6^  du  percentage ,  ce  qu'oÀfait 
aisément  à  l'aide  des  parties  aliquotes  de  6000  et  de  6,  comme 
n®  4^*  Ainsi  on  supposera  d'abord  que  l'intérêt  est  à  6  p.  |,  ce 
qui  réduit  la  2*  fraction  à  i  :  puis,  prenant  3o  jours  pour  là 
durée  d'un  mois ,  pour  2  mois  ou  60  jours,  il  suffira  de  prendre 
le  100*  du  capital,  en  reculant  la  virgule  de  deux  rangs  à 
gauche  :  pour  un  mois ,  on  ne  prend  que  la  moitié  de  ce  ré- 
sultat y  pour  10  jours  le  tiers  de  celui-ci ,  etc. 

Par  exemple ,  quel  est  l'intérêt  à  6  p.  |  de  5843^24  du  5 
février  au  9  septembre ,  retranchant  5  de  9  on  a  4  jours;  en 
outre  il  y  a  7  mois  intermédiaires  de  3o  jours  ;  mais  en  ayant 
égard  aux  mois  de  28  et  de  3i  jours,  on  reconnaît  qu'il  faut 
jouter  2  jours ,  ce  qui  fait  7  mois  et  6  jours,  ou  210  jours. 

Paiv6  mois  (3fei8  58>4a).... i75,3Q 

Pour  I  mois  (  moitié  de  58,4^) ^O^^^ 

Pour  6  jours  (cinquième  de  39,22). . .      0,84 

Intérêt  à  6  p.  • : 2io,35 

I 


,' 


i 
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Mais  si  l'intérêt  est  à  4  ^  p-  |  par  an,  il  £&ut  midtiplter-ce 
résultat  par  le  6*  de  4  f  =  a  +  2  -4- 1- 

Pour  J  (le  tiers  de  210,35).  •• 70,1a 

Pour  1 70,1a     , 

Pour  I  (le  quart  de  70,1a) 17>^^ 

Intérêt  à  4  i  p.  ^ 167,77 

On  aurait  encore  pu  remarquer  qu0  le  6*  de  4  î  ^^  1^  ^^  49  ^^ 
prendre  les  |  de  2 10, 35. 

81 .  Règle  d* escompte.  Lorsqu'une  somme  n'est  due  qu'à  une 
époque  encore  éloignée ,  et  qu'on  en  obtient  sur-le-champ  le 
paiement,  on  nomint  Escompte  l'intérêt  qu'on  doit  payer  pour 
cela.  Si  donc  on  a  10  00b  fr.  à  recevoir  dans  7  ipois ,  en  retenant 
l'intérêt  de  cette  somme  à  7  p.  |  par  mois ,  on  devra  déduire 
175  fr. ,  et  il  restera  gSaS.  Cette  manière  d'opérer  s'appelle 

prendre  r escompte  en  dehors  ;;  elle  est  la  plus  usitée,  quoiqu'on 
retienne  l'intérêt  de  10  000  fr. ,  et  qu'on  ne  paie  en  effet  qtie 
9825  fr. 

Pour  V escompte  en  dedans ,  il  ne  faut  retrancher  quç  l'intérêt 
de  la  somme  qu'on  paie.  Voici  ce  qu'on  doit  faire.  Chaque  mois^ 
on  devra  retenir  ^  fr.  par  100  fr.  ;  donc  après  7  mois  100  +  ^tr. 
seront  réduits  à  100  fr^  ;  on  posera  donc  cette  proportion  :  Si 
loi  I  sont  réduits  à  100  fr. ,  à  combien  ib  000  fr.  seront-ils  ré- 
duits. On  trouve 9828 fr.y 01.  En  effet,  si  l'on  ajoute  à  cette 
sonime  son  intérêt  à  ^  p.  lop  par  mois  durant  7  mois,  on  re- 
trouvera loooofr. 

82.  La  Règle  conjointe  tient  lieu  des  règles  de  tt'ois  directes, 
et  sert  principalement  quand  la  solution  d'une  question  dépend 
de  plusieurs  de  ces  règles  liées  de  manière  à  donner  un  i-apport 
composé. 

16  pieds  anglais  valent  1 5  pieds  français,  combien  83  des 
premiers  valent-iU  des  seconds  ?  On  a 

16  :  i5  ::  83  :  jt  =  — ^ —  =  77 ,8i  :  on  peut  aussi  poser  lei 
deux  équations 


r 
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iS  pieds  français  3=s  i6  ^ieds  anglais. 
'83  pieda  anglais  =:=   x  pieds  français. 
Multipliant  la  i*«  par  8â ,  et  la  a*  par  16 ,  il  vient 

83  X  i5  pieds  français  =  83  X  16  pieds  anglais. 
16  X  83  pieds  anglais  =  16  X  a:  pieds  français. 

donc  83x  i5=î6x*,a:  =  ?^4-^. 

10 

Le  produit  commun  16  X  83  conduit  aiusi  à  la  même  valeur 
que  ci-dessus. 

Prenons  une  question  plus  compliquée.  Gombiien  27  pieds 
anglais  valent-ils  de  mètres,  sachant  que  i,3  mètres  valent 
4  pied4  français ,  dont  i5  valent  16  pieds  anglais.  On  pose 

1,3  mètres  =  4 pî^ds français,    t 

i5  pieds  français  =16  pieds  anglais, 
^7  pieds  anglais  =^  x  mètres. 

D'après  ce  qu'on  a  vu  ci-dessus ,  les  deux  premières  équations 
peuvent 'être  remplacées  par  leur  produit,  le  i*'  rnend/re  étant 
de  y  espèce  du  1"  terme,  et  le  2*  membre  de"^  celle  du  dernier 
terme,  savoir  :  , 

i5  X  1,3  mètres  =  4  X  *®  pieds  anglais. 
27  pieds  anglais  =  x  mètres. 

De  même,  faisant  encore  le  produit^  on  a 

^7  X  i5  X  t,3  mètres  =  4  X  16  X^  m'èlres*    , 
Ainsi  526,5=64  X  JP,  d'où  en  divisant, par  64,a:=r  8"',2266... 

En  remarquant  l'ordre  des  équations  successives,  et  le  rai- 
sonnement qui  autorise  à  les  multiplier,  on  voit  que  cette 
règle  s'applique  quel  que  soit  le  nombre  des  équations,  et  qu'il 
faut  les  écrire  de  manière,  que  le  second  membre  de  chacune  soit 
de  la  même  espèce  d'unités  que  le  premier  membre  de  Véqua-- 
tion  suis^ante.  La  règle  est  posée  quand  on  est  arrit^é  à  un 
second  membre  de  même  espèce  que  le  terme  initial  ;  on 
égale  le  produit  de  la  première  colonne  à  celui  de  la  deuxième. 

Lès  exemples  suivans  montreront  l'emploi  de  la  règle  con- 
jointe, et  feront  concevoir  toute  son  utilité.  Il  est  commode  de 
commencer  toujours  la  règle  par  le  terme  inconnu  x. 


0 

On  demande  le  rajiport  de  Taifiefit  pariaksn  à  Tliectare.  Oq 
sait  que  cet  «vpent  est  compose'  de  900  ^ses  canvsées  :  le  rap- 
port de  la  toise  au  mètre  nous  apprend  que  la  toise  carrée  Tfttii 
3,8  mètres  carrés.  Ces  rapports  seront  donc  enchaînés  ainsi  : 

«  aipauuB  =:     I  bdctare. 
i  hectare  =  100  ares, 
t  are        =  ido  m.  onr. 
3^8  m.  car-  ==      i  toise  car. 
gooioUies'car.s=  •    i  arpeitt. 

La  règle  est  posée,  puisque  ce  dernier  terme  est  exprimé  en 
arpens ,  ainsi  que  le  terme  initial.  Égalant  les  produits , 

900  X  3,8XJCz=ioo  X  100,  ou 9  x3,8xx=ioo, 

en  divisant  le»  deux  membres  par  100;  donc  100  =  34,2.a: 

1000  ,1  1 

^  ~  3Z2"  ^^'^'9^^^  ^^  hectare  vaut  clone  2  arpens  de  Paris,  et 

'^iéôi  ^^  ^  pc*^  pi'^s  3  arpens. 

83.  Quand  on  compare  des  sommes  exprimées  en  monnaies 
de  divers  pays ,  la  règle  conjointe  prend  le  nom  à* arbitrage  bu 
rhgle  de  changes.  En  voici  des  exemples. 

La  livre  sterling  vaut  »5^5b,  on  demande  combien  il  faut 
donner,  de  francs  pour  payer  à  Londres  lao  livre»  sterling. 
On  pose 

a:  fr.  =?:  120  liv.  sterl. , 
I  liv.  st.  =:  25,5o  francs^ 
d'où    *5=  i2o><25,5o  =  3o6ofr. 

On  demande  le  prix  de  lob  pistoles  d'Espagne,  le  change 
'étant  de  108  sous  de  France  pour  i  piastre,  sachant  d'ailleurs 
que  la  pistole  vaut  4  piastres.  On  a 

«  fr.  =3  loo  ]^»tole»  d'or, 

I  pist.  =  4  pi*8^eSf 
i  piast.  SB  i^  sons , 

2M>  sous  =  I  fr. 

Doacaox^r  =  100X4  Xio8,  x«5  X  4x  ip8=ai6ofr. 


/ 
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¥(nci  itfie  damière  question.  Combien  100  ]f4«l^ks  d*Bsip«gfie 
vftIeftM-ellM  de  ff^ncê ,  sachatit  que' 
I  ducàt  dlSspagûe  ratit  gS  dcnîcfrs  d«     T  Jûi.     =  /c^^arâv. 
gros  d'Amstemfam;  que  34  sous  de   ^^  J*"**^"  ^      cl****^*- 
glos  valent  i  Hvie  sterling  de  Lon-     w  den.gr.'±s      i».gr.^* 
.dres,  et  que  3^  deniers  sterling  ta-     ^  'nf;,,  Z  ^^olen'si 
lent  3  francs?  On  sait  d'ailleurs  que     ^  â6â.«t.«tt     »£r< 
la  pistole  d'Espagne  Vaut  1 086  mara- 

védis,  dont  il  en  faut  îjS  pour  1  ducat;  la  livre  de  gros  et  fa 
lirre  sterling  sont  divisés  en  20  sons  de  12  deniers  chaque. 
L'opération  s'écrit  comme  on  le  voit  ci-contre ,  et  l'on  tr<^iiTe 

100  1088.95.240.3  ,1  .    »  , 

''^      ^75.1234.32      >q^seredu>tàa.  =  4xi9X:^; 

ainsi  100  pistoles  valent  1620  ir. 

84*  Pour  convertir  une  quantité  donnée ,  en  sa  valeur  ex- 
primée en  une  autre  unité,  il  faut  avoir  le  rapport  de  ces 
deux  unités 9  et  recourir  aux  proportions,  ou  aux  règles  con- 
jointes. La  multitude  de  ces  mesures  nous  enipéche  de  donner 
leurs  rapports  ;  nous  nous  bornerons  à  établir  ceux  des  mesures 
anciennes  et  nouvelles ,  tels  qu'on  les  trouve  à  la  page  126. 
Voyons  quel  est  Fusage  de  cette  table  pour  convertir  les  toiseS, 
boisseaux  y  arpens^. . .  .^en  mètres,  litres,  bectares» .... 

On  demande  combien  67*^  5p  8p®  valent  de  mètres  ?  Je  vois , 
page  126,  que  la  toise  =  i"',g49;  j^  pose 

i***  :  i-'^g  :  :  57'*'  5^  8^*  :x  =  i  12»  933g. 

Combien  i3"  5**  7*^;  valenl*ils  de  kilogrammes?  Je  trouve 
qu'une  livre ,  ou '2  marcs  ==  0^,4895  ;  d'où 

2"  :  0^4995  ::  i3"  5«  t*'  :  :r  =  3*^,36i5. 

Pour  convertir  ^^^j66q  en  tmses ,  on  pose 

1»  :  oT,5i3o74  ::  44",669  :  j:  =  22^,919,. 

ou  (page  79),  multipliant  ht  finœlîoBparâ,  eteclk  da produit 
par  i2,ar  =  22*^5P6»**,i7. 
Dansées  cftleuls ,  il  convient  d'exprimer  les  parties  coiAph^es 
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en  décimales  pour  ^faciliter  les  multiplications.  Nous  avons 
donne  y  dans  la  table,  page  126,  outre  les  rapports  exacts  ^ 
d'autres  valeurs  approchées,  dont  l'usage  est  plus  facile,  et  qui 
sont  suffisamment  exactes.  {P^ojr,  n^  SqS.)  lia  table  contient  aussi 
les  logarithmes  des  rapports ,  afin  d'abréger  les  calculs ,  ainsi 
qu'on  va  l'exposer  p.  1 16. 

Combien  un  litre  ou  décimètre  cube  y4Ut-il  de  pintes,  sa- 
cliant  que  la  pinte  contient  4^,95 
pouces  cubes  et  que  le  pouce  cube   wnte.        =  i  litre. 

rx»n  r  's  v      •»  /-.        '  "tre.         =  1000  ccnt.  eu. 

.  vaut  19,0354  centimètres  cubes  .^  Ces    io,8364     .=  i  pouce  c«b. 

rapports  s'enchaînent  ainsi  qu'on  le    46,95  po.c..=  i  pinte. 
voit  ci-contre.  Égalant  les  produits 

des  deux  colonnes,  il  vient  arX  19,8364  X  46>95=  looo , 
d'où  xssz  1,073  747  pinte,  capacité  égale  à  celle  du  litre. 

C'est  par  de  semblables  règles  conjointes  qu'on  a  déduit  la 
plupart  des  nombres  du  tableau,  de  ce  que  le  quart  du  méridien 
a  5i 30740,74 •  ?  •  •.  toises.  (F^oy.  p.  69.) 

Des  Progressions. 

85*.  Une  suite  de  termes  dont  chacun  surpasse  celui  qui  le 
précède,  ou  en  est  surpassé,  de  la  même  quantité,  est  ce  qu'on 
appelle  ui^e  Progression  arithmétique  om  par  différence  :  tels  sont 
les  nombres  1 ,  4,  7,  10...  On  l'indique  ainsi  :  i.4*7<io.i3.i6.;. 
La  raison  ou  différence  est  ici  3. 

Il  est  clair  que  le  second  terme  est  égal  au  premier  plus  la 
raison;  le  troisième  au  second  plus  la  raison,. c'est-à-dire  au 
premier  plus  2  fois  la  raison  ;  le  quatrième  est  de  même  com- 
posé du  premier  plus  3  fois  la  raison^  etc.  En  général ,  un  terme 
quelconque  âlune  progression  par  différence  est  composé  du 
premier  plus  la  raison  répétée  autant  de  fois  qu'il  y  a  de  termes 
qui  précèdent.  Donc 

1^.  On  peut  trouver  un  terme  quelconque  d'une  progression 
sans  calculer  tous  les  intermédiaires.  C'est  ainsi  que  le  100* 
terme  est  ici  =  i  -|-  3  X  99  ou  298. 

2?.  Pour  insérer  entre  4  et  32 ,  six  moyens  proportionnels 
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par  différence^  c'est-à-dire /?owr  tierces  deux  nombres  par  6 
intermédiaires,  qui  forment  une  progression  composée  de  8  ter- 
mes,  je  remarque  que  le  dernier  terme  Sade  la  progression  étant 
égal  au  premier  4  augmenté  de  la  raison  prise  7  fois  ,32  —  4 
ou  26,  est  7  fois  la  raison  inconnue  ;  donc  la  raison  =  -^  z=  4  ;  ^t 
l'on  a  la  progression  7  ^,S,i7.,i%,io.7.^,rS,^i. 

Pour  insérer,  entre  deux  nombres  donnés ,  des  moyens  pro- 
portionnels arithmétiques  ou  par  différence ,  on  divisera  la 
différence  de  ces  quantités  par  le  nombre  de  mcfjrens  plus  un;  le 
quotient  sera  la  raison. 

De  même,  pour  insérer  8  moyens  entre  4  et  11,  on  trouve 

,       .  n  —  4        7    1 

la  raison  =  -r^ =  -  ;  la  progression  est 

9  9 

U.4;-.5|.6|.7|.7f.8|.9f.ioi.,,. 

86.  Une  progression  géométrique ,  ou  par  quotient ,  est  une 
suite  de  termes  dont  chacun  contient  celui  qui  le  précède ,  ou 
s'y  trouve  contenu ,  le  même  nombre  de  fois.  Telle  est  la  suite 
fï  3  ;  6  :  la  :  24.Î  4®  •  96;-. •  la  raison  ou  le  quotient  est  2. 

Le  second  terme  est  égal  au  premier  multiplié  par  la  raison  ; 
le  troisième  est  égal  au  second  multiplié  par  la  raison  ,  et  par 
conséquent  au  premier  multiplié  par  le  carré  de  la  raison  ;  de 
même ,  le  quatrième  est  le  produit  du  premier  par  le  cube  de 
la  raison ,  etc.  En  général ,  un  terme  quelconque  et  une  progres- 
sion par  quotient  est  le  produit  du  premier,  par  la  raison 
élevée  à  une  puissance  marquée  par  le  nombre  des  termes  qui 
précèdent.  On  peut  donc , 

1®.  Calculer  la  valeur  d'an  terme,  sans  être  obligé  de  passer 
par  tous  ceux  qui  le  précèdent.  Le  dixième  terme  de  notre  pro- 
gression ci-dessus  est  3  X  ^9  =  3  X  5 1 2  =  1 536. 

2**.  Pour  insérer  8  moyens  proportionnels  géométriques 
entre  3  et  i536,  je  .remarque  que  la  progression  doit  avoir 
10  termes ,  et  que  le  dernier  terme  i536  étant  égal  au  premier 
3,  multiplié  par  la  raison  élevée  à  la  puissance  9:  si  l'on  divise 

i536  par  3,  le  quotient  5 12 -est  la  neuvième  puissance  de  la 

9 
raison,  d'où  la  raison  =  4/ 5i 2  =2. (p.  gS).  Donc ,. f?£>i/r  m- 

T  I.  8 
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sérer  entre  deux  nombres  donnés  des  moyens  proportionnels 
géométriques,  il  fauf  prenais  leur  quotient,  et  en  extraireune 
racine  âtun  degré  égal  au  nombre  des  moyens  plus  un  :  cette 
racine  sera  la  raison. 

Pour  insérer  quatre  moyens  eiïtre  8  et 64,  il  faudrait  extraire 

5 

la  ratine  cinquième  de  ^  ou  v/8,  quantité  irrationnelle  (n**  63)  ; 
on  ne  peut  donc  assigner  exactement  ces  moyens ,  mais  on  en 

5 

approche  autant  qu'on  veut.  La  raison  est  \/6  ===  iySi57  ;  ainsi 
la  progression  cherchée  est 

fj8  :  12,125,7  :  i8>3792  :  27,8876  :  42,2243  :  64. 


Des  Logarithmes. 

87.  Remarquons  que  les  théorèmes  relatifs  aux  progressioii» 
par  différence  deviennent  ceux  qui  se  rapportent  aux  progres- 
sions par  quotient  y  en  changeant  l'addition  en  multiplication^ 
la  soustraction  en  division ,  la  multiplication  en  élévation  de 
puissances,  et  la  division  en  extraction  de  racines.  C'est  sur 
cette  observation  qu'est  fondée  la  théorie  des  Logarithmes. 

Concevons  deux  progressions,  Tune  par  quotient,  l'autre  par 
différence ,  dont  les  termesse  répondent  deu:i^  à  deux ,  telles  que 

fr  1  :  3 :  9  :  27  :  81  :  243  :  729  :  2187 . .  • .  Nombres. 
Z  0.2.4*6   .  8.    10   .    12   .     14  .*..  Logarithmes. 

Chaque  terme  de  la  seconde  est  appelé  le  Logarithme  du 
nombre  correspondant  de  la  première  ;  o  est  le  -  logarithme  de 
1 ,  2  l'est  de3,^deg;&est  le  logarithme  de  27 ,  etc.  Les  lo^ 
garithmes  sont  donc  des  nombres  en  progression  par  différence, 
qui  répondent,  terme  à  terme,  à  d  autres  nombres  en  progression 
parquaient. 

Comme  les  logarithmes  n'offrent  d'utilité  qu'en  vertu  de  pro- 
priétés qui  supposent  que  ces  progressions  commencent,  l'une 


I 
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par  I ,  Tautre  par  o  ;  nous  ne  nous  occuperons  que  de  celles 
qui  remplissent  cette  condition. 

11  soit  de  ce  qu'on  a  dit  (n^  85  et  86) ,  et  de  ce  que  nos  pro- 
gressions commencent^  l'une  par  un  y  l'autre  par  zéro,  qu'un 
terme  quelconque  est  formé  de  la  raison ,  autant  de  fois  facteur 
pour  1^  première,  et  autant  de  fois  ajoutée ,  pour  la  seconde , 
qu'il  y  a  de  termes  avant  lui.  Les  sixièmes  termes,  par  exemple, 
sont  243  j  5'  puissance  de  la  raison  3 ,  et  10  qui  est  5  fois  la  rai- 
son 2.  Ainsi  la  raison  est  autant  de  fois  facteur  dans  un  nombre 
quelle  est  de  fois  ajoutée  dans  son  logarithme. 

Si  l'on  multiplie  entre  eux  deux  terme»  de  la  progression  par 
quotient ,  tels  que  9  et  243  ;  la  raison  3  sera  y  fois  facteur  dans 
le  produit  (page  81) ,  parce  qu'elle  l'est  2  fois  dans  g,  et  5  fois 
dans  243  :  le  produit  g  X  243,  ou  2187,  sera  donc  le  huitième 
terme  de  la  première  progression.  Mais  si  l'on  ajoute  les  termes 
4  et  10  correspondans  dans  la  progression  par  différence,  la  rai- 
son a  sera  aussi  7  fois  ajoutée  dans  la  somme  14^  donc  le  pro- 
duit 2 1 87  et  la  somme  1 4  seront  des  termes  correspondans  ;  ainsi 
i4  estle  logarithme  de  2 187  ;  donc  la  somme  des  logarithmes  de 
deux  nombres  est  le  logarithme  de  leur  produit.  Pour  multiplier 
9  îpar  27,  par  exemple ,  il  suffit  d'ajouter  les  logarithmes  4  et  6 
qui  répondent  à  ces  facteurs,  et  de  chercher  le  nombre  243, 
qui  répond  à  la  somme  10  prise  parmi  les  logarithmes;  243  est 
le  produit  cherché. 

Il  suit  de  U  que  le  double  du  logarithme  d'un  nombre  est  le 
logarithme  du  carré  de  ce  nombre;  le  triple  est  le  logarithme 
du  cube;  et,  en  général,  en  multipliant  le  logarithme  d'un 
nombre  par  un  facteur  quelconque ,  on  aura  le  logarithme  d'une 
puissance  de  ce  nombre  marquée  par  ce  facteur.  Pour  g^,on  triple 
le  4  i  qui  répond  au  nombre  g  et  en  est  le  logarithme  ;  3  X  4  =  »  ^ 
répond  à  72g = g''. 

JLes  inverses  i^  ces  opérations  sont  faciles  à  démontrer  ;  car 
le  logaritl^me  du  quotient  plus  celui  du  diviseur  devant  don- 
ner celui  du  dividende ,  il  s'ensuit  que  le  logarithme  du  quo-^ 
tient  de  deux  nombres  est  la  différence  des  logarithmes  de  ces 
nombres.  Pour  diviser  243  par  27 ,  retrimchea  6  de  10,  la  dif- 

8.. 
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férence  4  ^^  ^^  logarithme  de  9;  ainsi  9  est  le  quotient  de» 

mandé* 

De  même  aussi ,  le  logarithme  de  la  racine  quelconque  et  un 

nombre,  est  le  quotient  du  logarithme  de  ce  nombre  divisé  par 

3 
le  degré  de  cette  racine,  {/  729  s'obtient  en  prenant  le  tiers  de 

12^  et  cherchant  4  parmi  les  logarithmes.  Le  nombre  corres^ 

pondant  9  est  la  racine  cherchée. 

88.  Si ,  au  lieu  de  preudre  3  pour  raison  de  la  progression 
par  le  quotient ,  on  eût  choisi  une  quantité  beaucoup  plus  pe« 
tite  j  ces  propriétés  auraient  encore  subsisté  :  les  quantités  dont 
cette  progression  serait  composée  auraient  été  plus  près  les 
unes  des  autres ,  et  Von  y  aurait  trouvé,  par  approximation ,  les 
nombres  i  »  2^  3|  4>  ^v  Concevons  donc  qu'on  ait  formé  une 
progression,  dont  le  quotient  eût  été  assez  petit  pour  qu'on 'y 
ait  trouvé ,  à  très  peu  près ,  tous  les  nombres  entiers ,  et  qu'on 
en  ait  composé  une  table ,  dans  laquelle  on  aurait  inscrit  ces 
nombres  et  leurs  logarithmes,  en  supprimant  d'ailleurs  tous  les 
autres  termes  intermédiaires  :  Ifis  principes  qu'on  vient  de  dé« 
montrer  auraient  également  été  vrais.  Supposons  cette  table 
formée  :  on  voit  que  , 

i^.  Pour  multiplier  des  nombres  entiers  donnés,  il  suffit  de 
prendre  dans  la  table  leurs  logarithmes,  de  les  ajouter  et  de 
chercher  la  somme  parmi  les  logarithmes  ;  le  nombre  corres* 
pondant  est  le  produit  cherché  ('*')• 

2^.  t^our  diviser  deux  nombres ,  on  retrafichera  le  logarithme 
du  diviseur  de  celui  du  dividende  ;  on  cherchera  le  reste  parmi 
les^ logarithmes  :  le  nombre  correspondant  sera  le  quotient  de* 
mandé  (*"•')• 


(*)  On  demande,  par  exemple,  le  produit 
47X863;  la  table  donne  les  logarithmes  de  ces      j^'  ^  ^1'^ 
nombres;  on  les  ijonte,  comme  on  le  roit  ci-      ;5^^„„g    =  A^fioSiôfrî 
contre  ;  on  cherche  la  somma  parmi  les  logarith- 

mes,  et  la  table  donne  40  56i  pour  le  nombre  correspondant ,  qui  est  le 
produit  demandé. 

{**)  Si  Von  Teut  dÎTÎser  40^1  par  863 ,  la  table  fera  connaître  les  loga- 
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3®.  Pbur  faire  une  règle  de  trois,  on  ajoutera  les  logarithmes 
«les  moyens  ;  on  en  retranchera  celui  de  Textrême  connu  :  le 
nombre  répondant  au  résultat  sera  l'inconnue  {^). 

4^.  Pour  obtenir  le  logarithme  d'une  fraction,  on  retranchera 
le  logarithm'e  du  dénominateur  de  celui  du  numérateur  :  le 
reste  sera  le  logarithme  demandé.  Les  tables  ne  contiennent  que 
lés  logarithmes  des  nombres  entiers;  ce  théorème,  en  étend. 
Tasage  aux  fractions  (n^gi,  I.)  (♦*). 

5**.  Pour  élever  un  nombre  à  une  puissance,  on  multipliera 
son  logarithme  par  le  degi*é  de  la  puissance ,  on  cherchera  le 
produit  parmi  les  logarithmes;  il  répondra  à  la  puissance  de- 
mandée (♦♦♦). 

6®;  Pour  extraire  une  racine  d'on  nombre,  on  divisera  le 
logarithme  de  ce-nombre  par  le  degré  de  la  racine ,  et  Ton  cher* 


rithmes  de  ces  deux  nombres  ;  et  ^  les  retranchant ,  on  cherchera  la  diffé- 
rence parmi  lès  logarithmes  des  tables  :  le  nombre  4?  qui  7  correspond  sera 
le  quotient. 

{*)  Pour  la  proportion  i53  :  459  !  î  17  :  *, 
après  avoir  pris  les  logarithmes  de  ces  troi» 
nombres^  on  retranchera  celui  du  premier 

terme  i53  de  la  somme  des  deux  autres  ;  et  TJnSnSïôS 

observez  que  cette  double  opération  peut  étr#l 
faite  d^un  seul  trflit.  On  peut  aussi*  ajouter  le  complément  arithmétique  du 
logarithme  de  i53  {voyez  n9  10),  au  lieu  de  retrancher  ce  log.  Le  résultat 
cherché  dans,  la  table  parmi  les  iog.  répond  à.  5f ,  qui  est  le  quatrième  terme 
inconnu. 

5      a6 
(**)  Pour  avpir  le  Iog  de  3  -  ou  —  ,  on  re-  /<»  a6  =  i ,  / 

^       ^  /^  a8  =  1,1 

tranchera  la  Iog  7  du  loga6.  Pour  obtenir  le         —  /^    7  =s  o  â4i 

,  .    ,   o  5  a  .36        a8   .,     ^    — •  Iog  li  =  i.uUmwi» 

produit  de  3  -  par  a -7 ,  ou  de — par -7,  u  ^  —2 — Xzsrz. 

7  «3'  7  *^      i3'  0,9030900 

faudra  ajouter  les  logarithmes  de  ces  deux 

fractions^  ou  Iog a6 — Iog  7  •+- Iog a8 — Iog  i3.  On  voit  ce  calcul  effectué  ici 
d^un  seul  coup.  Le  résultat  est  Iog  8  :  donc  8  est  le  produit  demandé,  ce  qui 
est  d'ailleurs  visible, 

(***)  La  puissance  cinquième  de  17  se  trouve  en      iog  in  =z  t  a3o448Q 
répétant  5  fois  Iog  17,  et  dierchant  le  produit  dans  5 

la  colonne  des  logarithmes  j  il  répond  au  nombre  6,  i5aa445~^ 

cherché  17*  =  1419  857. 
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cliera  le  quotient  parmjf  les  logarithmes  ;  le  nombre  qui  s'y  rap- 
porte sera  la  racine  cherchée  ('*'). 

On  voit  donc  que  les  calculs  les  plus  compliqués  sont  rendus 
très  simples  :  les  multiplications  et  divisions  sont  remplacées 
par  des  additions  et  soustractions  ;  les  élévations  de  puissances 
et  les  extractions  de  racines  sont  réduites  à  des  multiplications 
et  des  divisions.  Ces  admirables  propriétés  des  logarithmes  en 
rendent  l'usage  si  important ,  que  c'est  un  devoir  de  consacrer 
la  mémoire  du  célèbre  géomètre  écossais  Néper,  qui  en  estl'in- 
yenteui^  ^ 

89.  Formcuian  des  tables.  Il  s'agit  maintenant  d'expliquer 
comment  on  peut  obtenir  les  logarithmes  de  tous  les  nombres 
entiers.  Jusqu'ici,  nos  progressions  par  différence  et  par  quotient 
sont  quelconques  Tune  et  l'autre  ;  ainsi ,  un  même  nombre  a  une 
infinité  de  logarithmes.  Nous  verrons  bientôt  la  raison  qui  a 
fait  préférer  les  séries  suivantes.  ; 

I  o  000  :  ..........  Nombres, 

4 Logarithmes, 


TT     I 

T    O 


10 
I 


100  :  1000 


o,  I ,  a, .  • . .  sont  les  logarithmes  de  i  ^  10, 100.  • .  ^  ils^agitde 
trouver  ceux  de  2,  3,  4. .... ,  qui  sont  visiblement  compris  entre 
o  et  i;  ceux  de  1 1,  12. .  »^,  sont  entre  i  et 2,  etc.  On  ne  peut 
obtenir  ces  logarithmes  que  par  approximation  ;  on  se  contente 
ordinairement  de  7  décimales.. 

Observons  que  si ,  dans  une  progreission ,  telle  que 
fo.2. 4*6.8. 10. . .  on  omet  un  terme  sur  2  consécutifs,  ou 
2  sur  3,....  on  formera  d'autres  progressions...  .0.4.8.12,... 
ou  .  0.6. 12. .  •  On  peut  de  mênie  imaginer  que  les  progrès-' 
sions  que  nous  avohs  prises  font  seulement  partie  de  deux  autres 
dont  les  termes  étaient  beaucoup  plus  voisins,  et  dont  on  avait 
omis  un  certain  nombre  d'entre  eux. 


{*)  La  y/ 14198^7  s''obtient  en  divisant  par  5  le  log.  du  nombre  proposé^  et 
cherchant  le  quotient  parmi  les  log.  de  la  table.  Le  nombre  correspondant  est 
17,  racine  cherchée. 
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Aînftiy  concevons  qu'on  ait  inséfé  entre  i  et  10  un  très  grand 
nombre  de  moyens  proportionnels  par  quotient;  comme  on 
monte  alors  de  i  à  10  par  des  degrés  très  serrés,  il  arrivera  que, 
parmi  ces  moyensi  on  rencontrera  les  nombres  a^  3,  49***  ^  ^^ 
dix-millionième  près»  Cela  posé, -si  l'on  insère  un  pareil  nombre 
de  moyens  par  différence  entre  o  et  i,  ceux  de  ces  moyens  qui 
occuperont  le  même  rang  que  2,  3,  4f*  seront  les  logarithmes 
de  ces  nombres.  On  raisonnera  de  même  de  10  à  100 ,  etc. 

Il  est  vrai  que,  pour  insérer  un  grand  nombre  de  n^oyena  par 
quotient,  il  faudrait  extraire  une  racine  d'un  degré  très  élevé 
{86);  mais  on  évitk  cette  difficulté  à  l'aide  de  diverses  racines 
carrées  successives.  Par  exemple,  cherchons  le  logarithme  de  3  ; 
le  moyen  par  quotient  entre  i  et  10  est..  •  3,16227766,  et  par 
différence  entre  o. et  i  est  o,5;  o,5  est  donc  le^logarithme  de 
3,1622. ....,,  nombre  déjà  voisin  de  3.  Une  pareille  opération 
pour  I  et  3,1622.  • . .  d'une  part,  et  pour  o  eto,5  de  l'autre, 
donne  0,26  pour  le  logarithme  de  1,77827941 .  De  même  entre 
1^7782. . ,.  ,ret  3,1622. .  .• .  d'une  part,  et  entre  0,26  et  o,5  de 
l'autre,  on  trouve  pour  moyens  2,37137370  et  0,376.  En  con- 
tinuant de  resserrer  ainsi  ces  limites,  on  trouvera  0,30102999 
et  0,47712126  pour  logarithmes  de  2  et  3. 

Ge^  calculs  sont  très  pénibles*,  il  est  vrai  qu'on  n'est  obligé 
de  les  pratiquer  que  pour  les  nombres  premiers,  puisque  les 
autres  logarithmes  s'en  déduisent.  Mais,  malgré  cela,  il  en  reste 
assez  pour  lasser  la  patience.  Aussi  n'avons-^nous  présenté  ce' 
procédé  que  comme  un  moyen  de  concevoir  la  formation  des 
tables,  nous  réservant  d'en  donner  de  plus  expéditifs  (626). 

90.  Il  est  aisé  maintenant  d'expliquer  pourquoi  on  a  attribué 
la  préférence  aux  deux  progressions  adoptées.  Tout  logarithme 
est  formé  d'une  p^tie  entière ,  qu'on  nomme  Caractéristique, 
et  d'une  fraction  décimale  :  or, 

i^  Les  nombres  compris  entre  i.,  10,  100,.  • .  ont  leurs  loga- 
rithmes respectivement  compris  entre  o,  i,  2,.  • . .  c'est-à-dire 
que  le  logarithme  de  tout  nombre  a  pour  caractéristique  autant 
d'unités  que  le  nombre  a  de  chiffres  entiers  moins  un  ;  ce  qui. 
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permet  de  fixer  ce  nombre  de  diiffres,  lorsque  la  caractéristique 
est  donnée,  et  réciproquement.  Le  nombre  543,2 1  a  deux  unités 
en  tières  à  son  logarithme  :  et  3,477 1  ^  <  i  ^5  est  le  logarithme  d'un 
nombre  dont  la  partie  entière  a  quatre  chiffres*  On  évite  sou- 
vent de  charger  les  tables  de  cette  caractéristique  qui  y  est 
inutile. 

2*.  Lorsqu'on  vedt  multiplier  ou  diviser  un  nombre  par  lo, 
1 00, 1  ooo,  •• . .  il  faut  ajouter  ou  ôter  à  son  logarithme  i ,  2 , 3, . . . . 
unités  ;  d'où  il  suit  qu'auginenter  ou  diminuer  la  caractéristique 
de  1,2,3,....  c'est  multiplier  ou  diviser  le  nombre  correspon- 
dant par  10,  100 ,....  c'est  reculer  la  virgule  du  nombre  de  i, 
2,  3,..,  rangs  à  droite  ou  à  gauche.  Les  logarithmes  des  nom- 
bres 3,4578,  34,578,  345,78,  ont  la  même  partie  décimale; 
seulement  les  caractéristiques  sont  respectivement  o,  1,2.... 

Tels  senties  avantages  que  présente  le  système  de  logarithmes 
de  Briggs,  qui  l'ont  fait  préférer  dans  la  composition  des  tables, 
l^fous  l'indiquerons  à  l'avenir  par  le  signe  log  ;  ainsi  log  5  dési- 
gnera le  logarithme  tabulaire  de  5 ,  c'est-à-dire  le  logarithme 
pris  dans  l'hypothèse  de  deux  progressions  du  n^  89. 

91 .  Usage  des  tables.  Il  faut  avoir  des  tables  de  logarithmes 
entre  les  mains  pour  en  concevoir  l'usage  ;  celles  de  Callet ,  de 
Borda  et  Delambre,  sont  les  plus  usitées.  Nous  n'entrepren- 
drons pas  ici  d'expliquer  leur  usage  ;  mais  il  est  quelques  points 
,  qui  tiennent  à  la  doctrine  même,  et  qu'il  est  bon  d'éclaircin 

I.  Les  log.  des  nombres  <^  i  présentent  une  difficulté  :  en  gé- 
néral (n®  88, 4°*  )  il  f^^t  retrancher  le  log.  du  dénominateur  de 
celui  du  numérateur  pour  avoir  le  log.  d'une  fraction  :  mais , 
lorsque  celle-ci  est  moindre  que  i,  la  soustraction  devient  im- 
possible. Par  exemple ,  pour  multiplier  5  par  l ,  comme  cela 
"  équivaut  à  diviser  5  par  |,  il  est  indifférent  d'ajouter  log  |  à 
log  5,  ou  de  retrancher  log  |  de  log  5  ;  c'est  alors  cette  dernière 
opération  qu'on  préfère.  On  voit  donc  qu'il  faut  soustraire  le 
log.  du  numérateur  de  celui  du  dénominateur,  mais  qu'on  doit 
employer  ce  log.  en  sens  inverse;  c'est-à-dire  le  soustraire  .s'il 
fallait  l'ajouter,  ou  réciproquement.  On  donne  le  nom  de 
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Logarithmes  négatifs  à  ces  valears;  on  les  distingue  par  le 
signe  *-  qu'on  place  devant. 

Un  peu  d'attention  suffit  pour  éviter  les  erreurs.  Voici  divers 
exemples  propres  à  faciliter  l'intelligence  de  ces  calculs. 


I*».  X'ZZ 


4a,2i3  X  \     log  5 


0,04 


log? 
log  4^>aia 


0,477 laij     — *og  4' 
>,22 18487     log  0,04! 

1,403587a  I       log  x  : 


a,ooooooo 
0,6030600 


1*40 


,00 


a,8oi5272 
633, 18 


log  7=    0,8450980 
—log  5=    0,6989700 

log  ^= — 0,1 461280 
log  x=— '0,0730640 
compl.  =    o. 


a**.  x=.  v/  f  ;  on  ôte  log  5  de  log  7 ,  et 
on  prend  la  moitié.  Pour  trouver  le  nom- 
bre qui  répond  à  ce  résultat  qui  est  un 
logarithme  négatif,  on  le  retranche  ^e  i, 
ce  qui  rend  le  nombre  i  o  fois  trop  grand; 
on  a  4-  0,9269860,  qui  répond  à  8,4^i  ^4  > 
donc  j;=s  o,  845 1 54. 

^''•'^==      aTTi"'''''  P''^"^  ^^  ^^^""^    log  100000=    5,0000000 

7  ^  ^  log  27^    i,43i3638 

de  log  looooo— log27,  etc.  On  retranche    iogo,ooo27=-£5^^ 

log  :r  de  3,  ce  qui  rend  le  nombre  1 000  fois  le  tiers=>—  1 ,  1895454 
trop  grand;  il  vient  -j-  0,2997766,  qui 
répond  à  1^994^  •  donc  j:=:  0,0019942. 
II.  11  est  préférable  d'employer  les 
logarithmes  dont  la  caractéristique  seule 
est  négative.  Ainsi,  dans  le  deuxième 
calcul  log  f  =log  5  —  log  7;  on  rendra 
la  soustraction  possible,  eu  ajoutant  1  à 
la  caractéristique  de  log  5  :  mais  il  faudra 
ôter  de  la  différence  cette  unité  ajoutée , 
t:t  l'on  aura  log  f  =  —  i  +  0,8538720 ,  qu'on  écrit  i ,8538720. 
Le  caractéristique  est  alors  seule  négative,  et  il  faudra,  comme 
ci-dessus,  y  avoir  égard  dans  les  calculs  subséquens.  Ici,  où  l'on 
doit  prendre  la  moitié,  pour  éviter  les  fractions  à  la  caracté- 
ristique ,  on  y  ajoute  i ,  et  elle  devient— 2  ,  et  aussi  i  au  chiffre 
8  des  dixièmes,  qui  devient  i8  :  ces  deux  additions  de  l'unité 


log  32,4i=— i>5'<^y> 

log  x= — 2,7002244 
compl.=    0,2997736 


00 


1+ log  5=1,' 

log7~o^    

log  ^=1^5538720 
ou — 2-^1 ,8538^20 

logx=7,( 


J 
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posiiive  et  négative  n'altèrent  pas  le  logarithme  ;  la  moitié  est 
comme  ci-  dessus ,  log  j:=  i  ,9269360. 

Observez  donc ,  lorsqu'il  fisiudra  diTÎaer  un  log.  à  caractëris-^ 
tique  native ,  d'y  ajouter  assez  d'unités  pour  qu'elle  devienne 
un  multiple  du  diviseur,  et  d'ajouter  autant  d'unités  de  dizaines 
au  cfaifire  suivant ,  qui  est  la  première  des  figures  décimales,  t^a 
première  et  la  troisième  opération  sont  exe'cutées  ici  d'après  ces 
principes  y  et  Ton  peut  reconnaitse  que  les  calculs  sont  devenus 
plus  faciles  et  plus  prompts. 


ïog  3  =  0477 1 a  1 3  log  o,oooi»7=    4>4^ ' 3638  ; 

log  42>aia  =  1,0^54359     On  ajoute  a  à  la  caract.  _ 

pour  prendre  le  tiers;  > =    29810454^ 

— log  3a4i= — 1,5 106790 

logx==  "5,2997756. 


^  fog  5  =  0,6989700 
—  log  0,04  =  2,0o2o6oa 

log  X  =  2,^1 5^72 

4^.  On  peut,  au  lieu  de  soustraire  des 
logarithmes  (10),  ajoliter  leurs  complé- 
mens  arithmétiques.  Dans  la  première 
opération ,  pour  log  | ,  on  ajoute  au  log  3 
le  complément  delog  5.  L'avantage  qu'on 
en  retire  est  à  peu  près  nul,  attendu 
qu'on  peut  faire,  d'un  seul  trait,  toutes 
ces  additions  et  soustractions. 


Iog3r=o,477rai3> 
O  log  5  =  i,3oio3oa 
log  4^,212  =  1,6254359^ 
O  log  0,04  =  i>39794pa 

log  X  ss  a,8oi527a^t 


Lorsqu'on  veut  exécuter  un  calcul  par  log.  j  il  convient  de 
simplifier  avant  tout'  les  expressions  ;  ainsi  le  premier  exemple^ 
«e  réduit  à  0:  =  ^  X3  X  4^3, 12=  i,5x  4^3^,13. 

IIL  Pour  obtenir  les  log.  des  en  tiers  compris  entre  deux  nom«- 
bres  quelconques ,  tels  que  10  et  20^  il  faut  concevoir  qu'on  a 
inséré  un  assez  grand  nombre  de  moyens  par  quotient,  pour  que 
parmi  ces  moyens,  très  peu  dilFérens  les  uns  des  autres,  il  y  en 
ait  qu'on  puisse  regarder,  par  approximation,  comme  égaux 
à  Ti,  12,  i3,...«  c'est-à-dire  que.  ces  moyens  ne  doivent 
<liiiérer  de  1 1,  12 ,  1 3. . . .  que  dans  l'ordre  des  décimales  né-* 
gligéé-s. 

Dans  uae  progression  géométrique,  telle  que  H  8: 32  !  128.... 
dont  la  raison  est  4;  on  a  32  =  8  +  8.3,  128:=  32  +  32.3.... 
Ainsi  l'excès  d*un  terme  sur  celui  qui  le  précède  est  le  produit 
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de  oeliii«ci  multiplié  parla  raison  moins  un  :  l'un  de  ces  facteurs 
croit  avec  le  rang  du  terme  ^  Tautre  est  constant  :  cet  excès 
croit  donc  sans  cesse ,  et  il  y  a  moins  d'entiers  compris  entre 
8  et  32  )  qu'entre  32  et  ia8. .  • .  Pour  obtenir  les  log.  de  ces  en* 
tiers  in  terme'diaires ,  il  faudrait  y  insérer  des  moyens  géomé* 
triques  en  quantités  suffisantes,  et  aussi  des  moyens  arithméti- 
ques en  égal  nombre  entre  les  deux  termes  correspondans  de  la 
progression  des  log.  La  dlfiérieiice  constante  de  celle^i  serai  donc 
partagée  entre  un  plus  grand  nombre  de  termes  à  mesure  que 
l'entier  croîtra  ;  ce  qui  démontre  que  plus  un  nor^re  est  grand, 
et  moîns.son  logarithme  diffère  de  celui  qui  le  suit  dans  la  taUe^ 
Aussi  voyons^nous  queIeslog.de  i,  lo^  loo....  étant  o,  1,2,.... 
les  neuf  nombres  de  i  à  t  o  se  partagent  cintre  eux  y  quoique  iné- 
^lement,  une  unité  entre  leurs  log.  ;  et  que  les  90  nombres  de  t  o 
à  1 00,  les  900  de  1 00  à  t  ooo. . .  se  partagent  aussi  une  seule  unité. 

La  difTér^nce  entre  les  log.  ne  tarde  même  pas  à  devenir  assez 
petite  pour  n'affecter  que  les  deux  ou  trois  dernières  décimales, 
et  à  être  la  même  dans  une  certaine  étendue  de  la  table.  Par 
exemple ,  en  se  bornant  à  sept  figures  seiilement ,  79  est  l'excès 
de  tous  les  log.  des  nombres ,  depuis  54700  jusqu'à  553oo  en- 
viron. La  différence  n'est  pourtant  pas  constante,  et  si  l'on  con- 
servait un  plus  grand  nombre  de  décimales,  on  la  verrait  varier 
sans  cesse. 

Ainsi ,  quoiqu'il  soit  faux  de  dire  que  les  nombres  croissent 
proportionnellement  à  leurs  logarithmes,  on  voit  qu'on  peut 
le  supposer  sans  erreur,  du  moins  pour  de  grands  nombres ,  et 
dans  une  petite  étendue.  Cela  posé,  soit  demandé  le  log.  dun 
nombre  qui  excède  les  limites  des  tables,  tel  que  5487343,  par 
exemple,  dans  celles  deÇallet,  qui  ne  vont  quejusqu'à  108  mille. 
EA  négligeant  43 ,  on  cherche  le  log.  de  54873,  qu'on  trouve  être 
7393587 ,  et  qui  ne  diffère  de  celui  de  54874  que  de  79.  Puisque 
une  unité  de  différence  entre  les  nombres,  répond  à  79  de  diffé- 
rence entre  les  log. ,  on  posera  cette  proportion  ; 

Si  I  diff,  entre  les  nombres,  donne  79  diff*  entre  les  log, 
combien  o,43,  dijffl  entre  les  nombres,  donnerait-il  de  diff.  entre 
les  logarithmes?  ou  i  î  79  I!  o,43  :  r  =  34- 
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Ainsi  34  est  l'excès  dalog.  de  5487343'8ar  celui  de  54S73  :  ent 
ajoutant  34  àce  dernier^  on  a  7393621,  etilne  s'agit  plus,  pour 
avoir  le  log.  cherché^  que  dé  mettre  là  caractéristique ,  d'âprèft 
la  place  que  la  virgule  occupe  dans  le  nombre  proposé  :  ainsi. 

log 54,87343=:i,739362i,iog  o,5487343ssr, 7.393621 ,  etc. 

Il  est  inutile  de  remarquer  que  dans  notre  proportion  79  et  34 
tiennent  lieu  de  O)  0000079^1  o,ooooo34*  D'ailleurs  les  tables  de 
Gallet  offrent  à  chaque  différence  logarithmique  la  valeur  de 
1,2,3,...  9  dixièmes  de  <fette  diffiérence,  en  sorte  que  le  qua* 
trième  terme  de  la  proportion  est  de  suite  calculé. 

lY.  Pour  trouver  le  nombre  qui  réponde  i,  789362 1,  on  voit 
d'abord  que  ce  logarithme,  abstraction dfrlacaraetérisUque,. 
tombe  entre  les  nombres  5487300  et  5487400 ,  et  que  la  diffé* 
rence  entre  le  log.  proposé  et  celui  de  5487800  est  34  ;  Ainsi  on 
fera  la  proportion  suivante,  79  :  i  !  :  34  !  3p^=j^j  inverse  de  cellt 
qu'on  vient  d'employer  :  on  trouve  jrsso,43;  ainsi  le  log« 
proposé  est  celui  du  nombre  0,5487348; 

Voici  des  règles  conjointes  où  les  log.  simplifient  le  calcuL; 

I.  La  toise  ou  le  pied  anglais  vaut  0,988298  toise  ou  pied^ 
français,  en  trouver  la  valeur  en  mètre? 

X  mètres  r=  1  toise  angl 

1  toise  angl.     =s  0,938:1^  toise  franc log  =  T,g723385 

I  toise  franc.  =  i,949o36  mètre. log  =  0,1189819^^ 

X  =i»838767  s  1  toise  angl log  =  o,a6ai584 

On  trouve  de  môme  i  pied  angl.  =  o°'3o4794^* . .  •  •  •     log  =  ly/jl^oiy^ 

II.  Un  centimètre*cube  d'eau  pèse  un  gramme;  combien  de 
livres  pèse  un  pied  cube  d'eau? 

X  livres  =       i  pied  cube. 

29,17386  pieds  eub.    =  1000  déc.  cubes  log  =  —  194^9^39 

I  décim.  cube  =  1000  cent,  cubes log  =s  -f-  3>ooooooo 

I  centim.  cube         =z,      i  gramm.  p.  69. 
1000  grammes  -    ==       3^,04288 log  =  H-  o,3ioa43i 


39,17386  XX  =        1000  X  2^04388        logx=  4-  1,84^34^^ 

X  =       70*',0342=poids  d'un  pied  cube  d'eau  pure. 


* 
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III.  Dans  un  paya  où  la  longueur  du  pied  est  de  1 3  pouces  de 
Paris  f  et  où  la  perche  vaut  ao  pieds ,  on  demande  combien  cette 
perche  vaut  de  centiares  y  et  combien  l'arpent  de  ce  pays  vaut 
d'ares? 

I  are  SB  96,3a45  toises  carrées         169 > 3,2^78867 

I         =  36  pieda  carrés     ,  4<'o a,6o3o6oo 

I         =  19  X  la  pouces  carrés         !i6,3245 ,  —  i,4^io36oo 

i3xi3=    I  pied  carré  36 —  i,5563o95 

aoxao=:    I  perche  carrée  144 — '  a,i5836a5 

I    '      tta    X  ares. 

i3«.ao*  =  a6|Sa45  x  36  x  ia*.x        x «...  7,6^9217 

169.400  SB  26^245  X  36  X  144. X  X  =  0,4954  ares. 

Ainsi  la  perdie  vaut  49»54  centiares  ;  Tarpent  49*54  ares. 

ly.  Pour  montra:  comment  on  a  pu  calculer  les  nombres 
qui  composent  le  tableau  suivant ,  nous  choisirons  cet  exemple. 
En  partant  de  la  longueur  du  mètre  légal,  qui  est  de443'Sa96 
de  la  toise  du  Pérou ,  et  sachant  que  l'ancien  boisseau  était  une 
capacité  de  655»  78  pouces  cubes ,  on  demande  combien  le  bois- 
seau vaut  de  décalitres. 

X  décal.  =£  I  boisseau  '  100 3, 

I  Bs  655,78  poueea  cnb.    1728. 3,a375437 

I  Bs  1728  lignes  eubes     655,7$ 3,8167582 

*(443,a9©«  =  I  mètre  cube  (44^>a96)» —  7>94<»8«4 

I  =  1000  décim.  cubes      x o^i i432o5    . 

I  s  litre  «  =  i,3oo83 

'   10  =  I  décalitre  i  boisseau  Taut  i,3oo83  décal. 

^,9g5)'.4r  r=  100.1738.655,78 
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Un  mètre  =  o,5 18074074  toise  =  a log  a  =:=  1,74018007 

Un  nètre  ==  3'pi.opo.iili.,^96=  S  pi.  >07S444==^-  ^^9  ^  "*  o,4S833i33i 

Une  toise  a:  i,949o363  mètre^£=  c log  c  =  o^aSgSigQS 

Un  pied    =  o^3a48394  mètre   z=  d log  <f  =  T,5ii66868 

Un  pouce  =  2,706995  centimètres log  -=  0,4324^743 

Une  aiufi  =  4^  po.  10  lig.,5  =  1,187694  mètre. ....    log  =s  0^0747045 

M  mètres  valent  (a  x  ilf)  toises  ou  (&  x  M)  pieds. 

T  toises  valent  (c  x  T )  mètres,  P  pieds  valent  {dxP)  mètres. 

Ua  tre sss  36,3a45  toiaes  carrées log  =  i,i^36ai4 

Un  arpent  de  goo  t.  carr.  (100  perches  de  i8pi.)=34>i8867  ares. 

Un  hectare       =3  2,924944  Brpens log  =  o,466tï763 

Une  toise  carr.  :=  3^798743  mètres  carrés log  ea  0,5796398^ 

Un  pied  carr.  =  10,552  décimètres  carrés,  i  po.carr.= 7,3278^  cent.  carr. 

m 

Un  stère  =0,1 35o64  toise  cube = 29, 1 7886  pieds  cubes. 

Un  stère  =  o,52i  voie  c=a  0,261  corde  ;  i  voie  =  1^920  stère. 

Une teîee euh. r=  7,40388^ mètreftcabea *    log  =  o,86§45979 

Un  litre  =s  1,2800  iitroD log  =5  0,0899051 

=  (5o,4i24pouc.cub.)  =1,07376 pinte,  log  =  0,0809020 
Un  Ktron      ,    =  o,9i  3o2  litre;  une  pinte=30,93 1 3  litre. 
U)a  boisseau     sa  i,3oû8déaaHt.  ;  ihect»l.=; 7,6874 hoisa. 

Une  livre  =  4>895o6hectogr.  =& log  &  =  0^68975788 

Un  yiogramm.  =s  2,0428765  livres  aal « laglsâ  o,3iQâi42&2 

L  livre»  valent  (^  x  X)  hectogr.  fkâogr.  vileiiâ(lx£)Kiiret. 

80  fvMiffi  =5  81  livres  tournoia.  Pevr  traduire  à»  finncti  en  Uvrea>  i^oatez 
le  80*  (ou  le  8*  du  10®,  c^est-àrdire  un  liard  par  franc).  Pour  changer  des  livres 
en  francs  ^  Atez  le  81*,  ou  le  9*  du  9'^. 

Diaprés  les  réductions  des  aneiennes  monnaies ,  5  pièces  de  6  livres  valent 
29  fr.  ;  4  ^^  3  livres  valent  1 1  fr .  ;  le  louis  vaut  23  fr.  55 ,  et  le  double  louis 
47  fr.  20. 


Rapports  approchés, 

8/  centimètr.  ==  2 .'pieds. 
97  millimètres=43  lignes. 

21  décim.car.=s  2  pi.  car. 

22  centim.€ar.=  3  po  car. 
27  litres  =29  pintes . 

8  décigram .   =  1 5  grains . 

4  myriamètres  valent  9  lieues  de  25  au  degré ,  ou  de  2283  toises  j. 


76  mètres  =:  89  toises. 
19  mètres  =  16  aunes. 
4ohectar.  =117  arpens 
87  stères  =:  5  toi.  eu. 
i3  litres  «a  16  litrons. 
7okiIogr.=:i48  livres. 


1 3  décimètr .  =  4  pi^ds  • 
8  décimètr.=  1 1  pouces 

19  met.  car.  =  5  t.  carr. 
5  décim.cu.r=252po.  en. 

i3  décalitres=  loboiss. 

1 1  hectogr.  =  36  onces. 
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TABLE 

Des  nombreiM^a^&t  qui  sont  multiples  detnomf/respremiert 
autres  que  2,  3  et  5,  avec  leur ptus petit  diviseur  d. 


On  detnanile  si  les  nombres  i843 ,  1907  et  ^goSS  sont  pre- 
miers, ou  quels  en  sont  les  diviseurs?  t°.  la  table  indique' que 
1843  est  multiple  de  19,  et=  ig  X  97  ;  a",  1907  est  un  nom- 
Tire  premier,  puisqu'il  n'est  pas  dans  la  table,  et  que  2,  3  ni  5 
n«  le  divisent  ;  S'.agoSS  est  divisible  par  3  et5,  et  le  quotient 
«811937,  muhiptcde  i3;  doncsgoSS^SXSx  i3Xi49. 
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ALGÈBRE  ÉLÉMENTAIRE. 
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I.    CALCULS   ALGÉBRIQUES. 


Notions  générales, 

92.  En  Arithmétique  on  a  pour  but  de  combiner  entreeuxdes 
nombres,  selon  de  certaines  «%gles  :  en  Algèbre  ^  ce  n^est  pas  uix 
résultat  numérique  qu'on  veut  obtenir^  mais  on  cherche  la  ma- 
nière dont  chaque  nombre  entre  dans  le  calcul.  La  solution  de 
tous  les  problèmes  de  même  nature ,  qui  ont  seulement  des 
données  différentes ,  exige  des  calculs  semblables  pratiqués  sur 
ces  données.  Par  exemple ,  l'intérêt  d'un  capital  se  trouve  en 
multipliant  ce  capital  par  le  temps  écoulé  et  par  le  100'  de  l'in- 
térêt que  rapportent  100  francs  dans  l'unité  de  temps  (n®  i5o). 
L'Algèbre  s'occupe  de  la  recherche  des  calculs  à  faire  dans 
chaque  problème,  et  pour  y  parvenir,  on  7  représente  les  don- 
nées par  des  lettres  à,  6,  c,  • .  • .  propres  à  désigner  tous  les 
nombres ,  afin  de  reconnaître  dans  lé  résultat ,  à  travers  toutes 
les  réductions  et  les  modifications ,  la  manière  dont  chacune 
s'y  comporte. 

Cherchons,  par  exemple,  le  nombre  dont  le  triple  est  égal 
à  100,  plus  la  moitié  de  ce  nombre;  nous  raisonnerons  ainsi  : 


\ 


I 

i 
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ifois  l'inconnue  égale  loo  plus  la  moilié 

%fc  Tinconnue 3 ar  =  lao  +  ^ ;i: 

JR.etranchant  de  part  et  d'autre  la  maitié  de 
l'inconnue ,  on  a 

Zfois  rinconnue  moins  sa  moiUê  égale  i  oo,  3a:  —  -jx=  loo 
«tt  %fois  Vinconnue  égale  loo f  a:  ==  loo 

Enfin  (5)  divisant  des  deux  côtés  par  \ , 

L'inconnue  égale  ^  de  i  oo  ou  égale  4o. . .  j?  =  l' i  oo  =  4o 
L'algébristè  repre'sente  l'inconnue  par  x ,  et  à  l'aide  des  signes  p 
exprime  tes  parties  de  ce  raisonnement,  comme  on  le  voit  ci- 
contre..  £t  s'il  met  a  au  lieu  du  nombre  loo ,  il  aura' 


3x  =  a  +  \Xj  3x  —  -Ja:  =  a,   ou  |j:  =  û,  x=:^a. 

Ainsi,  Pinconnue  dont  le  triple  est  égal  à  sa  moitié,  plus 
une  quantité  donnée,  est  les  |- de  cette  quantité,  quelle  qu'elle 
soit  (vôjrez  page  t47)- 

La  manière  de  démontrer  les  théorèmes  peut  encoVe  différer 
beaucoup  en  Algèbre  et  en  Arithmétique.  Veut-on  prouver  une 
proposition?  On  prendra  en  Arithmétique  up  exemple  numé- 
rique quelconque ,  et  l'on  procédera  de  manière  à  conclure  la 
proposition ,  non-seulement  pour  l'exemple  individuel  sur  le- 
quel on  a  opéré ,  mais  encore  pour  tout  autre.  On  fera  donc  un 
raisonnement  général  sur  un  exemple  particulier.  En  Algèbre, 
au  contraire,  on  prendra  un  exemple  formé  de  symboles  assez 
généraux  pour  représenter  tous  les  nombres ,  on  pourra  raison- 
ner d'une  manière  qui  soit  particulière,  et  souvent  les  com- 
binaisons seront  purement  mécaniques.  C'est  ce  que  la  suite 
expliquera  mieux  (n**  io6).  . 

93.  Convenons  donc  de  représenter  les  quantités  connues  par 
des  lettres  a,  6,  c...*,  ce  sont  les  nombres  donnés  qui  servent  de 
base  aux  raisonnemens ,  et  de  la  grandeur  desquels  nous  vou- 
lons rester  maîtres  de  disposer  ensuite.  Si  s  est  la  somme  des 
quati*e  nombres  a,  ft,  c  et  J,  nous  écrirons  ^rsa-f-^+c  +  ^f. 

«  =  a-{-a-{-a-|râ,  se  réduit  à  j  =4  X  ^9  ou  simplement 
=  4  ^9  ^^  ôtant  le  signe  de  la  multiplication  qui  devient  inutile» 
T.  I.  9 
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te  chiffre  4  se  nomme  Coefficient  (*).  Si  le  nombre  a  doit  être 

répëlé2,5,7 n  fois,  on  écrira  2û,  5a,  7a nû.  De  même 

on  désigne  par  a*,  11^,^7 a*  queaest  2,5,7...  ^  ^^^^  facteur, 

savoir,  aa,  aaacuiy  etc. 

On  nomme  Terme  toute  quantité  séparée  d'une  autre  par  les 
signes + ou — ;le  binôme  a  deux  termes,  tels  sont  a+b^ae — ^ab\ 
le  trinôme  trois ,  tels  que  a-^b  —  c ,  ad  —  l^b  —  aôc  ;  le  pàljr" 
nome  enfin  a  plusieurs  termes. 

Le  trinôme  a  —  6  —  c  désigne  qu'après  avoir  6té  bàea^  il 
faudra  encore  retrancher  c  du  reste  ;  ce  qui  revient  à  a— (6+c); 

a  —  b  —  b  est  visiblement  éga]  à  a  —  2^  ;  de  même 

a — b  —  3^  —  ^b:=ia  —  6^. 

De  la  Réduction ,  V Addition  et  la  Soustraction . 

I  94,  On  appelle  Réduction  l'opération  algébrique  qui  tend 
à  réunir  plusieurs  termes  en  un  seul  ;  mais  il  faut  pour  cela 
que  ces  termes  ne  différent  que  parles  coefficiens,  et  qu'ils 
soient  formés  des  mêmes  lettres  affectées  des  mêmes  exposans. 
Sfl-aa^— ft,  3fl' — 2a,  5a^^*4-2a'6^ — 3ô*,  sont  des  quantités 
irréductibles.  On  verra  aisément  que 

Zabc*  —  ahc*  —  te»  -f-  ihc^  -f-  a*d*  =  lahc^  +  *c»  -f.  a»i?», 
2fl  —     3ft    -t-    a    —      c      +    3ft     ==     3a  —   c, 
36  -f-  2ûc  —    5fc    —  3<ïc  -|-    flc    -f.     d     =     d      —  26. 

En  général ,  on  ne  prend  d abord  que  deux  termes  semblables , 
et  la  réduction  ne  frappe  que  sur  leurs  coefficiens,  cest-à^dire 
qiion  ajoute  ces  coefficiens  lorsque  leurs  signes  sont  les  mêmes, 
et  qu'on  les  retranche  s'ils  sont  différens  .•  on  donne  ensuite  au 
résultat  le  signe  commundans  le  premier  cas,  et  le  signe  du  plus 


'{*)  On  doit  bieD  se  garder  de  confondre  les  exposans  avec  les  coefficiens» 
ii^,  par  exemple,  avec  4^  :  les  exposans  indiquent  la  multiplication  réitérée 
d\ine  quantité  par  elle- môme  ;  les  coefficiens  en  marquent  Taddition  , 
ni=ia.a.a.a,  ^azszn-j-a^a-^a  :  si  a  représente  le  nombre  5,  ai  c=r  626, 
et  4«  =  ^o.  .     ' 
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^twu/  co^icient  dans  le  sçfi^nd.  L^s  lettres  et  leurs  exposans 
demeurent  jd'ailleiirs  les  niémea. 

On  doit  attribuer  le  facteur  i  aux  termes  qui  n^out  pas  de 
coefficient  (u^  S4);  b  et  ne  équivalent  à  16  et  tac, 

À  propcemeut  parkr,  il  n'y  à  en  Algèbre  ni  addition^  ni 
SQustreM^tion^  mais  bî;pn  une  réduction  lorsqu'elle  est  possible  ; 
Taddltion  et  la  soustfàctton  restent  encore  à  exécuter  dans 
â-f*Â  et  a  —  b. 

Ainfi  j  pour  &ite  l'addition  ciM:ontre ,    . 
on  n'éproutrera  d'&utre  embarras .  que      ^'**  "^  ^*^  ""  y^ 
celui  de  la  réduction ,  après  avoir,  attri^-      ^^,  ^  44^  ^.  ac» 
bue  le  signe  »-|-  *"  premier  terme  de     na»  ^  a&c  4.  ^d 
chaque  trinôme. 

gS.  Proposons-nous  de  soustraire  6  —  c  de  a  ;  il  est  certain 
qu'on  ne  changera  pas  la  différence  cherchée ,  en  ajoutant  c  à 
ces  deux  nombres;  ainsi  b  -^c  deviendra  b  y  a  sera  cban^É  en 
U'^ci  soustrayant  6  de  a  +  c^  on  a 

a  —  (A  —  c)  =  a  -f-  "^  —  b. 

On  voit  en  effet  (n**  4)  que  si  Ton  ajoute  a  +  c  —  b  kb  —  c, 
on  retrouve  a,  Donc^  pour  soustraire  un  polynôme,'  il  faut  en 
changer  tous  les  signes,  et  réduire,  s' il  y  a  lieu.  Par  exemple, 

^ftb  —  3ftc  4'6  —  3c*  -J-    hc  5fl*  —  3ac 

—  (aaft  —  6Ac)         —  {ah  —     c*  —  ikbc)  — {la*  —  ^ac) 


^ah  —  3&C  i^h  —  3c*  •+-     bc  5a»-—  3ac 

—  74iS  -I-  6tc  —  gfr     4*  g*    -f*  '^hc  —Ha*  -J-  3ac 

aa&  -f  3frc  3«ft  —  ac»  4-  3ftc  3fl» 

On  remarquera  que ,  si  le  premier  terme  ne  porte  aucun  signe^ 
il  faut  lui  attribuer  le  signe  +9  ^^^  ^^  rendre  applicable  la 
règle  ci-dessus  à  ce  terme  comme  aux  autres.  C'est  ce  qu'on 
fera  aussi  dans  la  multiplication  et  la  division,  d'après  le  même 
motif. 

De  la  Multiplication. 

96.  La  multiplication  des  monômes  ne  donne  lieu  à  aucune 
difficulté:  car  soit  4^6  xS^â^>  en  changeant  l'ordre  des  facteurs, 


i«  • 


a  H-  & 
c  -{-  d 

ac  H-  te 
^  ad  -f  td 

,l5'2  ALGÈBRE.' 

on  a  ^,5»ab^cd  on  10  abcd.  S'il  y  a  des  exposans,  comme 
a*y<,a}j  en  revenant  aux  principes ,  on  trouvls  aayc^aaa  ou 
aaaaazzicfi^  de  sorte  qu'on  a  ajouté  les  exposans  2  et  3  :  de 
même  Qd^b^  X  4^^  =  S^a^A*.  En  gênerai ,  pour  Multiplier  des 
monômes,  on  multipliera  leurs  coejfficiens ,  on  ajoutera  les  ex-- 
posans  qui  affectent  les  mêmes  lettres;  enfin,  on  écrira  à  la 
sttite  les  unes  des  autres  les  lettres  différentes.  On  attribue  Vex^ 
posant  I  aux  lettres  qui  n'en  ont  pas. 

Multiplions  maintenant  a-^b  par  ç-^</,  ce 
qu'on  indique  par  (a  4-^)  X  (c-f-d).  Il  est  évi- 
dent que  pour  répéter  a  +  b  autant  de  fois  qu'il  y 
a  d'unités  dans  c+ d>  il  faut  prendre  a-^b^c  fois , 
puis  d  fois ,  et  ajouter.  Mais  pour  prendre  e  fois 
41  ^b y  il  faut  multiplier  séparément  a  et  6  parc,  de  Bor(e 
que  (a  +  6)  X  c  =  ac  +  ^c>  {a'\-b)Xdssiad'\^  bd^  ce  qui 
do%Me  le  produit  ac  -(-  ^<^  +  ^^  +  ^d. 

Multiplions  a — 6  parc.  £n  prenant  le  produit 
^  ""  ac  de  ^i  par  c,  on  est  supposé  avoir  ajouté  c  fois  a  ; 

ZIThc  '^*^s  il  fallait  multiplier,  non  pas  a ,  mais  a  —  b 
par  c\  chaque  fois  qu'on  a  ajouté  a^  on  a  pria  une 
quantité  trop  grande  de  b  unités ,  de  sorte  que  le  produit  ac 
doit  être  diminué  de  b  pris  autant  de  fois  qu'on  a  répété  a  y 
ou  c  fois.  Otons  done  bc  de  ac,  et  nous  aurons  (a— -^)  x  c 
zrz  ac'^  bc. 

m 

Pour  multiplier  a— -6  par  c-^d,  On  fait  d'a- 
^  ""  '       bord  le  calcul  précédant  ;  mais  au  lieu  de  répéter 

-ZThc     ^"^  ^  >  ^  ^^*^»  i^  ^^  fallait  prendre  a-^b  que 

—  fl<l  -f-  W     {c — d)  fois  :  on  a  donc  pris  d  fois  de  trop  (a  —  ^)  ; 
ainsi ,  du  produit  précédent  ac^-^bc^  il  faut  re- 
trancher celui  de  a — b  par  d,  ou  ad —  W,  ce  qui  donne  (n®  gS) 
(û  —  ô)  X  (c  —  d)  rizac  —  bc  —  ad  '^-  bd, 
La  multiplication  de  tout  polynôme  peut  toujours  être  ra- 
menée à  ce  dernier  cas ,  en  représentant  par  a  et  c  les  sommes 
«des  termes  positifs  de  chaque  facteur,  et  par  b  et  Scelle  des 
négatifs;  on  retombe  ensuite  sur  le  premier  cas ,  quand  il  s'agit 
d'assigner  les  valeurs  de  ac ,  de  bc. . .  En  observant  ce  qui  vient 


c 
ac 
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d'élre  développé ,  on  voit  que  chaque  terme  du  muitiplicaude 
a  été  multiplié  séparément  par  chacun  de  ceux  du  multiplica- 
teur :  €ya  outre,  quand  les  deux  facteurs  partiels  monômes  ont 
eu  des  signes  différens,  leur  produit  a  reçu  le  signe  — ,  tandis 
que  dans  le  cas  contraire  on  a  mis  le  signe  4-. 

Concluons  de  là  que  le  produit  de  deux  polynômes  se  trouve 
en  multipliant  chaque  terme  de  Vun  par  tous  ceux  de  Vautre, 
d* après  la  règle  donnée  pour  les  monômes;  puis  on  prend  chaque 
produit  partiel  négativement  Içrsque  ses/acteurs  ont  des  signes' 
contraires,  et  positivement  lorsqu'ils  sont  de  même  signe  (tous 
deux  +,  ou  tous  deux  — )  (*).  On  doit  affecter  du  signe  +  le 
premier. terme ,  lorsqu'il  n'en  porte  aucun,  comme  n"*  gS. 

97.  Voici  quelques  exemples  de  la  multiplication  des  poly- 
nômes : 


a    -f-  3c    — 
a«    —    d 

d 

> 

a* 
a 

la      4-     ic       —  a&* 

aa       —     bc       -H  2ft*                           ^ 

2fl»    '-+•  6ac  ^- 
—    tf<{  —  Scd  4- 

2a*  -f"  6ac  — 
•^^cd  +  d* 

a    -h     h 
a    -^     h 

aad 

d^ 

Zad 

-f- 

4«"     -f-  2abc     —  ^ab* 
—  2ahc  —  ft»c»     4.  aft'c 
4-  4«6»  4-  26 'c    —  46* 

ija»     —     b*c*  4.  45*c  —  4^4 

4-  aai-h    h*                         a    -i^  b 
4-       A                                       a    —  è 

a*  -f-     ah 
-f  «6  -f-     b* 

a*  -f-  nab-^b* 

a3 
a*b 

a» 

•f-  la^b-^.  ah* 
-*-  2a3.»-4-  h^ 

4-  3a'^+  3afe»4-&' 

«»  +  a6 
—  ai  —  h* 

a*  -^  b* 

{*)  On  a  eoutume  de  dire  que  la  xnuUiplicatîpn  comporte  quatre  règles,  pour 
les  coeflBciens,  les  lettres,  les  exposans  et  les  signes.  Les  premières  ont  été 
données  p.Qur  les  monômes  ;  la  quatrième  s^exprime  ainsi 

4-x47=^'4-,    4-x-T  =  —  x-^  =  — ,     —  X—  =  4-. 

Il  semble  alors  étrange  aux  oreilles  peu  faites  au  langage  algé]t>riqued''entend]re 
dire  que—  X  — donne  4-;  Tespèee  de  doute  qu\on  éprouve  tient  au  vice  du 
langage  ;  car  il  est  absurde  de  prétendre  multiplier  un  signe  par  un  autre  :  il 
ne  faut  pas  attacher  un  sens  rigoureux  aux  expressions  dont  on  se  sert,  qui  ne 
sont  obscures  que  parce  quVn  sacrifie  la  correction  de  Ténoncé  au  besoin  de 
Fabréger,  pour  en  faciliter  Papplication.  Ce  n^est  donc  pas  — qu'on  multiplie 
par — ,  p^s  même  —  h  par  —  d,  mais  bien  a  —  h  par  c  —  J;  et  la  logique  la 
plus  exacte  conduit  au  théorème  que  nous  avons  donné.  En  un  mot,  on  ne 
doit  pas  appeler  le  principe  dont  il  s'agit,  la  Règle  des  signes,  mais  bien  la 
-Règle  de  la  multiplie alion  des  polynômes. 
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Ces  exemples  nous  fournissent  des  remarques  inte'ressantes. 

I.  ltc3irTéAe{a  +  b)esia*  +  2ab+b*.  (J^qjregïi?6i.)  , 

II.  Le  cnbe  est  a*  +  3a^b  +  3a**  +  b^.  (  rojez  n'  67 .  ) 
m.  De  (û+A)  (a — é)=:a' —  b*^  onconclvLlqae  la  somme  de 

deux  quantités  multipliée  par  leur  différence  y  donne  pour  pror- 
duith  différence  de  leurs  carrés  s  (7  +5)  X  (7 — 5)=ss  7* —  5% 

ou  la  X  2  =  49  —  35=24* 

Coupons  a  en  deux  parties  quelconques;  si  -^  a  -^  jr  désigne 
l'une,  l'antre  est  ^  a  4- j?,  et  le  produit  est  ~  a*  — «*;  cette 
quantité  est  ^  j  a*,  tant  que  jt  n'est  pas  nul.  Donc ,  51  Von  fait 
croître  depuis  zéro  Vune  des  parties  dtun  nombre  a ,  Vau,tre  di* 
minue  et  le  produit  augmente;  mais  dès  que  lapremière partie 
devient  ^  a ,  /e  produit  est  le  carré  de  cette  moitié,  et  atteint  sa 
plus  grande  valeur,  en  sorte  qiCil  décroit  lorsque  Ut  première 
partie  continue  de  croître. 

Ces  théorèknes  servent  surtout  à  abréger  les  calculs  :  ainsi , 
.  dans  le  second  exemple  du  n**  97V  on  reconnaît  aisément  qu'on 
cherche  le  produit  de  2a  4-  ( 6c  —  26')  par  aa  —  {bc  —  26* )  : 
ainsi  l'on  doit  trouver  la  différence  des  carrés  de  2a  et 
^bc  —  2é*) ,  ou4a^  —  [bc  —  26*)'  :  or  la  première  de  nos  règles 
donne  {bc  —  7,b^y  =  6V  —  ^b^c  +  4^^i  ^^  produit  cherché  est 
donc  4<ï*  —  *'c'  -|-  Ifi^c  —  ^bK 

IV.  On  trouve  que  (a' +6*)  (c'  +  d")  =aV*  4-  éV  +  a'4» 
+**€/*;  ajoutant  et  retranchant  nabcdy  le  produit  revient  à. . . 

{ac  ±  bd)^  +  [adzp  bcy  2 
propriété  curieuse  qui  prouve  que  le  produit  est  décomposable 

dedeux  manières  en  deux  carrés.  Aipsi(7^-f-2')(io^-f-4^)=^'4^? 
nombre  qui  équivaut  à  (70  ±8)*-f- (28q;r  20)*;  donc  6148 

est  décoiiiposable  en  78'+  8*  et  62*  +  48\ 

Y.  11  est  facile  d'obtenir  la  forme  du  produit  de  m  facteurs 

binômes  (x •+- a)  {x-^  b)  (x  + c). , , .;  en  effet ,  pour  deux  ou 

trois  facteurs,  on  obtient  les  produits 

a^  +  ax  +  ab  II  x^  +  ax^  +  ab  x  +  abc 
-\^b  X  II       +  bx^  +  ac  X 

+  c  ar*  -+-  Ac  *^ 
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Or,  il  suit  du  procédé  même  de  la  multiplication ,  que, 
1^.  Les  divers  termes  du  produit  ne  peuvent  éprouver  de 
réduction  entre  eux;  en  sorte  que  les  lettres  a,b,  c. . .  •  nànt 
m  coefficiens  numériques,  ni  exposans. 

2**.  Le  premier  terme  est  le  produit  de  tous  les  premiers 
termes ,  et  le  dernier  est  he  produit  de  tous  les  seconds  termes 
des  facteurs  :  entre  ces  extrêmes,  les  exposans  de  x  vont  en, 
décroissant  d'une  unité  de  terme  en  terme,  at  le  produit  a, 
en  général ,  la  forme    * 

*  3^.  Tous  les  termes  doivent  être  composés  du  même  nom- 
bre m  de  facteurs ,  en  sorte  que^  le  coefficient  A  de  x"*"*  ne 
doit  pas  contenir  les  lettres  a,b,c,.*.  multipliées  entre  elles  ; 
que  celui  B  de  xi^^^  doit  être  formé  de  produits  2  à  2  de  ces 

lettres ,  ou  ab,  açy  bc 

4®.  Si  la  lettre  a  entre  d'une  manière  quelconque  dans  l'un 
des  coefficiens  A,  B.. , .  ^  toutes  les  autres  lettres^  6^c . . . .  doi- 
vent y  entrer  dç  la  même  manière,  puisque  le  produit  ne  doit 
pas  changer  en  mettant  a  pour  bttb  pour  a,  etc.;  donc 

A  est  la  somme  de  tous  les  seconds  termes  des  binômes; 

B  est  celle  de  tous  leurs  produits  dijférens  2^2; 

C  celle  de  leurs  produits  dM&rens  3  jà  3 ,  etc. 

LêC  dernier  terme  est  le  produit  de  tous  les  seconds  termes. 

On  ne  doit  pas  négliger  les  simplifications  lorsqu'elles  sont 
possibles.  Ainsi ,  pour  {^ab  —  2âc  )  (6a6  —  Zac) ,  on  voit  que 
le  premier  facte]!!:^ équivaut  à  %a  (26— -c),  et  le  second  à. 
3â(26 — ^c);  le  produit  est  donc  6fl''(2Ô-p-c)*  ou6a'(4**— 4*<^+cO. 

Il  y  a  quelquefois  de  l'avantage  à  décomposer  les  produits, 
en  facteurs  (la  division  nous  apprendra  bientôt  à  faire  ces  sortes 
de  décompositions  )  2  ainsi ,  pour  Sj*'*  +  Zjz^  +PJ'  +  /^^ ,  on 
reconnaît  que  les  deux  premiers  termes  équivalent  à  3/z  (j^+z)^ 
^tles  deux  ai^tres  à  j»  (j^  +  z)  ;  donc  on  a  {3xz  ^p)  x  ix+z). 
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De  la  Dmsion. 

98.  Soit  a  le  dividende ,  m  le  diviseur,  q  le  quotient  et  r  le 
reste,  r  étant  <  m,  toute  division  donne  Téqu.  (n®  16) 

Pour  diviser  un  monôme  par  un  autre ,  comme  on  peut ,  sans 
changer  le  quotient,  diviser  par  un  même  nombre  le  dividende 
et  le  diviseur  (n""  i5  et  i3),  on  supprimera  les  kllres  com- 
munes à  ces  deux  monômes,  onjouslraira  les  exposons  quiaf" 
fecteni  les  mêmes  lettres,  enfin  on  divisera  les  coefficiens  entre 
eux.  On  voit  d'ailleurs  que  cette  règle  est  l'inverse  de  celle  de . 
la  multiplication  (  n^  96  ) 

ma^b^c       ,  ^,      iSa^b^       ,  .,    8a^b*c 
3ab  ^  Sa^b""  4^ 

b*  disparaît  dans  le  troisième  exemple  ,  parée  que  les  deux 
termes  ont  b*  pour  facteur  commun. 

3abc  ^a<?d<? ac^c* 

t^c~  ''    %bd^e   ""2Î^' 

on  ne  peut  pousser  le  calcul  plus  loin  ,  et  il  restera  à  diviser 
<ic V  par  Tbd^ ,  quand  on  connaîtra  les  valeurs  nume'riques 
Aq  a,  by  c,  d,  e. 

Soit  proposé  de  diviser.        ^u 

nùab^  +  ^a^ — aSa'ô^ — J^b^  par  aô^  -f-  na^  —  5ab*. 

Le  quotient,  multiplié  par  le  diviseur >  devra  rejproduire 
le  dividende  :  si  l'on  connaissait  un  ternie  du  produit 
T.o^ab'^^a^ — , ..  qui  résultât  ja/t^  réduction  de  la  multiplication 
d'un  terme  donné  du  diviseur  par  un  terme  du  quotient,  une 
simple  division  donnerait  celui-ci.  Or,  on  sait  que  les  termes 
où  une  lettre  quelconque ,  telle  que  a ,  a  le  plus  haut  exposant 
dans  les  deux  facteurs,  donnent  au  produit  un  terme  qui  ne  se 
réduit  avecaucun  autre,  puisque  cette  même  lettre  a  y  porteéga» 
lement  le  plus  haut  exposant.  Les  termes  ^tf  d'une  part,  et  2€»^ 
de  l'autre  étant  dans  ce  cas,  ^a^  est  le  produit  exact  du  terme  2.^ 
par  le  tenue  du  quotient  où  a  est  afHîcté  du  plus  haut  exposant  * 
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ainsi  ce  terme  est  •^  ou  aa^.  Si  l'on  multiplie  tout  le  diviseur 

par  na^y  et  qu'on  retranche  du  dividende ,  le  reste  sera  le  pro- 
duit du  diviseur  par  les  autres  parties  du  quotient.  On  est  donc 
conduit  à  diviser  ce  reste  par  le  diviseur ,  afin  d'obtenir  ces 
parties,  ce  qui  exige  qu'on  reproduise  le  même  raisonnement , 
et  qu'on  divise  encore  par  na^  le  terme  du  reste  où  la  lettre  a 
porte  le  plus  baut  exposant. 

Pour  éviter  l'embarras  de  de'méler  parmi  les  termes  du  divi-< 
dendé,  celui  où  a  porte  le  plus  haut  exposant,  ainsi  que  dans 
les  restes  successifs  y  il  est  convenable  d'ordonner  le  dividende 
et  le' diviseur;  c'est-à-dire  de  placer,  comme  on  le  voit  ici, 
au  premier  rang,  le  terme  où  a  porte  le  plus  haut  exposant  ;  au 
second  rang,  le  terme  où  a  porte  l'exposant  immédiatement 
^noindre,  et  ainsi  de  suite.    , 

—  4a6-|rloa*&«~4g3ft* \  iïi+5a6«~ai* 

i*^  reste. ... -i-ioa^i* — 25a*bi — 4^'^'  +  aoafc' — 4*® 
— ioa<6»-f-a5a*J4— loaft* 

a®    reste —  Li^h^-i^ioab*  —  àb^ 

-f-  4a3fi3--ioa&ï  -h  4Ô6 
3*    peste*. o 

On  voit  qu'après  avoir  divisé  ^a^  par  2a^,  on  a  multiplié  tout 
le  diviseur  par  le  quotient  partiel  2a',  et  retranché  le  produit  du 
dividende ,  ce  qui  a  donné  un  premier  reste.  On  a  divisé  de  nou- 
veau par  2fl^  le  terme  + 1  oa^^%  où  la  lettre  a  porte,  dansle  reste, 
le  plus  fort  exposant ,  ce  qui  donne  -f-5a6*  pour  second  terme  du 
quotient.  On  a  ensuite  multiplié  le  diviseur  par  ce  terme  -f-5fl6*; 
on  a  retranché  du  premier  reste,  ce.  qui  a  doimé  un  second 
reste.  Enfin,  — ^a^^  ;  aa^  =—  2*^  a  complété  le  quotient 
parce  qu'on  n'a  plus  trouvé  de  reste. 

Lorsqu'on  est  conduit ,  comme  ci-dessus ,  à  diviser  des  termes 
qui  ont  pour  signes ,  l'un  +>  l'autre  — ,  on  donne  au  quotient 
le  signe  — ,  afin  que ,  dans  la  multiplication ,  on  reproduise  le 
premier  terme  du  dividende  avec  son  signe.  Si  les  termes  à 
diviser  eussent  été  négatifs  l'un  et  l'autre ,  le  quotient  aurait  eu 
le. signe +.  Il  faut  prendre  ceci  simplement  comme  un  fait  de 
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calcul  y  sans  chercher  à  expliquer  ce  que  peut  signifier  la  divi*- 
sion  de  deux  termes  qui  ne  sont  pas  positifs  ensemble  ;  en  effet , 
il  ne  s'agit  ici  que  de  trouver  un  système  de  termes  qui ,  multi- 
plié par  le  diviseur,  d'après  les  règles  connues,  reproduise  le 
dividende. 

Concluons  de  là  que,  pour  dMser  deux  polynômes,  on  les  or~. 
donnera  par  rapport  à  une  même  lettre;  on  divisera  lepreipier 
terme  du  dividende  par  le  premier  du  diviseur,  et  l'on  aura  un 
terme  du  quotient^  on  multipliera  ce  terme  par  le  diviseur,  et 
on  retranchera  du  dividende  .*  puis  ton  traitera  le  reste  de  la 
même  manière.  On  pratiquera,  pour  les  divisions  partielles  ^  la 
regledes  iignes  de  la  multiplication.  Enfin ,  on  poussera  l'ope'- 
ration  jusqu'à  ce  que  Is^  lettre  suivant  laquelle  on  a  ordonné,  ait 
dans  le  reste  un  exposant  moindre  que  dtfns  le  diviseur. 

Il  est  bien  entendu  qu'on  pourrait  ordonner  par  rapport  à  6, 
ou  toute  autre  lettre  commune  aux  deux  facteurs ,  et  même 
dire  du  plus  petit  exposant  d'une  lettre  tout  ce  que  nous  avon& 
dif  du  plus  grand.  ' 

99.  Nous  mettrons  ici  deux  autres  exemples  de  division. 

-6««-&..'fr-f.S«'t'        (-3«.-  aft-aft. 
^«r  peste — aa^i— 6tf *&•— 3a&'-f.264 


— Li*h* — &ab  *-hai4 


a*  reste. 

' .ai4 

3*  reste o 


«5  _J5  ia  ^  h ____, 

~.a«g  -f.A4fe  I  a4-f.a»ÔHua»i»+a65-(-fci. 

i^*^  reste,  a^h—h^ 

a*  reste a*6* — *' 

3®  reste / .  a*ft' — 6* 

^a^b^-^-ab^ 

4*  reste «M  —  i* 

--ab^   -f  b^ 

5*  reste o 

V 

£n  suivant  avec  attention  la  marche  de  la  dernière  division  ^ 
çn  voit  que  si  l'on  divise  a^-^b^  par  a—  /^ ,  les  exposans  de  «: 
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cU^vent  diminuer  9  et  ceux  de^  croître  d'une  unité  dans  chaque 
reste  et  dans  chaque  quotient  ;  les  restes  sont  donc  des  binômes 
dont  le  I*'  terme  est  successivement  a"*"'^,  «"""'ô*...  Lorsqu'on 
arrive  au  reste  ûô"*"**  ^  6*",  la  division  paî*  (a — b)  donne  le  quo- 
tient exact  ô"""* ,  en  sorte  que  a"* — b^  est  divisible  sans  reste 
par  ^a — b) ,  et  l'on  a 


a"»— I 


Siô=i, =a"-'-f  tf"^-»  +  a«-3a, +a  +  1. 

\ 

Au  reste  I  il  est  facile  de  prouver  la  venté  de  ces  équations 
en  multipliant  les  seconds  membres  par  les  dénominateurs  a— 6, 
fl — 1,  parce  qu'on  reproduit  idenliquemeni  les  numérateurs 

Quand  on  divise  a  par  i—- jr,  l'opération  n'a  pas  de  fin,  et 
l'on  trouve  ce  quotient  indéfini 

7^=«(i  +  ^+a:*  +  a:34- ). 

On  peut  donc  regarder  le  1*'  membre  comme  la  somme  des 
termes  du  iz'  ;  cette  fraction  est  la  somme  d'une  progression 
par  quotient ,  qui  s'étend  à  l'infini ,  dont  a  est  le  i  "  terme  et  x 
la  raison.  Si  l'on  a,  par  exemrple,  tt  2  :  f  :  |  :  ^. . . .  savoir  a  ab2 
et  â:  =  I ,  I  — AT  =  |y  on  trouve  2  !  |  ou  3,  pour  la  somme  de 
icette  suite  prolongée  à  l'infini.  Dememe^(i  4-|+(f)"...)  =  ^ , 
parce  que  a  =  ^,  ar=f.  Enfin,  f  (i  — i  +  î— |.  •  •  •  )  =|> 
en  faisant  a  =  | ,  a:  =  —  5.      ^ 

La  fraction  décimale  périodique  o,(54)  revient  à ,  • . 

en  faisant  a  =  -^,  x^ssi-^.  En  général,  s\  p  est  la  période 
composée  de  n  chiffres,  cette  fraction  est,  comme  n^  53, 

lo"        10""         '  '       10" — I        999. 


•  •• 


Faisons  a=s  i  et  a:p=f  ;  il  vient  —  2=1  +  i  4"  4  "H  •  •  •  • 
On  ne  conçoit  pas  d'abord  comment,  en  ajoutant  des  termes 
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sans  cesse  croissans  et  positifs,  od  pourra  trouver  -?-  2,  pour- 
somme.  Mais  en  poussant  la  division  de  a  par  i — Xy  jusqu'à. 
4  termes  seulement,  on  a  le  reste  ax^y  eu. sorte  que  le  quotient 

exact  est  a r  I  -f*  or 4-a:*  +  a:'  + ^  j ,  cette  dernière  frac- 
tion représentant  la  somme  de  tous  les  autres  termes  jusqu'à 
rinfîni.  Mais  cette  fraction  devient  —  ^y  en  faisant  a  =  i  et 
j:  =1  ;  ainsi  y  lorsqu'on  n'a  égard  qu'aux  premiers  termes ,  ceux 
qu'on  néglige  forment  une  somme  négative  plus  grande  que  la 
partie  qu'on  prend  :  les  deux  parties- réunies  sont  ici 

'  +  l+f  +  'T  —  T"  fl^^  ^^  réduit  au  i  •''  membre  —  2. 

Ce  paradoxe  vient  donc  de  ce  qu'on  ne  peut  regarder  les  n 
premiers  termes  comme  une  partie  plus  ou  moins  grandie  de 

la  somme,  qu'autant  que  va  sans  cesse  en,  diminuant,  à 

mesure  que. le  nombre  n  des  tek'mes  conservés  s'accroît  ;  il  faut 
donc  que  x<^  1.  On  dit  qu'une  série  es<  com^ergente  quand  les 
termes  vont  ainsi  en  décroissant  de  plus  en  plus,  {f^ojr,  n^  618.) 

106.  On  rencontre  une  di£E[culté  de  laquelle  il  est  bon  d'être 
prévenu  :  lorsqu'il  y  a  plusieurs  termes  où.  la  lettre  suivant  la*, 
quelle  on  a  ordonné  porte  le  même  exposant ,  quel  est  celui  qui. 
^oit  être  écrit  le  premier,  et  que  devient  alors  la  démonstratipin 
que  nojLis  avons  donnée?  Avec  une  légère  attention ,  on  verra, 
qu'il  suffit  de  mettre  da,ns  les  termes  dont  il  s'agit ,  la  lettre  avec 
son  exposant  en  facteur  commun,  et,  entre  des  parenthèses, 
la  quantité  qu'elle  multiplie.  On  doit  regarder  alors  cet  ^sem>. 
blage  comme  ne  formant  qu'un  seul  terme.  3i  l'on  a,  pares^em- 
ple,  4^^^*  —  ^a^bç  +  a^c^y  on  écrira  a<(4^'—*4*<^  +  O ,  qu'on 
regardera  comme  n'étant  qu'u^  seul  terme. 

Un  exemple  fera  voir  plus  clairement  la  marche  qu'on  doit, 
suivre* 

— (4&^-4ftc-fc')tt^-4-(afe  ^c)ib^c:aib  — (2&~c)  a-b^     | (^h-ca*-i^{b+c)ab^hy 

(!l6-c)(6-f-c)a»fe-<3ft»-+-  Ac-f'C*)a»&*-f-{  b+cjlàab^-b^ 
~(2&-c) (&+g}gU+(  fe*4-2fecfg*)<»*&'— (  b-^c)  abà 

—(26— c)  a»&5-f-(   b-i^c^ab^—b^ 


l 


FRACTIONS.  j^l 

1)€S  Fractions  et  Communs  diviseurs. 

loi.  Tout  ce  qui  a  été  dit  (page  46)  sur  les  fractions  numé- 
riques, doit  se  dire  aussi  des  algébriques.  Ainsi 

1*.  -T  désigne  que  l'unifé  est  partagée  eu  b  parties,  et  qu'on 

en  prend  ^  ;  en  sotie  que  le  produit  ^  X  ^  est  le  numérateur  a 

(«•39); 

2°.  Quel  que  soit  m,  on  a  <=-  =  ^ —  (n*  38) ^ 

b       brh 

b       a  bd      ^        ^'    m  m 

Le  signe  =!i  s'énonce  plus  ou  moins;  il  indique  qu'on  doit 
•prendre  le  signe  supérieur  dans  les  deux  membres ,  ou ,  si  l'on 
veut,  l'inférieur  dans  l'un  et  l'autre.  V 

.^   a         I ac  a  a         a       c ac 

^'b^'^^'b'    a^^^-^m'     l^^l^Td' 

(.+|)(»+«)=fc±û^=:î±£2 , ,... 4„4„., 

^     a  ^  a         am  a        a     c       ad .  ^ 

ù'         èc'       b   •  b'     b'  d~bc' 

(.+£):(™+|)=f^;K-4.,«. 

102.  Cherchons  lepîus  grand  commun  diviseur  Ù  de  deux 
polynômes  //  et  ^  :  on  nomme  ainsi  une  expression  qui  divise 
exactement  ces  polynômes^  et  telle,  que  les  deux  quotiens  n'ad- 
mettent plus  aucun  diviseur  commun. 

I.  Si  ^  et  i9  sont  divisibles  par  />,  ils  sont  de  la  forme 
ji=zDXy  B^zDj';  or  en  divisant  j4  par  i5,  et  désignant  le 
quotient  par  q  et  le  reste  par  S ,  on  a  l'équation 

R 
J=Bq+R,  d'où  Dx:=2Djrq  +  R,  x=jrq  +  j^, 
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en  divisant  Féquation  par  D  :  ainsi  R  doit  aussi  être  divisiblif 
par  Dj  et  de  la  forme  /l  =  I>z,  ce  qui  donne  xz^j-q+i. 
Tous  les  diviseurs  communs  à  A,  et  B  le  sont  aussi  du  reste  R  de 
la  division  de  A  par  B, 

Maintenant  supposons  que  D  soit  le  plus  grand  diviseur 
.  commun  de  ^  et  B^  c'est-à«dîre  que  x  et  jr  n'aient  aucun  fac- 
teur commun,  il  s'ensuit  que  j*  et  z  n'en  auront  pas  non  plus  ; 
car  s'ils  en  avaient  un ,  on  prouverait  de  même  quç  ce  facteur 
diviserait  x^  et  que  x  etjr  ne  seraient  pas  premiei*$  entre  eux. 
Donc  le  plus  grand  commun  diviseur  de  A  et  B  y  est  aussi  celui 
de  B  et  du  reste  R  de  leur  division.  C'est  ce  qu'on  a  vu  n^  23. 

II.  Si  Fon  multiplie  ou  divise  A  par  une  quantité  qui  soit 
prem-iere  avec  B ,  le  plus  grand  commun  diviseur  demeurera 

•  le  même.  Car  soient  ^  et  i&  de  la  forme  AsszDxy  Bs=:Dj'y  x  etj' 
étant  premiers  entre  eux  ;  il  est  visible  que  D  sera  encore  le 
plus  grand  diviseur  commun  y  si  l'on  supprime  XyOUjTy  ou  seu- 
lement quelqu'un  de  leurs  facteurs,  comme  aussi  si  l'on  mul- 
tiplie A  par  une  quantité  z  qui  soit  première  avec  B. 

III.  Si  un  pQljrnome  A  ,  ordonné  par  rapport  à  a ,  est  divi» 
sible  par  une  quantité  F  indépendante  de  a ,  les  coejfficiens  de 
chaque  puissance  de  cette  lettre  a  doivent  en  particulier  être  di" 
visibles  par  F.  En  effet,  soit  Ma^  +  -Sia*+'  •  •  »  le  quotient  de 

^A  divisé  par  F,  on  a  donc  AzszFMa'^  +  FHa^  +'•••;  or  F  ne 
contenant  pas  a ,  il  ne  peut  s'opérer  de  réduction  d*un  terme  à 
l'autre.  Donc  chaque  coefficient  conserve  le  facteur  F. 

Voici  l'usage  de  ces  théorèmes.  Si ,  par  la  méthode  que,nous 
allons  exposer,  on  cherche  le  plus  grand  commun  diviseur 
entre,  deux  quelconques  des  coefficiens  de  A  y  puis  entre  ce 
diviseur  et  quelque  autre  coefficient  de  A  y  et  ainsi  de  suite  pour 
tous  les  coefficiens,  il  est  clair  que  si  >^  a  un  facteur  Fiudépen-^ 
dan  t  de  a  )  comme  il  devra  l'être  de  chaque  terme  en  particulier, 
on  obtiendra  ainsi  ce  diviseur  commun  F  indépendant  de  a,  et 
l'on  aura.^=:F^',  ^^ étant  un  polynôme  connu,  qui  n'admet- 
tra plus  de  facteur  sans  a.  Le  même  calcul  mettra  en  évidence 
dans  B  le  facteur  F^  indépendant  de  a ,  s'il  en  existe  un ,  et  Ton 
aiurdL  B  z=:  F"  B' . 
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Or,  le  plus  grand  diviseur  K ,  en  trie  F  et  F'  est  le  facteur  iVi- 
dépendant  de  a  ^  qui  est  conunun  entre  A  eiB  i  c'est-à-dire  que 
si  le  plus  grand  commun  diviseur  cberehé  entre  AetB^  est  le 
produit  QK  de  deux  facteurs ,  l'un  Q  contenante,  l'autre  K 
sans  a,  on  sera  parvenu  à  connaître  ce  dernier,  et  il  ne  restera 
plus  qu'à  trouver  Q ,  qui  ne  peut  être  divisible  par  un  facteur 
indépendant  de  a.  Une  fois  K  connu  >  on  aura  donc  F:i=zKêty 
F'^=:iKfi/d*pvtA=:2Kjf a, B=KB' fi; 6t3LniUfncteiirK,  Çsera 
le  plus  grand  commun  diviseur  entre  A'«t  etB'fiy  ou  plutôt 
entre  A'  et  B' ,  puisqu'on  peut  supprimer  «  et  i8  (If). 

Concluons  de  là ,  qu'après  avoir  trouvé  les  facteurs  F  et  F' 
indépendans  de  a ,  ou  communs  à  tous  les  termes,  l'un  de  A^ 
l'autre  de  B ,  on  supprimera  ces  facteurs,  ce  qui  rendra  les  po- 
lynômes plus  simples,  tels  que  A'  et  B^  :  mais  on  mettra  à  part 
le  facteur  A",  commun  à  F  et  F';  on  cherchera  le  plus  grand 
commun  diviseur  Q  entre  A^  et  B'y  et  on  le  multipliera  par  K  ; 
KQ  sera  celui  qu'on  demande. 

Procédons  maintenant  à  la  recherche  du  facteur  Q  dépen- 
dant de  a. 

Comme  le  quotient  q  de  A'  divisé  par  B^  doit  nécessairement 
être  entier,  il  ne  suffit'pas  ici  de  procéder  comme  on  l'a  fait 
sur  les  nombres.  Après  avoir  ordonné  les  polynômes ,  ils  de- 
viendront 

A\...  Ma''  +  M'a"^'  +  . . . 
B\....  Na^  -f.  N'a'''  -J-  . . . 

On  divisera  le  premier  terme  Ma"^  par  le  premier  Na**  ;  or  si 
N  contient  quelque. factev^  «  qui  ne  divise  pas  M,  le  quotient 
n'est  pas  entier.  Pour  éviter  cette  difficulté ,  comme  on  admet 
qu'on  a  délivré  B'  de  tous  les  facteurs  communs  indépendans 
de  et  y  m  n'est  pas  diviseur  de  B'^  et  l'on  a  le  droit  de  multipliera' 
en  totalité  par  j<»  :  alors  If.  deviendra  Mm  divisible  par  iV.  Ainsi 
lea  deujc  premiers  termes  seront  toujours  réduits  à  l'état  conve- 
nable pour  que  la  division  soit  possible ,  parce  qu'on  aura  ôté 
de  A%  ou  introduit  dans  M,  les  facteurs  qui  s*opposaient  à  la  di^ 
"  vision  exacte.  On  aura  soin  de  faire  une  semblable  opération  sur 
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chacune  deé  divisions  subséquentes  qu'exige  le  the'orème^  afin 
de  rendi^e  tous  les  quotiens  entiers. 
Soient,  par  exemple,  les  polynômes 

^ .    36à^cd —  1 2oabcd -}-  i  oob^cdy  et  36a^c  —  6a^bc — goai*c. 

Le  commun  diviseur  entre  i^oabcdet  loob^cd esiiobcd;  entre 
7,obcd  et  36a^cdy  il  est  ^cd.  On  obtient  de  même  &ac  pour  fac* 
teur  commun  de  tous  les  termes  du  second  polynôme.  Suppri- 
mant ces  facteurs,  les  proposés  se  réduisent  à 

gtt'  — 3oaô+256»  et  6a*— a*—  i5ô». 

Mais  comme  ^cd  et  6ac  ont  ic  pour  diviseur,  on  réservera  ic 
pour  multiplier  le  commun  diviseur  entre  les  polynômes 
réduits  :  2c  est  le  facteur  indépendant  de  a.  Voici  la  fin  du 
calcul  : 

Qfl»  —  3oa6    -h  aSfc*  {     6a*  —  aft  —  i5&»    f  3a  —  5ft  comm.  divig. 

i8a«  —  6oafr    -»-  5o6'  )  ,ér  qgot.  3  J  aa  +  3& 

Reste—  57a6    -f-  gSA*  ja*  Reste  Qad  —  i5i*    J 

ou    —  19^  (3a —    56)  i  o  '  ,_ 

On  voit  que  la  division  de  ga^  par  6a*  ne  pouvant  se  faire  exac- 
tement, lia  fallu  multiplier  la  totalité  du  dividende  par  2  ;  après 
qi|oi  le  quotient  3  a  conduit  au  reste— *57tir6  4-9^^%  et  la  quct^ 
tion  est  réduite  à  trouver  le  plus  grand  facteur  commun  entre 
ce  binôme  et  le  diviseur  ;  il  faut  donc  réitérer  les  calculs  de  pré- 
paration surTun  et  l'autre.  Or,  on  trouve qUe le  binôme  a  — 196 
pour  facteur,  qu'il  faut  supprimer;  et,  comme  la  division  par 
(3a — ^b)  réussit,  le  plus  grand  diviseur  commun  cherché  est 
2c  (3a  —  5ô)  ou  6ac  —  i  o6c. 
Soit  proposé  de  réduire  à  sa  plus  simple  expression  la  fraction 

6a^ — 6a*  r  4-  aa  jr""—  2  r ^  , 

ïHr  5 — ,  Oy> — "  •  ^fis  polynômes  ont  respectivement 

2  et  3  pour  facteurs  qu'on  peut  ôter  sans  changer  le  plus  grand 
facteur  commun  des  deux  termes  :  le  diviseur  sera  réduit  à 
4a* —  5ajr  +jr^i  et  le  premier  terme  du  dividende  à  3a^  Pour 
rendre  la  division  exacte ,  il  faudra  multiplier  par  4^  c'est-à-dire 
douljler  le  numérateur  ;  ainsi  il  faut  chercher  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  de  l'ia^ — may^^ajr^ — 4>^^et4a'— So^^+^V 
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Une-  pè€i|»ièi^e  division  donne,  le  quotient  '3a  et  le-  reste 
3aîr  4"  fir'*  — *  47*-  ^^^  rendre  de  nouveau  la  division  po^ 
sible,  on  maltiplijfiracesestepar4;  on  pouvraiaoïBsi  supprimer 
le  facteur  j*;  et  le  dividende  deviendra  laa*  4-  44f  —  i6^- 

Une  seconde  division  conduit  au  reste  iQ(^'^igj^j  qui  doit 
être  pris  pour  diviseur  de  4«* — 5^+^-  0»  supprimera  les 
facteurs  19  et  J^  dans  ce  diviseur,  qui  devient  a^^jr^  et  qui  di- 
vise exactement  ;  a^^jr  est  donc  le  plus  grand  comnrafn  divi^^ 

seur  cherché.  La  fraction  proposée  se  réduit  à  ^^ 

Voici  le  caleul  : 

laà»— iia*M- 4*1^»— 4j*'*     i  4*?*"^5<y-^■y*       (  ï9<ir  —  19^» 

-f..3a^4-     <«r*—  Sy*    \  3a  -L.3  .  \      41— X  oomm.  divia. 

£n  cherchant, le  plus  grand  diviseur  des  deux  termes,  qui 
est  àû*  +  aoé— è*,  on  verra  de  même  que  la  fraction 

.  4a^,~  4a'6^  +  /jab^  —  b^  2a'  —  aoA  +     ^* 

'6ai^-4a3ô— 9û*ô«— 3a63+26*™3a*—   aô  —  2P 

Pour  la  fi^ctidn  T^-rr'to'rn —     »,  '  gv;»  le  facteur   com- 

mun  indépendant  de  a  est  Zb  ^  en  le  supprimant  dans  les  deux 
termes,  ainsi  que  2  au  numérateur,  on  est  conduit  à  chercher 

le  plus  grand  commun  diviseur  entre  9a'-^4^^  ^^ •  •  «  • 

i5a^+a*^ — 3flô*+2Ô'.  On  trpuve  qu'il  est  3a  +  a6;  ainsi 
36  (3a  -f-  nb)  est  celui  qu'on  cherche ,  et  la  fraction  se  réduit  à 

6a  — 4^ 
5a^  — 3a6+K 

Oïl  ne  doit  pas  oublier  qu'ici  ;  comme  a^  h*  100 ,  iVfaùt  re- 
garder les  termes  qui  contiennent  une  même  puissance  dé  là 
lettre  par  rapport  à  laquelle  on  ordoitte,'  comme  ne  faisant 
qu'un  seul  terme.  Cést  ce  qui  a  Keu  poiAr  la  fraction 

a*A.b?^.çn  —  ab  (2^^4r  ^^  —  Ç')  +^'  (^  +  c) 

.  a?  (Afirh  ^bc  ^  c*).— a*6  (î«*'^+  Zbç  +  c*)  +  a*'^  {b  -hc)' 
T.  ï.  10 
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La  coiittiâërartton  dfiis  cpefficiens  (ù  *^v)j  (!iA*-4^^-^«^), 
( ^«  —  1^) ^  etc. ,  fût  bientôt  raoeuattire  ^uè  (b  +  e)  ^t  utt 
ÂictearQ»mmtt]titiditftiendâiu4«A£tiksiipprittunt^  opcbercbe 
le  pl«B  {[ranicl  diYisem:  efiitM  , 

^  «»  (Â— c)  —  a*  (2J— c)  +  b^ 

et  o^  (A  +c)  —  a»6  (a* -f  c>  +  «ft^ 

qu'on  troiiye ,  pur  le  calcul ^  être  a  —  &  ;  ainsi,  celui  4^  deux 
termes  4e  la  i^iictîon  proposée  esta(&  +  c)  —  à  (b  +  c);  elle  se 

réduit  à  --r7T-^-^r-^— r.. 

io3.  CberchoQS  le  plus  petit  nombre  n  divisible,  par  deux 
naménts  éonnés  a  ei  b.  Ce  nombre  serait  ày<,b ,  si  a  et  A  étaient 
premiers  entre  eux  ;  mais  soU  D  un  diviseui:  quéliqonque  de  a 
et  de  *,  aszDa'f  bzssDb'  \  comme  J9a*'i=  ai' ==</*,  2>a'6' 

nh 

est  divisible  par  a  et  pai^  &.  Mais  —  6st  doutant  ];iltis  ^tit  ^ 

D  est  plus  grand  ;  donc  la  quantité  n-^^DdU,  est  le  plus  petit 
nombre  divisible  par  4s'et  par  b ,  quand  D  est  leur  plus  grand 
commun  diviseur.  Ainsi,  3i3  et  i32  ont  12  pour  plus  grand 
divieeurj  les  qùotiens  sont  26 et  11  ;  donc  12.26  iK=r343sr 
est  le  plus  petit  multiple  de  3i2  et  i32. 

il.    IN^UATIORS    DD    PREMIER    DEGRÉ. 


Premier  Degré  à  une  seule  inconnue* 


«••»•••• 


t«4*  I^  d^gré  d^tt|le  équation  est  marqué  par  1 
pfiissançe  de  rincj9ii9He  qu'Ole  renferme  ix<,jjZ.. 

désigneront  ks  inooniMAçs ;  a,  6 ,  q tes  données.  AinA>^ 

Ax-f-  b =cjr.e9t  du  premief  degré  \  «x'-f  d!r>=:  c  est  du  second  ; 
^  -h  9^  =  ''  C8^  du  troisième ,  etc. 

Pour  résoudre  un  problème  proposé,  il  faut  d'abord  expri-* 
mer ,  par  une  équatidn  y  les  conditions  qui  lient  les  donaiées^ux 


ipcooiiiil»  :  cette  traduction  duproblème^o  langage  algëbri(|iie 
une  foi#  faite  »  il  fout  résoudre  Téqnation ,  c*est^-d|re  dégager 
rincopnue  de  toi^  ce  qui  l'aiFecte ,  et  ramener  à  la  fo^me  xs^^; 

^  est  la  yM^^^r  çhercb^'e*  ^ 

Par  exemple ,  un  père  a  4  fp}^  l'^^f^  ^^  ^^  ^^  %  1a  sçmme  d^ 
deux  4g^f  fist  4^aa6 1  q^el  est  l'âge  de  chacun  ?  $oit  x  l'âgç  du 
thy  4f  ^^^  ^1^^  4u  pè^e  ;  ainii ,  .^  +  4^  cloi t  faire  4^  ^^>f  d'où 
5xz=i^S.  Telle  est  l'éc^uation  qui,  dans  notre  problème,  ex*-> 
prime  la  liaison  de  l'inconnue  aux  quantités  donne'es  5  et  45. 
XI  t^m%  mai^tena^i^  ^^spudre  cçtte  éqfiation ^  içe  \vi  se  fiiit  en 
divisant  le  produit  4^fi9X  5  ;  le  quotient  9  est  ji'autrç  i^ct^ 
(n^  5)  ;  x;=g  donne  9  ans  pour  l'âge  du  fils,  et  36  ans  pour 
édai'du  père. 

On  Toit  ici  bien  distinctement  les  deux  diifie^ltiS^  qu'offre 
tout  prpbl^e  :  i".  poser  fégi^ion,  1»**.  la  r^:sçudre,  No^s 
tr£^t^ro^s  ces  deux  sujets,  en  coiiimen$ant  pair  le  ^ço;^» 

io5.  L'inconnue  ne  pe^t^tre  ^gagée  dans  vue  équation  du 
premier  degré ,  qi^e  par  addition ,  spuitr^^in»  9  msiltÂpliçation 
et  division.  Voici  les  règles  qa'il  i4llt  praUqwi^  pour  U.  dégager* 

I.  $iV inconnue  a  quelques  çi;^ffici^n^fr4icdonn^r^f,  multù- 
pliez  toute  Véquation  par  le  nombre  qui  serait  dénominateur 
<iommun  (n®  38,  i®.  et  2"^.).  Cette  opéraUon,  sans  altérer  Té-* 
quation ,  fera  disp)|raître  les  diviseurs*  €^a  revieiil;  -^  réduire 
tout  au  Qtéine  dénominateur,  puisa  le snpprifner.  Sçit,  par 
exemple, 

£n  multipliant  tjdut  par  ta ,  cette  équation  devient 

^x-^-Sx—^^o  —  2^3=94c  —  X  —  g6, 
qui  se  réduit  à  laj:  —  a4o  =  Sx  —  96. 

IL  On  réunira  tous  les  termes  inconnus  4ans  f^in  des  mem- 
bres, et  les  quantités  connues  dans  V autre ^  en  donnpfnt  i^n  signe 
contraire  aux  termes  qui  changent  de  membre^  c'est  ce  qu'on 

appelle  transposer.  Ainsi  eotre  ÇTt^mple  deviendra ^ 

i«ar — B;c  =  a4o — 96,  ou  4«  :;=  i44-  ^^  voit  en  effet  qu'en 

10., 
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èfifàçant  1^40  àa  premier  membre  mx  —  ^4^ ,  ce  qui  le  réduit 
à  1  âar,  on  l'augmente  de  240  ;  pour  ne  poifat  troublet  l'égalité  ; 
il  faut  donc  ajouter  240  au  second  membre.  Pareillement,  en 
supprimant  8xj  on  diminue  de  8a:  le  second  membre  *  il  faut 
donc  aussi  retrancher  8a:  du  premier. 

ni.  L*éqttatit>n ,  d'après  ces  deux  règles,  Sera  amenée  à  la 
forme  àx=:t^;  fr  est  le' produit  de  a  multiplié  par  x(n*'5);  en 

divisant  b  par  a,  le  qi^otient  donnera  donc  x  \  ainsi  or  =  -. 

't>Ônc,  pour  dégager 'fificohhue  cle  son  coefficient,  il  faut 
diviser  toute  F  équation  par  ce  coefficient,  '' 

Cest  ainsi  que  Téqu.  4«=  «44»  donne  a:=  -4^  =  36;  ce 

nombre  résout  Véqu.  que  nous  nous  étions  proposée  ci-dessus , 
È*est*à-dire  cjue  lés  deux  nlémbres  seront  égaux  \  si  Ton  met  par- 
tout 36  pour  x\  c'est  ce  qu'on  vérifie  aisément,  car  on  a 
24-f-i8  —  ao  — 6  =  27 — 3  —  8=16. 

IV.  Uneéqu,  du  prentier'^degté  n'admet  qu'une  solution)  car 
on  peut  toujours  la  mettre  sous  la  forme  (n*  107)  ax-^bsiscx-^d; 
or  si  :r  ^vtvait  avoir  deux  valeurs  <e  et  ^8,  on  àui^it  les  équa- 
tions '  ^ 

a»  +  bs=:cm+d^    ;4^4.*«=4ÎMS+t;?,' 

et  retranchaût,  on  trouverait  a{a  —  fi)  =c  (« — fi ) ,  équ.  qui 
revient  à  (a-^  c)  («— *0  )  =?=  o ,  et  ne  peut  être  satis&ite  à  moins 
qu'on  ait  «~^,  puisque  «  et  c  sont  donnés  et  inégaux. 
Voici  plusieurs  exemples  de  ces  diverses  règles  : 

"  ^LX  ex  ex 

lO.  -r-  -I*  -7  4"  ''*  =  /'^  +  *7"1~  ^  >  supprimant  la  fraction 

c*£  <■  ax  1 
commune  aux  deux  membres ,  on  a  -r-  4-  m=:px-|-n  ;  mul- 

tipliant  tout  par  6 ,  il  vient .  aa:  -}-  6m  =  bpx  -|-  bn  ; 

transposant  bm  et  bpx ,  on  a  ax  —  bpx-ss.  bn — bm , 

ovixi^a  —  bp)^:^b  (ji — m);  en  divisant  par  a'^-^bp^  il  vient 

enfin  /  / 

bin^^-^ni) 

a  —  bp 
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:  H^^  I JP  —  90  +1  ar='|  Xi— 8a;  transposant,  on  trouve 
|,a?-+rf  0? — ^^1  x^^go-r- 3aj  qui  se  réduit  à  f  x — -3<ar{s::8;'m.ixir 
tipliant.  réquation  par  i5.,  on  obtient  i8;t:  «—  i oo:  =  8 X  i5, 
ou&i:=:8.i5,  et  enfin  j:=.i5.  > 

3®.  ^x  +  9==|a:.-»io.4Qnne94*  \o:si\x — ya:,etmuUi- 
pUant  par  21,  il  vient  i9X2i=7^*-6x9  d'où  a;==:i 9.2 1==:399- 

4**.  Enfin  réquation.| or  —  4^ ^ —  \xz=z&o  —r^x  donne. ...  * 
^x^^x+\xt=i\0Q\  on  multiplie  par  9X4x5,  ou  180,  etTon 
obtient  4or  —  /^x  +  aSao:  =  180  X  100 ,  ou  247^  =  18000  : 
donc  a:  =  ^Ifl^  =  72,8745. 

106.  Venons-en  maintenant  à  la  principale  difficulté,  qui 
consiste  à  poser  le  problème  en  équ.  Pour  cela ,  on  examinera 
atteotivement  Te'tat  de  la  question  pour  en  bien  cond'preudre  le 
seiis;  et  donnant,  au  hussard ,  une  valeur  à  l'inconnue,  on  sou- 
mettra ce  nombre  à  tous  Icss  calculs  nécessaires  pour  s'assurer 
s^il  convient  ou  non.  On  connaîtra  ainsi  la  suite  des  opérations 
numériques  qu'il  faut  faire  subir  au  nombre  cherché^  lorsqu'il 
est  trouvé,  pour  vérifier  s'il  convient  en  qS^I  au  problème.  Ënfip 
on  fera,  à  l'aide  des  signes  algébriques ,  sur  x  représentant  l'in- 
connue ,  toutes  ces  mêmes,  opérations ,  et  Téqu.  ser&  posée. 

.  I.  Soit,  par  exemple,  demandé  quellei était  la  dette  d'u^ 
homme  qui,. après  en  avoir  acquitté  la  moitié  une  première 
fois,  le  tiers  une  seconde,  le  douzième  une  autre  fois,  sp 
trouvé  ne  plus  devoir  que  63o  fr. 

Supposons  que  cet  homme  devait  1200  fr.  ;  la  moitié  est  600  ;* 
le  tiers,  4oo  ;  le  douzième,  100  :  il  a  dope  payé  1 100  Cr.  ^  mais  il 
redoit  encore 63o;  donc  il  devait  en  tout  1 1  oo+63o,ou  1 780  fr., 
et  non  pas  1200.fr. ,  comme  on  l'a  s.upposé.  Ainsi,  cette  hy po- 
thèse;est,i3usse  ;: mais.il  en. résulte  une. suite  de  calculs  qu'on 
pratiquera  aisément  sur  ar,  et  qui  donnera 

x=--4-^-| U  63o. 

2      3       12  ' 

Le  reste  n'a  plus  de  difficulté;  en  multipliant  par  12,  0)i 
^  i2a:r=:6:c  +  4^+^+  756o==i  ia:+756o  ;  d'où  a: =7560  fr.  y 
ç'est^e  nombre  cherché ,  ainsi  qu'on  peut  s'en  assumer. 
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Moire  règle,  poar  |i6set «n  pTobtèmé  eH'é({«|||tiDii;  courte 
donc  kfidte  subir  à  )t  i&mei^  hê  opéradms  qvtonjera  sut  h 
riûmbre  chetché,  lar^^e  aprhê  t'ûvcàrirèUi^é,  tm  voudra  itMJier 
sHl  répond  en  effet  à  la  question,        . 

Là  vdieiiir  arliitraire  attribuée  à  Flftéomnié^iié  Met  qu'à  mettre 
t^é  cakulB  èb  é^idfinee ,  et  FiMge  à{i{MAd  bietitôt  à  s*eapitâéélr. 
Voici  divers  Autres  problèmes. 

II.  Qaél  est  le  hombfè  dont  le^erft  t%  le  «[iiurt  ajoutés  enseto- 
ble  font  63.  Sdit  it  eé  iiombi^,  \xé^  ^^i^  Ic^  ^tts^  ^x  le  quart  ; 


X  X 


ZMZ  IK 

donc  |ar-+-^a:=  ^  +  7  :=:63;  c^tte  e'quation  se  réduit  à 

5X=  12.63,  d'où  a:3=  — ^ — 5=12.9=3:108. 

Reniarqubtià  que ,  p6ur  obtenir  lé  nothbire  dont  le  cinquième 
et  le  sixièlne  ajoutés  forment  22 ,  il  fatlt  reooliiltienceir  de  nou^ 

X         Â* 

Teau  àposer  Téqu,  y  puis  la  résoudre  ^.  on  a  ainsi  ^  +  ^  =  1^2  ; 

d*où  ita?=3o.22cta:£=3o.aî=6o. 

Si  donc  on  Veitt  réàoudi^e  à  la  fois  ce6  deaSL  problèmes ,  et  tous 
ceux  Hjyà:  n'en  dijQQhrent  que  J^ar  4e8  valeurs  numâiques ,  11  &ut 
remplacer  ces  nombres  par  des  signes  a^  bj  c. .  •  propres  à 
représéiiter  toutes  valeur^ ,  (luis  résoudre  cette  questidù  :  Quel 
est  le  kiombre  qtd  ^  divisé  par  ^  et  by  doïi^e  ^  pour  É^onime  des 
quoti^ns  ?  On  troùye- 

XX  abs      . 

-  -J*  T  =  *>  d  ou  a: 


a      ' b        \  a  +  y 

Cette  expression  n'est  pas ,  4  proprement  parler ,  la  valeur  de 
l'inconnue  daUjS  nos  problèmes;  mais  elle  offre  le  tableau  des 
calculs  qui  les  résolvent  tous.  On  donne  le  nom  Aéfe^rmiile  à 
cette  expression.  Cette  Jbrmule  montre  qu'on  a  l'inconnue  en 
multipliant  les  trois  nombres  que  renferme  la  question ,  et 
divisant  ce  produit  abs  par  la  somme  a-^-b  des  deux  diviseurs; 
ou  plutôt  notre  formule  n'est  qu'une  manière  abrégée  d'écrire 
cet  énoncé.  L'algèbre  n'est  donc  qu'une  langue  destinée  à  expri- 
mer les  raisonnemenSy  et  qu'il  faut  savoir  lire  et  écrire.* 
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Tel  est  i^mwlàge  qu'offre  cette  &rmiil« ,  que  l'algébri$€e  le 
pfau  expeit,  et  raHthmétkieii  le  mxmis  ml^ligept^  peuvent 
otaîstèMoit  stondre  l'tijft  et  r^vtrel^  fviEifalème.  Ifaié  «e  demkr 
n'y  panriendMi  qu'ea  B'al^aocloniiaQt  à  une  rèatiae  avcugb  ; 
U'aillèunks  dkersa  qiMutkKtt  CKigCBt  de»lbri|ial^fiiffëiienlet, 
et  ral0ébris|e  a  ae^l.le  «eçret  de  lea  obtenir.  On  voît  p^  là 
pourquoi  quelques  pensoni^ec^  calculent,  souvent  çt^yec  une  facilité 
surprenante  san9  comprendre  ce  qu'elles  font,  quoiqu'elles  sa- 
^^ént  trenivèi^  ç^çaetëtnent  les  résultats. 

IIL  La  somme  des  âges  de  dt«x  fr^s  est  57  ans,  l'alné  a  7  ans 
de  plus  que  Vautre  :  on  demande  Tâge  de  ctiâcun.  Soit  x  Page  du 
plus  jeun«9  JT  -+■  7  crt  celui  du  l'atnë^  il  ftmt  donc  que  x  f^oiité 
à  X  4-  7  donne  67  ;  d'où  a*r  +  7  =  87  et  j:  ==  25  :  le  plus  jeune 
a  25  ans,  t*ainé  32  ans.  .  ' 

En  examinant  l'énoncé  de  cette  question,  il  sei'a  Êicile  de  re* 
connaître  qu^elle  r^nf ernsM^  des  circonstance»  inutile  :  elle  se  ré- 
duit visiblement  à  la  recherche  de  deux  nombres  dont  la^pinme 
est  5*]  et  la  différence  7.  En  général,  il  convient ^e  déppui)ler 
l^s  questions  de  tout  appareil  étranger,  qui  ne  peut  qu'obscurcir 
les  idées,  et  faire  perdre  la  liaison  des  quantités.  C'est  un  tact 
particulier  qu'oti  doit  à  l'exercice;  ni  maîtres,  ni  livres,  ne 
peuvent  donner  la  sagacité  nécessaire  pour  démêler,  dans  l'é- 
noncé ,  ce  qui  est  indispensable  ou  inutile. 

Pour  généraliser  le  problème  précédent  ;  cherchons  les  deux 
nombres  qui  ont  s  pour  somme,  et  àpour  différence.  Soit  x  le  plus 
petit;  x-f-^  est  le  plus  grand;  donc  ajoutant  ,t4-(^+^)  =  j; 
d'où  2a: = *  —  dj  Qtx:=z\{s  —  d),  Cest  le  plus  petit  des  nom- 
bres cherchés  ;  le  plus  grand  est  ^-f"  ^?  ^^ 

i  (f  —  rf)  4.  Jr=  i  {s^d).  Donc 

x^\(s^d),    x  +  d^\{s^d) 

sont  les  nombres  qui  répondent  à  la  question.  On  prendra  la 
moitié  ée'la somme  f  et  la  moitié  de  la  différence  données;  on 
ÂttKra  te  plus  grand  en  ajoutant  ces  deux  moitiés ,  et  le  plus  petit 
en,  l4i^  retranchant  lime  de  l* autre. 
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Unie  maison  composée  de  deux  étages  a  tS  mètres  de  fadlit  : 
le  premier  est  plus  élevé  que  le  second  de'  i  mètre  :  on  der 
mande  la  hauteur  de  chaque  étage.  7  -î  et  ^  sont  les  moîliés  des 
nombres  donnés  :  aiinsî  7  ^  -f-  i  9  ou  8  mètres ,  est  la  hauteur  du 
premier  étage  >  7  i  -*-^  i  »  ou  7  mètres  ^  est  celle  du  second. 

IV,  Partager  uu  nombre  a  en  dçux  parties  qui  soient  entré 

elles  comme  m  est  k  n?  x  étant  Tune  des  parties ,  pour  avoir 

nx 
l'autre,  on  pose  la  proportion  m  l  n  II,  x  l  —  ^  la  soi^me  dç 

ces  paitiesetant  Hy  pn  ax  +  —  =  ^;  doux  = 


Pour  partager  a  en  trois  parties  qui  sioient  entre   elles 
Il  ml  n  Ipy  X  étant  l'iine,  — et^-—  seront  les  deux  autres: 


m      m 


donc  X  -j ir  —  =  a ,  d'où  x.z=  — ; j — ,  (Forez  la  règle 

m        fît  ifi,^-/i-^p  ^ 

de  société  y  n?  79.) 

y.  Un  père  a  ^o  ans ,  son  fils  en  a  12  ;  on  demande  dans  quel 
temps  le  fh^e  aura  le  triple  de  l'âge  du  fils.  Dans  x  années,  I^ 

père  aura  40  +  ^  ^V^  9  et  le  fils  12  +  ^  ^  or ,  4^  +  ^  doit  être 
le  triple  de  \2-^  x;  ainsi , 

4©  -t"  a:  =  36  +  Sx  ;  d'où  x  =  a., 

YI,  Plusieurs  associés,  que  je  nommerait,  B^  C..**,  fout  un 
bénéfice;  et  conformément  à  leurs  convention^,  A  prend  sur  la 
massie  commune  10  loi^s ,  et  le  6'  du  reste  ;  B  prend  à  son  toiir 
20  louis ,  et  le  6'  du  reste  ;  C  en  prend  3o ,  et  le  6*  du,  reste. . . , 
ainsi  de  suite  jusqu'au  dernier  qui  prend  ce  qui  reste.  Le  par* 
tage  £Bdt,  chacun  .^  une  somme  égale;  on  demamde  la  masse, 
le  nombre  des  associés  et  la  part  de  chacun. 

Quoiqu'il  y  ait  ici  trois  inconnues ,  un  peu  d'atteption  bit  re* 
connaître  que  si  la  masse  x  était  trouvée ,  en  effectuant  le  par- 
tage,  on  aurait  bientôt  les  deux  autres  ;  ainsi ,  le  problème  peut 
^trç  traité  comme  t»*il  n'y  avait  qu'une  inconnue  x. 
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Puisq^ue  ^  prend  lo  louiS|  il  reste  x — lo,  dont  lé  6*^  est  — ^-^; 

;  .   AT—  lo    .      .r-4-5o 

sa  part  est  donc  lo  -4-  — 5—  ,  ou — r~ — , 

o  o    •       .      . 

»        j       1             ^        0:4  5o  .  5*— 170     •       , 

j? prend ao) le ireste est ;r |-g--^  —30= — ^""^»  dont  le 

6*  est 5fi~^  *  ^*  P*"^  d®  ^  ^**  ^^"^  ^û  4"  — ~5fi"^    ^^ 

-. .        *  ' 

jljj*  «^  55o 

— rx i  Puiscjue  ces  dewx  parts  doivent  être  égales ,  on  a 

X  ^*  00       5x  I  ââo 

g ::t^    ;.  ;  ^g ;  Qu6jf+.3oQ=î;;$^4*S5o;  d'oÙX=2l5o. 

La  niasse  étant  formée  dé  260  louis ,  la  part  de  chacun  est 

X  ^^  5o 

-^—7? — :  ou  5o;  divisant  a5o  par  5o ,  on  trouve  5  pourîe  nombre 

des  associés. 

VII.  Avec  un  nombre  a  de  cartes,  on  forme  If  tas,  composés 
chacun  de  c  points  :  la  première  des  cartes  de  chaque  tas  est  comp- 
tée pour  1 1  points,  si  elle  est  un  as ,  10  si  elle  est  une  figure  qu 
un  dix.  • . .  etc.  Les  autres  cartes  du  même  tas  ne  valent  qu'un 
point»  Ces  tas  formés,  on  vous  remets  cartes  qui  restent,  et  l'on 
demande  la  somme  x  des  points  formés  par  les  seules  cartes  qui 
commencent  chacun  des  tas. 

Le  nombre  des  points  de  chaque  tas,  multiplié  par  celui  des 
tas,  ou  bCy  est  le  nombre  total  des  points  ;  si  de  ce  nombre  on 
retranche  les  cartes  qui  ne  comptent  que  pour  un  point,  le 
reste  sera  =  or.  Or,  le  nombre  de  ces  cartes  est  a-^d-^  le 
nombre  b  des  cartes  qui  comptent  pour  plus  d*un  point.  Ainsi, 

Si  Ton  a  32qirlâ,  qu'on  fasse  trois  tas  de  ia  points,  on 
aurax3=:£?4*7* 

Ylll.  Lorsqu'on  a  obtenu  une  formule  qui  expiime  en  let^' 
très  l'inconnue  d'un  problème,  en  regardant  à- son  tour  cette 
iaiconliue  comme  donnée ,  et  quelqu'une  dés  données  comme 
i|nçonnue;  il  suffit  de  résoudre  la  même  équation  par  rapport  à 
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cette  derni^e ,  pour  obtenir  la  solution  du  nouv^u  problème 
auquel  ce  chaugetnent  d'inconnue  donne  lieu  .ISn  général ,  dans 
toute  équation,  on  peut  prendre  pùur  inconnue  celle  qu'on  veut 
des  lettres  qui  jr  entrent.  Il  n'est  donc  plus  nécessaire  de  dis- 
tinguer les  élén^f^ns  d'un  problème  eu  données  et  inconnues  :  on 
exprimé  par  une  équation  la  relation  de  ces  diverties  quantités  ^ 
et  Ton  regarde  ensuite  comme  inconnue  celle  de  ces  let^es  qu'on 
juge  à  propos,  tTeite  remarque  tend  à  faciliter  la  résolution  des 
problèmes  où  l'inconnue  est  engagée  d'une  manière  embarrasK 
santé.  Toici  un  exemple  assec  compliqué  àuqùceltes  coi)»dé- 
rations  peuvent  s'appliquer. 

La  Mécanique  enseigiie  que  les  temps  tj  /,  4l^  oscillatâons  de 
d^i:^x  pettditles  sp.ut  4(omu>e  M»  raoines  cari(é^  dç.  leurs  Ion*- 
gueurs  /y  r,  comptées  du  point  de  suspension  au  centre  d'oscil- 
lation, oui;/  ::  ^l*  l/T;  connaissant  trois  de  ces  quantités^ 
on  tire  la  4*  de  l'équation  tt^  :=:  U^,  Mais  un  pendule  fait  d'au- 
tant plus  de  vibrations  qu'il  va  plus  vite  ;  les  nombrçs  i^  c^t  n' 
d'o$cillatj|ons  faites  dans  la  même  durée  quelconque  par  les 
deux  pendules  /  et  T,  sont  donc  en  raison  inverse  des  temps  de^ 
chacune,  t  1 1  \in'  \  n\  donc  . 

n'  :  n  ::  \/lt  [/r,  fi\/t^n\/t. 

Or,  Inexpérience  apprend  qu'à  Paris ,  dans  le  vide,  le  pendule 
à  fécondes  (celui  qui  bat  60  coups  par  niinute,  ou  8é4oo  coups, 
par  24  heures  moyennes),  a  pour  longueur 

/=  0,^38267  mètres,     log  /=  1,9973106, 
ou  /  =  36,7  î 3285  pouces ,     log  /  =  1 ,5648232. 

Il  est  donc  bien  facile  d'évaluer  la  c^iiotité  ri  d'osctltatiem. 
faites  datis  tin  temps  donné  par  uti  p^dule  cotinu,  ou  récipro- 
quement de  trouver  la  longueur  V  d'un  pendule ,  connaissait  le 
nombre  ri  de  ses  vibrations  dans  une  durée  d^tevnlinée.  '€ac 
le  second  membn»  de  notre  équation  es|  «onnu,  et  il  ne  s'agit; 
que  de  trouver  l'un  des  nombres  V  ou  n^  Le  calcul  d«s  log. 
facilite  l'opération. 


Par  exemple,  quelle  est  la  longikur 

d'un  pendule  qui  bat  i  oo  ooo  oscillations       log  n  =  4,9365187 

^       j^%  doubla.  ^=,  ^firj^fOQÙL 

en  24  heures?  On  a  l'équ.  /'  z=  —, ,  où       ^og  '  =  *ï^3io6 

ntàz^/^o^i  n'=»iQoo<M>$  le  càteujl  ei«       *^i/^  ^^^^^ 
contre  donne  t  eb  ti^èlVès;  é^est  k  Idik-      •       ^    ,>74*<»7 
gueur  dtt  pendule  qui  bat  Hs  sécèndes, 
quand  on  divise  le  jour  en  10  heures,  Fheure  en  100%  la  mi- 

îmte  eu  iot>'. 

>^ 

IX.  ^  et  i?  se  sont  mis  au  jeu  dhftciin  avec  une  soitfmi6  égale  i 
la  perte  de  ^  est  12  fr.  ;  celle  de  Bj  67  fr.  ;  par  là,  Bn*^.  plus 
quelè  q^rt  de  ce  qui  Yeété  HA.  GoihBtèn  cfaécéià  à^ài»*il  avant 
le  jeu?  Réponse,  7a  fr. 

X.  Si  IW  doublait  le  nombre  de  mes  écuà,  tRt  ùm  Komiiie, 
j'en  donnerais  8;  OU  accomplit  ce  soiibait  troié  fois  èén^éèutiveé; 
et  il  ne  lui  reste  rien  ;  combien  cet  homme  avai^-^il  d'éciis? 
tléponse,  7.         '  " 

XI.  Quel  est  1^  nombre  qui ,  divisé  par  a  et  ^ ,  donne  deux 

quotiens  qui  ont  â  pour  différence  ?  On  trouve ârax:  y  ■■■■  ^' 

XII.  Trouver  un  ncHnbre  dont  le  produit  de  ses  m  parties 
^ales  soit  le  même  que  celui  de  ses  m  -f-  i  parties  égales  (  le 
produit  des  3  tiers  égal,  par  exemple,  à  celui  des  4  qûftrts). 
On  a 


k«+i 


(m  4-1)' 

wg  =  '  ■''        ■'     i. — '—s 

>  .         '-  > 

XIII.  Un  chasseur  promet  à  un  autt*e  de  lui  donner  b  fr. 
toutes  les  fois  qu'il  manquera  une  pièce  de  gibier,  pourvu  que 
celui-ci  donne  cfr.  chaque  fois  qu*il  l'atteindra.  Après  n  coups 
de  fusil ,  ou  les  deux  chasseurs  né  se  doivent  rien ,  ou  le  premier 
doit  d  au  second ,  ou  le  contraire  a  lieu  :  on  demande  une  for-^ 
nMle  pl'opre  à  c«s  troiîâ  cas ,  et  qui  fasse  cdtinftttri&k  nombre  x 
de  coups  manques.  Le  gain  est  cfois  le  nombre  n — où  des  coups 
heureux  ;  la  perle  est  b  fois  x  ;  d'où  ^^  — r  c  (  «  *—  x)  =  ifc  <i. 
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On  trouve  a:=  -^   ^      ;  ^est  nul  dans  le  i*'  cas,;  on  prend 

^  -T?  <?  .    .  *       \ 

le  signe  snpénienr  dans  le  s^',  et  finféiiçur  dans  le  3*; 

XIV.  Une  fontaine  emplitunréservoir  en  un  nombre  d'heures 
désigné  par  h  ;  une  autre  peut  le  remplir  en  h'  heutes  ;  on^de? 
mande  combien  ces  fontaines  mettraient  de  temps  en  coula<it 

ensemble  ?  Réponse ,  x  =  jrjZïrf  ^^  résoudra  f;^cilement  le  pro- 
blème pour  plus  de  deux  fontaines ,  même  en  àdmet.tant  que  le 

réservoiç  se  yid/ç  (  Fqy,  I,V,  p.  loa.) 

« 

Remarques^  sw  le^.  Équations  du  premier  degré» 

107..  Les  formules  algébriques  ne  peuvent  offrir  d'idée  nette 
à  l'esprit  qu'autant  qu'elles  représentent  une  suite  de  calculs 
numériques ,  donc  rexéçi^tion  est  possible.  Ainsi  la  quantité 
isolée  b-^a  ne  peut  signifier  qu'une  chose  absurde  lorsque  a 
est  >  b.  Il  convient  donc  de  reprendre  les  calculs  précédens, 
parce  qu'ils  offrent  quelquefois  cette  difficulté. 

Toute  équation  du  premier  degré  peut  être  ramenée  à  avoir 
ses  signes  tous  positifs ,  telle  que  (*) 

Retranchons^éra>Hd  de  part  et  d'antre,  il  viendra  oj:— *cx=»f«— ^,; 

,     ,  d—b 

d'où  a:=  — ...•(2). 

a — c 

Cela  posé,  il  se  présente  trois  cas  :  i®.  ou  ^f  >  ^  et  a  >  c; 
2°.  ou  l'une  de  ces  conditions  a  seule  lieu  ;  3®.  ou  enfin  b^det 
c^  tf.  Dans  le  premier  cas,  la  valeur  (2)  résout  le  problème, 
dans  les  deux  derniers ,  on  mi  sait  plus  quel  sens  on  doit  attacher 
à  la  valeur  de  x,  et  c'est  ce  qu'il  faut  examiner. 

_.L  I  ■ • 

{*)  On  changera  lea  termes  natifs  de  membre ,  ce  qui  sera  toi^oiii^  1^' 
sible,  puisque  rien  n^empèche  d^ajouter  aux  deux  membres  une  même  quan- 
tité. On  ne  pourrait  pas  la  soustrairjB  dans  tous^les  cas ,  puisquHl  faudrait  que,^ 
les  deux  membres  fussent  plus  grands  que  cette  quantité  soustractive. 


r 
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Dans  le  deuxième  Cas ,  Tune  des  soustracftions  <f— 6.  â—- c:  est 
hnpossible  :  soÂt ,  par  exemple ,  ^  ]>  ^et  a  >>  t;;  il  est  clair  qùela 
proposée  (i)  eist  abs'ui^,  puisque  les  deux  termes  om et  ^du 
premier  meâibre  sont  respectivement  plus  grands  que  ceux  ex 
etd  du  second.  Ainsi  ^  lorsque  cette  difficukë  se  présentera  ;  on 
sera  assuré  que  le  problème  est  absurde ,  puisque  Téqu.  n'en  est 
que  la  traduction  fidèle  en  langage^algébrique. 

Le  troisième  cas  a  lieu  lorsque  b^det.c  ^^;  alors  on  a 
deux  soustràctionsimpossibles  :  maisnousafoasdt^^â^pf.^  des 
deux  membres  de  l'équation  (i)  afin  de  la  résoudre ,  ce  qui  était 
manifestement;  impossible,  puisque  chacun  est  «^  cx-^^B.' Ce 
odcul  étant  yicieux ,  nous  «itérons  ox  4-  ^de  part  et  d'autre ,  et 
il  viendra  ^ —*  ^sc  co: —,  â;r ,  d'où 


c  —  a      ^  ^ 


;'    ' 


Cette  valeur,  comparée  à  (2) ,  n'en  diffère  que  parce  que  les 
signes  sont  changés  haut  et  bas  ;  elle  ne  présente  plus  d'obscurité. 
On  voit  donc  que  lorsque  ce  troisième  cas  se  rencontre ,  il  an- 
nonce qu'au  lieu  de  passer  tous  les  termes  inconnus  dans  le 
premier  membre ,  il  aurait  fallu  les  mettre  dans  le  second  :  et 
il  n'est  pas  nécessaire ,  pour  rectifier  cette  erreur ,  de  recom- 
mencer les  calculs;  il  suftt  de  changer  les  signels  haut  et  bas. 

Un  des  principaux  avantages  qu'on  se  propose  en  Algèbre 
est  d'obtenir  des  formules  propres  à  tous  les  cas  d'une  même 
question ,  quels  que  soient  les  nombres  qu'elle  renferme  (p.  1 5o 
et  i5i).  Or,  nous  remplirons  ici  ce  but  en  convenant  àeprati^ 
quersur  les  quantités  négatives  isolées  les  mêmes  calculs  que  si 
elles  étaient  accompagnées  it  autres  grandeurs.  Par  exemple,  si 
Ton  avait  m  +  d  —  b  et  b'^  d^  on  écrirait  m  -^  (^  —  tf  )  ; 
lorsque  m  n'existera  pas,  nous  convenons  d'écrire  encore 
d — ft  =  — (é  —  rf),  quand  ^  sera  >  é/. 

La  valeur  de  x ,  dans  le  second  cas ,  devient  a:  ==  -•- 


a  —  c' 


tt  nous  dirons  que  toute  solution  négatix^e  dénote  une  absurdité. 


X 
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p^  ^  41^  4*  if^  ^^  etc. ,  Qft  dW^ra  d'abord  le  pieiaier  terme 
4**«*  par»-^%  et  V^u  «ait  (a'gÔ)  qttp  le  ^piiwt  ^  a  1^  8ig^e+. 
Ki)«s  en  d»r(ms  avlant  de  ^ea  qvftptité^  isol^^s  --^aS  —  o^;  4a 
«ûrte  que  dass  le  troieîètne  cfts»  .la  valeur  (a^  de  assura  lafornie 

*-^{tr^à)        ,  ^  rëiûit  à^^,  comme  elle  doit  être  (3). 
_(c— «)'^  c— û' 

•    rô8.  (iette  conve^tioft^  ^ui  n'eniraînè  macnn  iaconrénient^ 

ti^ïtAt  dbnc  tous  les  cas  dan»  la  formule  (a).  Mais  on  ne  doit 

Ms  publier 4tue  les  (fïiantite's  négatives  isolées  —  ^9~ —  »  ^^ 

éôBt  que  des  êtres  de  convention ,  des  symboles,  qui  st'ont  au-» 
cune  existence  par  eux-mêmes ,  et  qu'on  ne  les  emplme  comme 
s'ils  en  avaient  une ,  que  parce  qu'on  est  assuré  de  remplir  un 
but  important ,  sans  qu'il  en  puisse  rési^lter  d'inconvénient.  En 
effet ,  de  deux  choses  Tune  :  ou  le  résultat  aura  le  signe  — , 
et  l'on  en  conclura  que  le  problème  est  absurde,  le  —  n'étant 
qu'un  symbole  qui  annonce  cette  absurdité  ;  ou  le  résultat  aura 
le  signe  +,  et  il  est  prouvé  qu'alors  il  est  ce  qu*ildoit  être,  quoi- 
que provenu  de  la  division  de  deux  quantités  négatives.  Con- 
cluons de  là  que  : 

ï**.  On  a  le  droit  de  changer  tous  ks  signes  (fune  équation, 
eide  la  multiplier  par  une  quantité  négative.  En  effet,  si  l'on 
est  dansle  premier  de  nos  trois  cas,  l'équation  deviendra,  il 
est  vrai,  absurde  d'exacte  qu'elle  était;  mais  la  division  des 
q^jiantiiés  négatives  rétablira  les  choses  dans  leur  état  primitif. 
Dans  lé  deuxième  cas ,  l'absurdité  du  problème  sera  encore  ma- 
nifestée par  une  valeur  négative;  et  enfin,  s'il  s'agit  du  troisième, 
le  changement  de  signes  aura  rectifié  le  vice  du  calcul.  ' 

a**.  Lorsque  l'équation  sera  absurde ,  pn  ppurra  cincore  tirei: 
n^vV^  4c  la  solution  négative  obtenue  dans  le  deuxième  cas  ;  car> 
mettant — ;rpour  i,  l'équ.  proposée  de viettt-r-aJC+^= — ^^+rf« 

d.^jDÙ  se  •==- r  yalpur  égale  à  (2),  mais  positive.  Si  donc  on 

itîpdî^ftç  ia  questij(?in^  de  manier^  qiifi.  ceUje  équ.  lui  convienne^ 


,« 
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ce  4ifA0ttâ{VK>tdèwe ,  «fui  mMhfi»  1^  pmm^l(;i9fî4)e9A^ii4>l«n^e 

Pré«e(pt|ai|»,  ».  par  ^exemple  »  jl|$  pro))lèi»e  Y  «toiiMp^  ^  âu^t  &  m^ 
pèi«  a  4? M$ t  «Q» #1<  1$^ fi  I U.^ns. pQfrAien 44^»ié^ l'^ge  ijtt 
fils Aera-t-il  i^^qnaHik  celMi  du  pi^r^?  Oaa  4^  rf  cr^Âvid^^nb?)  > 
d*où  jr  =  —  2  ;  ainsi ,  ce  problème  est  absu^*d««  If aif  ^i  X^ 
met  —  X  pour  Xy  T^n.  devient  4^  —  a:  =  4  (12  —  a:  ) ,  et 
les  conditions^ f|uij[C9rres{>oii(leat  cbaujgent  le  jprqblèine  en 
celui-ci  :  un  père  a  4^  ans  j  son  fils  en  a  12 ,  combien  cF années  se 
sont  éçQi4lées  depuis  Téjpiaqiie  où  l'Âge  du  fils  eta^i^t  le  quart  de 
celui  d\i  père?  On  a  j:  =  5^, 

Quel  est  le  nombre  x  qui ,  divisé  par  a,  donne  s  pour  somme 
du  dividende  x ,  du  4îvisf  ur  ^  9  et  du  quotient  ? 

Ôiiatf4-âf4"^  — >,  d^ôù *  r± SLiîZlfi,  Or;«si'A>*,  «est 

a  .  a-4-  j  1^1 

nçgatif,  et  |4)L  questipi^  est  absurde  ;  ce  qui  était  d'ailleurs  visible 
d'avaucei  parexeniple,  ^=1 1»  ^=!^;  donnent  x= — 5^.  Mais 
changeant X eu -:*x dans l'équ.p  on  trouveii — .x. —  -^orssS; 
de  sorte  que  or  =  5  ^  est  le  nombre  qui ,  joint  au  1 1*  de  5 1 ,  et 
retranché  de  ii,  donne  Sppur  reste.  Sous  cet  lénoncé,  le  pro- 
blème a  cessé  d'être  absurde. 

Quel  est  le  nombre  dont  te  tiers  et  le  eiuqaîjbBie.' ajoutés  ^  di- 
minués de  7,  donnent  ce  même  nombre  ?  On  a  5- a: 4-  ^x — 7=ar; 
d'où  J?  = —  i5.  La  question  est  absurde;  mais  remplaçant  x 
par — :r  dans  l'équ.  (ou  plutôt — 7  paif+  7)»  on  verra  que  i5  est 
le  noiab^  ^À^At  le  tiers  et  le  cinquième  ajoutés  à  7^*fo0ment  iS* 

109.   L'équation  (a)  présente  encore  deux  singularités.  Si 

ârr  c ,  ou  à  jp  £*r-u^-^—  ;  maië  fat  {MToposéè  devient  dans  (sè  caa 

tfx  +  &  =s  or  -h  V/y  d^où  hssd;  ainbi  taiit  qué  b  edi  diflferent 
de  dy  le  problème  est  absurde^  et.  n'est  plus  de  nature  à  être 

modifié  comme  ci-dessus.  Eu  faisaut  décroître  7t,  la  fraction  — 

•        •  •         -  *  Ft 

augmente;  pourii=itf-i  f^^^  —^V^'vl^iëbultats deviennent  2,, 
100 ,  1000  fois  plus  grands;  La  limite  est  Vinjini,  qui  répond 


\    - 
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an = o  ;  on  voit  donc  que  le  problème  0st  absurde  qtif^ui  las{H 
luéwn  est  infinie^  ee  qu'on  désigne  |ter  le  signe  a:=QO  . 

Mais  si  a=  c  eib  '=.d^  alors  j?=s  |  ;  et  la  proposée  devient 
ax^^bi^  ax'^'b  ;  les  deux  membres  sont  égaux  quel  que  soit  a:, 
qui  est  absolumeotarbi traire',  i^nsi,  léproblèmeest  indéterminé^ 
ou  reçoit  une  infinité  de  solutions,  hrsqu^on  trouve  x  2=  ^  dans 
ïïéqu.  (i).  ycj.  n«  ii4- 

Premier  Degré  à  plusieurs  inconnues, 

1 1  ô .  Lorsqu^on  a  un  noihbreégal  d'inconnàes  et  d'équations, 
pour  obtenir  les  valeurs  de  ces  inconnues ,  on  peut  oftérer  de 
tro*is  manières. 

T.  On  tirera  de  chaque  équation  la  valeur  d'une  inconnue 
eosmiie  si  le  re^  était  connu;  on  égalera  ces  valeurs  deux  à 
deux  y  et  Ton  formera  ainsi  autant  d'équ.  moins  une,  qu'on  en 
avait  d'abord  ;  en  répétant  ce  calcul ,  on  éliminera  chaque  fois 
une  inconnue  ;  puis ,  lorsqu'on  aura  obtenu  Id  valeur  de  la  der- 
nière,' oh  remontera  de  proche  en  proche  pout  avoir  celles  des 
autres  inconnues. 

AinVi ,'  pour  5jc —  3jr =' t ,  ^ «^  4-^  ±=  1 3',  on  tii'era' 

3^  —^  I 
de  la  première j:  =.  *^  l     . , 

et  de  la  seconde. ...   xxs  ^--7 —  ; 

4 

jy  •    I     f  ny^MBf3 

égalant  ces  valeurs ,  ou  a  -=^-^ —  =  -^^-^ — ,  équaijon  qiii  ne 

renferme  plus  qu'une  inconnue j^,   et  d'où  l'on  tire  raj*  +  4 

^=357- — 65;  puis,  SSjr-^  iîy^5»65H-4;  o'*23^=^69;  enfin, 

j-=3  :  remontant  à  la  première  des  valeurs  de  x,  il  vient 

3.3-4-1    i  .    '      . 

=  2. 


<  «    I 


5 
Pareillement       '  tix  -^^  5jr  —  3*=  3/ 

.3*  — 4^-f-   z^ — 2, 
5*—  r +2Z=;9, 


/  • 
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-           ^         aar  +  Sx"  — 3,         ^                9  +  J"  —  5x 
donnent  x  =  —• ^ =4^  —  3^ —  2^=5=  ^ — . 

€hassant  les  dençininateurs  (io5,  I),  on  trouve 

2x^     5;f  —  3  =  lif  —  gx  —  6, 
8j-—     6ar  —  4=     9     4-     ^  —  5jr, 
ou  77^  "~  ïi*  =3,         7^  —    or  =8=  i3; 

on  en  tire  ^=;;3  +  ii^=  i3+^>  d'où  ar=  i  ;  et  remontant 
aux  valeurs  de j^  et  z  ci-dessus,  on  trouve  enfin 

3+iï  2  +  2.5— /3      ^ 

•^=-r"==*'  *= — 3 — =3- 

IL  La  méthode  des  substitutions  consiste  à  tirer,  comme  ci- 
dessus,  la  valeur  de  Tune  des  inconnues;  puis  à  la  substituer 
dans  les  autres  équ.  :  on  a  ainsi  une  ëqu.  et  une  inconnue  de 
moins ,  et  Ton  réitère  le  mcme  procédé. 

Soient  3r  + 2^  =  12,  2z-f-j'  =  5,  a:+j^+3z  =  8;  la 
seconde  donne  j"=z  5  —  2z;  en  substituant  dans  les  deux  au- 
tres ,  elles  deviennent  3a:  —  4^  =  ^ ?  x  +  z=i3. 

Celle-ci  donne  or  =3  —  «,  ce  qui  changé  la  précédente  en 
g  —  3jç  —  4^  ==  ^5  ^*^^  z  =  I ,  et  par  suite ,  x  =  3  —  z  =  2  , 
j^  =  5  —  2JS  =  3. 

III.  Le  premier  procédé ,  quoique  plus  simple  que  les  autres, 
est  rarement  employé  à  cause  dç  sa  longueur  ;  le  second  ne  sert 
guère  que  quand  toutes  les  inconnues  n'entrent  pas  dans  les  équ.; 
venons  maintenant  à  celui  qui  est  le  plus  usité.  Prenons 

ûar  +  ^jr  =  c,  a'ar  +  ôj"  =  c' (A). 

Supposons  que  a  et  a  soient  égaux,  en  soustrayant  l'une  de 
ces  équ.  de  Vautre,  x  disparaîtra  ;  si  a  et  a!  étaient  de  signes 
contraires ,  il  faudrait  ajouter  les  équ.  Mais  lorsque  a  et  a'  ne 
sont  pas  égaux ,  on  multipliera  la  première  par  a  ,  la  seconde 
par  à ,  et  notre  condition  sera  remplie ,  puisque  aa!^  sera  le  coef- 
ficientcommun  dex{*).  On  obtiendra  donc,  en  retranchant  ces 


{*)  Si  a  et  af  ont  un  facteur  commun  ,  il  ne  faut  prendre  pour  multiplia- 
cateurs  respectifs  qae  les  fiicteurs  non  communs  à  a  et  à  a'I,  comme  pour  la 
iréduction  au  môme  dénominateur  (  n<>  38 ,  1  ^.  et  a^.) 

T.  I.  u 
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produits  Tun  de  l'autre ,  clbj  —  àVj  =  aç  —  ad ,  De  mèttie^ 
éliminons  j^,  en  multipliant  la  première  équation  par  b'  et 
la  seconde  par  b ,  puis  retranchant  les  produits ,  ^  d'où 
iibx  —  ab'x  =  bc'  —  Vc,  Donc  enfin  op  a 

bc  —  b'c  dc'^  aé  „ 

^^■^^^^^r^"    ^—  db  —  ah' ^^^• 

III.  £n  traitant  de  la  même  manière  les  équations 

a  jr  +  bj  -f-  c  z  =  J       1 
dx-^-VyJ^c'z  —  a      \  (C), 

» 

qui  sent  les  plus  générales  à  trois  inconnues^  on  trouverait  les 
valeurs  de  x ,  j*  et  z.  Mais  ce  calcul  ne  permettrait  pas  de  dé-- 
couvrir  la  loi  des  résultats^ sans  recourir  à  l'induction;  c'est 
pourquoi  nous  le  présenterons  d'une  manière  un  peu  différente. 
Multiplions  la  première  par  h ,  la  (deuxième  par  k\  et  de  la 
somme  de  ces  produits  retranchons  la  troisième ,  il  viendra 

{ka  i|-  k'd — d)  x^ijib^  VV  —b'')r 
+  [Jic  +À:V  — O  z  =  hd^Kd  — ^. 

Les  nombres  k  et  V  étant  arbitraires ,  on  peut  leur  attribuer 
des  valeurs  proptes  à  chasser  deux  inconnues  ,^  et  « ,  par  exem- 
ple. On  posera  pour  cela  les  équ; 


kb'\'k'V=,b\   hc  +  k'd  =  c' 


{D), 


qui  serviront  à  faire  connaître  ^  et  A:'  ;  et  l'on  attrà 


ka-^kd  --^d  ^ 

11  faut  ensuite  déterminer  A  et  k']  et  en  substituer  ici  les  valeurs; 
mais  on  ^eut  abréger  beaucoup  ce  calcul.  En  effet,  le  numé- 
rateur de  X  se  déduit  du  dénominateur ,  en  changeant  a^  dj  d 
en  d^  dj  d  ;  et  comme  k  et  k'  sont  indépendans  de  ces  quan* 
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tîtés,  la  même  cbose  aura  lieu  égaleihent  après  la  substitution 
des  valeurs  de  ^  et  F. 

Il  s'agit  donc  d'évaluer  le  dénominateur ,  puisque  le  numé- 
rateur s'en  déduit  en  changeant  simplement  les  a  end;  les  for- 
mules B  appliquées  aux  éqa.  D  donnent 

.  cb'  —  bc^'         -^cb'  —  bd  y 

/. 

d  ou     ka^  ka^^arisz  /,       i  , —  «  . 

On  réduira  au  même  dénominateur,  qu'on  supprimera  comme 
étant  commun  aux  deux  termes  de' la  fraction  E^  et  l'on  aura 
pour  le  dénominateur  cherché 

K  =  a  {b'c"  —  c'b*^  +  a'icb*'—  bc'^)  +  a\bc'  —  cb'  ) . 

En  &isant  attention  à  la  manière  dont  il  faut  exécuter  ces 
multiplications,  on  observera  que  le  calcul  se  réduit  à  l'opé^ 
ratibn  suivante.  On  prendra  la  différence  bc^^cb^  entre  les  deux 
arrangemèns  des  lettres  b  et  c;  puis  on  introduira  la  lettre  a 
à  toutes  ks  places,  en  commençant  par  la  première  à  gauche, 
et  changeant  de  signe  chaque  fois  que  a  changera  de  place  ;  +  bc 
engendrera  +  abc ,  —  bac  et  +  bca  ;  —  cb  donnera  —  acb( , 
-^cab  et  — c6â.  Enfin,  on  réunira  ceç  six  termes,  et  l'on  mar- 
quera à'un  trait  la  seconde  lettre  de  chacun ,  et  de  deux  la  der- 
nière ;  le  dénominateur  K  est  donc 

K  ==  a6V — ba'c"  +  bc'd' — ac'b''+  cdb"—cb'a\ 

Pour  trouver  j'.^  il  faudrait  égaler  pareillement  à  zéro  les 
coefficient  de  or  et  z  dans  l'équation  ci-dessus;  mais  la  symétrie 
des  calculs  prouve  qu'il  suffit  de  changer  ^  en  a,  et  réciproque- 
ment dans  la  valeur  de  x.  On  changerait  c  en  a  pour  la  valeur 
de  2.  Concluons  de  là  que,  i**.  le  dénominateur  des  valeurs  de  x, 
y  ef  z,  est  le  même;  7,^.  le  numérateur  de  chacune  se  déduit  du 
dénominateur,  eh  changeant  les  coejfficiens  de  V inconnue  en  les^ 

II.. 
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termes  conmts. 

Ainsi 

' 

■ 

db'c" 

—  WV 

Jt-hc^â^  —  ddh^-^'cdh'^ 

^cb'ér 

r  = 


K  ' 

adc"  —  dac'  +  dcoT— ac'd"  +  ci^dT — cda"  - 


K  ' 

ab'd'  —  ba'^"  +  bita"  —  ad:b''  +  dJb"  —  db'oT 

z ^  ^ 

La  loi  que  nous  avons  démontrée  suit  de  la  nature  même  du 
calcul  ;  €fn  sorte  que  si  l'on  a  quatre  inconnues  et  quatjre^qu.  ^ 

ax-^-bj  +  cz  +  dtzszf^     dx  '^by-^c'z  +  dt^if^  etc., 

il  suffira  de  chercher  le  dénominateur  commun ,  et  Ton  en  dé- 
duira chaque  numérateur;  déplus,  ce  dénominateur  sera  formé 
suivant  la  même  loi. 

On  prend  donc  les  six  arrangemeus  des  lettres  abc  qui  servent 
de  dénominateur  ci-dessus  (  en  supprimant  les  accens  ) ,  ou 
abc  —  bac  +  bca  —  etc.  :  on  fait  occuper  à  la  lettre  d^  dans 
chacun  de  ces  termes  ,  toutes  les  places ,  à  commencer  par  la 
première  à  gauche  ;  puis  on  change  de  signe  chaque  fois  qfie  d 
passe  d'une  place  à  la  suivante;  enfin  on  marque  d'un -trait  la 
deuxième  lettre ,  la  troisième  de  deux  et  la  dernière  de  trois  :  le 
dénominateur  commun  est  , 

ddVc''—aâlVc''-^aVd'c''^ab'c"éP^db'a''c''^bdicrc''-^^iz,.. 

Veîci  quelques  problèmes. 

I.  Une  personne  a  des  jetons  dans  ses  mains;  si  elle  en  porte 
un  de  la  droite  dans  la  gauche ,  il  y  en  aura  un  nombre  égal 
dans  chacune  ;  mais  si  elle  en  passe  deux  de  la  gauche  dans  la 
droite ,  celle-ci  en  contiendra  le  double  de  l'autre  :  on  demande 
combien  chaque  main  en  contient.  On  trouve  *  ' 

or—  t-=j^+i,  eta:-f-l=r2(j*  — a);  d'où  j:  =  iô,  etj^=8. 

-  IL  On  a  acheté  trois  bijoux  dont  on  demande  les  prix  ;  on  sait 
que  celui  du  prenriier ,  plus  la  moitié  du  prix  des  deux  autres, 
fait  25  louis  ;  le  prix  du  deuxième^  plus  le  tiers  du  prix  du  pre- 
mier et  du  troisième,  fait  26  louis  ;  enfin  le  prix  du  troisième, 


i 
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plas  la'moitré  du  prix  des  deux  autres,  fait  20  k>iiis.  On  a 

d'où  Ton  tire  a:  =  8,  j"  =  1 8 ,  J5  =  ï6. 

m.  j4  y  BeiC  ont  un  certain  nombre  d'e'cus  ;  A  distribuant 
de6  siens  à  i?  et  C,  leur  en  donne  autant  q^u'ils  en  avaient  déjà;  . 
B  double  à  son  tour  ceux  qui  restent  à  ^  et  ceux  que  C  a  entre 
les  mains  ;  enfin  C  distribuant  à  ^«t^^  double  pareilleinent  les 
nombres  qu'ils  se  trouvent  avoir  ;  tout  cela  fait ,  chacun  en  a  i6  ; 
on  demande  combien  ils  en  avaient  d'abord.  jÇfj'etz  désignant 
Içs  nombres  d'écus  respectifs  de  ^ ^  i?  et  C,  avant  ces  distribu- 
tions, on  trouve  ces  équ. 

x^jr — z=5=4,  3x-T:ar — ;5=i8,  "jz  —  x-^jrz^s  i6, 
d'où  l'on  tire  arss  îi6  ,^  =  1 4  >  2  =  8. 

'112.  Il  arrive  quelquefois  qu'une  équation  ne  peut  exister  à 
moins  qu'elle  ne  se  partage  en  deux  autres;  ainsi  x^  +j**  =  o  , 
suppose  :i: :=  o  et  j*  =: o ,  puisque  deux  carrés  étant  positifs, 
l'un  ne  peut  détruire  l'autre,  et  rendre  la  somme  nulle.  De 
même  (j:— i)*-f- (j*  —  2)*  =  o,  donne  j:  =  i,  etj-  =  2;  et 
quoiqu'il  n'y  ait  qu'une  seule  équ.  ^  c'est  comme  s'il  y  en  avait 
deux.  Il  faut  en  dire  autant  de  la  question  suivante ,  qui  n'a 
qu*une  seule  condition.  Trouver  deux  nombres  tels,  que  si  Ton 
ajoute  9  au  carré  de  l'un  et  à 5  fois  le  carré  de  l'autre,  le  ré- 
sultat soit  le  produit  du  double  du  second  nombre,  par  3  plus  le 
double  du  premier.  On  a  ^ 

5a:*  +  J-*  +  9  =  2 j;  (2J- +  3) , 
qui  revient  à      ^x^  —  4^  +  J"'  +  ?^*  ""  ^  ^  +  9  =  o , 
ou  (2x — jry  +  ix  —  3)*  =  o;  donc  20: — j-=o,  ctx  —  3  =  o; 
partant  j:  =  3 ,  et  j-ss  6. 

C'est^par  la  même  raison  que  l'équation  a:*-Hj^*  +  *  =  o  est 
absurde. 

II 3.  Voici  un  cas  bien  remarquable  dans  lequel  une  équa-. 
tioii  se  partage  en  deux. 

,  Supposons  que  les  élémens  4^ une  question  soient  liés  pan 
l'équation  A-f-^  =  S'h/^y  que  plusieurs  de  ces  élémens  soienti 


\ 


â 
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vari4iJbl€s  eiuembU,  et  que  l'équittion  doive  subsiêêer  dans  iau9 
lettrs  états  possibles  de  grandeur;  qu  enfin  quelques  termes  A^  B, 
demeurent  coitstans,  tandis  que  les  autres  <ty  ^ ,  seraient  ^Ml- 
riables  et  susceptibles  de  décroître  ensemble  autant  qu0n  le 
"veut;  cette  équation  se  partage  en  deux ,  lune  A=B  entre,  les 
termes  constans  ;  Vautre  eL=zfi  entre  les  termes  variables.  Ut" 
quelle  aura  lieu  pour  toutes  les  grandeurs  que  la  question  permet 
d'attribuer  à  la  fois  à  et  et  fi.  En  effet ,  si  l'on  admet  q|ie  le9  fQQQ$- 
tantes  ^  el  B  ne  sont  pas  égales ,  leur  (}ifféren.ce  ét^n.t  K  ^ 
ou  ^  —  B  =  ±:K ,  on  en  tire  fi — etz=z:±iK;  les  variables /S  et  « 
conserveraient  donc  entre  elles  une  dtfFérence  fixe  K^etite  Aé- 
raient pas  de  nature  à  pouvoir  être  moindres  que  K ,  ce  qui  est 
contraire  à  l'hypothèse. 

Cest  ce  principe  qui  coostitœ  la  «éthode  des  LiMiTes,  dont 
nous  ferons  un  fréquent  usage  par  la  suite.  Quand  on  peut  faire 
approcher  une  grandeur  variable  A — 9i  d'une  autre  A  qui-estfixe^ 
de  manière  à  rendre  leur  différence  m  maindreque  toulegrandmr 
donnée,  sans  cependant  qu  elles  puissent  jamais  devenir  rigau" 
reusement  égales,  la  seconde  A  est  dite  LijfiTE  deJapremièm 
A— «.  Au  reste ,  chaque  fois  que  nous  appliquerons  ce  théorème^, 
on  fera  bien  de  s'exercer  à  reproduire  le  raisonnement  ci-de$SQS, 
afin  de  répandre  sur  les  résultats  la  clarté  convenab]^^  n^us 
exhortons  les  étudians  à  se  soumettre  à  ce  conseil,  dpMt  ils  ce«- 
connaîtront  l'utilité.  En  voici  deux  applications,  propres  4 
montrer  la  marche  du  calcul  et  du  raisonnement. 

I.  Soient  \/a  et^b  deidi  incommensurables,  zet  t  leurs  va* 
leurs  approchées  ^  xetj^  les  différences  qui  existent  entré  ces 
valeurs  et  les  radicaux  ;  on  a  zz=z{/ a — x,  tz=:z\/  b  — jr; 
or,  les  produits  rationnels  z  X  <  6t  tx  z  sont  égaux  ;  donc 
\/a'X  {/  b  ±:etz=s  v/^X  {/  a:±.0y  en  représentant  par  «  et  i9- 
tous  les  termes  où  x  et  ^  sont  fadeurs  dans  chaque  membre. 
Observez  que  si  l'on  pousse  davantage  l'approximation,  les  er- 
réui^^^t  X  décroîtront ,  et  cela  autant  qu'on  voudra ,  sans  que 
cette  équ.  cesse  d'avoir  lieu  ;  les  facteurs  \/  a,  \/  b  demeurant 
invariables,  a  et  |S décroîtront  indéfiniment  :  donc  l'équation  Se 
pailagc  en  deux ,.  V/«Xl/*=V/^X  \/  a,etoL^fi;  c'est- 


à-diffs  qfi'onpeutausfii  bien  irUervenir  fordte  desfofi^urs  irrita 
tionnels  que  celui  des  rationnels. 

II.  Soit  demandée  la  valeur  S  de  la  fraction  décimale  pério- 
^qne  py(54)  9  d'apr^  la  notation  4u  JeiP  5i .  Eja  ne  prenant  que 
diei|?^  ^i^  la  péiriode  ^  et  rfspiëçei^tant  par  k  la  valeur  des  fra^ 
lions  négligées,  on  a  «S -^  i= 0,5454  \  multiplions  par  loo,  nous 
aurons  ioo5—  i.ooA:  =  54,54;   et  retranchant,  99^$-— 99^ 

=^5i4î^îiâfeï*  ^^'  ^*  ^^^^  ^^^  P^*^  troî^ou  quatre  fois  la  pé 

54  54 

-^  ,  ou  — -î- 
1^0^  lOO* 

Vj9Jtt  qu'f»9jp$ut  ffdre  à^éç,xfAif:Q indéfiniment  ce  teru»e ,  en  même 
tpmpsque  f  errejiir  k ,  eji^  p^eawt  la  période  un  plus  grand  nom- 
bre de  fois;  onpeutdonc  donner  à  Téq.la  forme  995t—«?s54-^i0; 
d'oùrontire^5=s54,et«$=^,  comme  on  le  sait  daj&.  Oa^en 
outre  et=/3,  quelque  nombre  de  périodes  qu'on  ait  consid^'ré; 
eB^<?t,  si  Ton  prend  la  période  de^^x  foi^,  par  ex .  ^=OyOOoo(54} 
d'où  iQo*k = o,(54) = ^ ,  et  99^^  =  ^^ ,  ou  « = ^. 

Soit  5==:o,Q9),  la  période  p  étant  composée  de  n  chiffves,^ 
on  a  I  o^5=p,(/7)  ;  et  par  ]s  ifkèmfi  raisonnement  (  i  o"—  i  )  iS=/}, 

d'où  ijsss  — ;f- —  =  -^ . . . . ,  comme  n**  53 ,  3**. 


riode ,  ce  dernier  terme  fût  devenu  -^-^  ,  ou  y^  ;  ainsi ,  Ton 
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1 14-  I^es  formulas  d'élimination  (B)  présentent  quelques  par- 
ticularités qu'il  convient  d'exanûner.  Tant  que  ces  valeurs  de  x 
etjr  sont  positives,  la  solution  résulte  de  ces  formules ,  et  il  n'y 
a  ni  doute,  ni  difficulté.  Mais  il  peut  en  être  autrement ,  ce  qui 
conduit  à  trois  cas  d'exception  de  nos  équ.  (B). 

i^.  X  oujr  peut  être  négatif;  alors  le  problème ,  tel  qu'il  est 
proposé,  est  absurde,  et  on  peut  le  rendre  possible  à  l'aide  d'une 
simple  modification  qu'on  trouve  en  changeant  cette  inconnue 
de  signe  dans  les  équ.  {j4)  :  le  calcul  réduit  en  effet  la  question 
à  n'avoir  qu'une  seule  inconnue,  et  l'on  est  ramené  à  ce  qui  a  été 
dit  (v^  107). 

a\  Lorsque  les  formules  (B)  sont  infinies,  les^coefficîen 
ont  des  valeurs  numériques  telles,  qu'il  en  résulte  a'b — â^'=o^ 

ou  —  =  T-.    Pour  connajtre  alors  la  nature  de  la  questipi^ 


^ 
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il  faut  introduire  cette  condition  dans  les  équ*  (ai)  ;  mettons 

donc  -T-  pour  a',  la  seconde  devient  -^  j:  +  b'jr  =  c'  ;  danc 

pour  que  le  cas  présent  ait  lieu ,  il  faut  que  les  équ.  proposées 

soient  ax  4-  *7^=  c,  U  (oar  -f  by)^Ss:bc\  Or,  elles  ne  s'accordent 

V      c  .     ' 

entre  elles  qu'autant  que  ô'cs=^c',  ou  7-=—.  Cette  relation 

peut  être  satisfaite ,  6u  ne  pas  l'être  ;  si  elle  n^  pas  lieu,  le  pro* 
blême  est  absurde,  puisque  les  conditions  de  la  qiiestion  sont 
contradictoires  :  cette  circonstance  est  annoncée  par  des  valeurs 
de  X  et  y  infinies.  Alors  les  coefficiens  forment  une  proportion 
ala'  Il  b  :  6^,  à  laquelle  le  rapport  des  termes  connus  c  et  c'  ne 
peut  faire  suite.. 

3^.  Mais  si,  outre  la  relation  qui  rend  le  dénominateur  nul, 
ou  —  s=  T-7  on  a  encore  -jj-  =  — ,  lesdeux  équations  (A)  n'équiva- 
lent plus  qu'à  une  seule,  les  deux  conditions  de  la  question  ren- 
trent l'une  dans  l'autre^  et  comme  on  n'a  qu'une  équation  et 
deux  inconnues,  le  problème  est  indéterminé  (n^  117).  Cela  ar- 
rive quand  les  coefiiciens  de  l'équation  forment  trois  raippôrts 
^aux  entre  eux,  ala'  llbl^ilclc'  ;  et,  attendu  qu'on  a  aussi 
ac  zsz  cûi'y  ce  cas  est  mis  en  évidence  par  des  valeurs  desietj 
qui  ont  la  forme  %, 

A  4        B,  Ç     k      D     Lf      C 

_  i-  '  

Prenons  pour  exemple  ce  problème  :  deux  courriers  partent 
Vun  de  A ,  l'autre  de  J^ ,  et  vont  dans  le  inême  sens  ACy  le 
premier  fait  n  kilomètres  par  heure ,  le  second  m  ;  la  distance 
initiale  est  AB=d;  cherchons  à  quel  instant  lès  courriers  se 
trouveront  à  la  distance  CD  =  K  l'un  de  l'autre.  A  parcourt 
la  distance  AÇ=zx  dans  une  durée  qu'on  trouve  par  la  pro-, 

portion  m  :  1  x  x  :  —  ;  de  même  -  est  le  temps  que  B  met  à 

parcourir  BD  =j^.  Si  les  mobiles  sont  en  même  temps,  l'un 
en  Cj  L'autre  en  D  j  ces  fractions  sont  égales,  d'où  r^sszipj^» 
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Hais  d'un  autre  côté  ADs=x+kssjr+d:  donc  Téhininatioii 
donpe 


m— 7»  .'"^  .  m-^n 


d-^k 


C'est  ce  qui  arrive  dans  le  nombre  d'heures  —  ^  -  = 

fît      H       Ti%'''''n 

En  faisant  ^ss  o ,  on  a  le  lieu  et  1 -instant  de  la  rencontre  des 
deux  courriers. 

Mais  les  mobiles  seront  encore  dîstans  de  k  y  après  que  A  aura 
dépassé  B  :  alors  ils  auront  parcouru  l'un  ACsszXy  l'autre 
Bl/^i^jr^  et  on  aura  x — A=:j^+rf;  il  suffit  donc  de  changer 
le  signe  de  k  dans  nos  équ.  G^est  une  seconde  solution  du  pro- 
blème. 

Pour  donner  à  cette  analyse  plus  de  généralité,  il  faut  sup- 
poser que  les  courriers  sont  en  route  depuis  quelque  temps ,  et 
que  A  et  B  sont  des  points  où  ils  se  trouvent  ensemble.  Et  si 
la^ valeur  de  j*  est  négative,  comme  cela  arrive  quand  m^n 
eid'^ky  cela  annonce  que  le  lieu  du  2^  courrier  est  situé  à 
gauche  de  B,  quand  sa  distance  au  i*'est=^  ;  l'instant  est  an- 
térieur à  l'arrivée  en  B. 

Quand  lest  courriers  marchent  en  sens  contraire,  il  suffira 
de  prendre  n  et jr^égatifs ,  ainsi  qu'on  peut  s'en  assurer  direc- 
tement. Voyez  ce  qui  sera  dit  ci-après  sur  l'emploi  des  signes 
négatifs  en  géométrie. 

Si  m=7i^  :i:  etjr  sont  infinis,  et  le  problème  est  absurde  :  ce 
qui  vient  de  ce  que  les  courriers ,  ayant  la  même  vitesse ,  ne 
peuvent  satisfaire  à  la  coixdition  prescrite.  Cependant  si  ifrrj:^ 
xetjr  sont  | ,  et  il  y  a  une  infinité  de  points  de  rencontre;  en 
effet  les  mobiles  partent  du  même  point  sans  que  leur  distance 
change. 

Des  Inégalités. 

II 5.  Les  expressions  où  entre  le  signe  ^  pour  marquer 
quelle  est  la  plus  grande  de  deux  quantités,  sont  ies  inégaliiés . 
La  différence  demeurant  la  même  lorsqu'on  y  ajoute  ou  qu'on 
«a  6te  le  même  nombre ,  on  peut,  sans  troubler  une  inégalités. 


Â 


ajoui€r.aux  dwx  m^mbr^s ,  ou  en  êter  4es  quamiiAf  ég^oUefi  >  fil 
par  conséquent  les  soumettre  aux  mêmes  calculs  que  les  ééfMan- 
tiens  (  n°  io5  ) ,  é'«8t-è«-dire  en  muliljiAkr  ou  diviser  tous  les 
termes  par  un  même  nombre ,  et  transposer  quelque  terme  en 
cbangeantsoQ  signe.  Soit  Zx — 7]>a:4t  1 1;  a^outpna^  aux  4euK^ 
membfts ,  pais  retranchons-en  x,  nous  avons  Zx  — x  ^11+7, 
«ii3^>i3;  4'pià;r>:9.  rCeji$ç  qi|if#tiop ,  Trouter  w  »owy:)re 

dont  le  triple,  diminué  de  7 ,  donne  un  excès .qi4  aorfMt^  ce 
nmllire  fiv^  1 1 ,  a  m^  îfffilû^  d^  99lii|fcio9f ,  ipuiaque  jtwie 
qiWitité  >  ^  y  fatwfaî t. 

C}«8iei9rs  jp^i^Uti^  >  renfermant  x ,  ^CWOent  fb^ctwe  une 
Uppt^  dç  Sfi\^  immp^ }  ^r»  i"".  91  e^  timies  «otti  dfios  le 
même  sens,  comme  x^g  et  x  ^7,  alors  il  y  a  une  des  inéga- 
Mf^  ^  d^^^ppoae  d'ayoîr  egiird  ^mc  ^uti^es  ;  2^.  si  les  limites 
9Qntd9M^  des  ^^8  Qppo^s/iÇpi^me(i|7>9et:^<  i5,  aloir^on 
ne  .f^ut  fpiTpndre  pQur  ^  qge  'le^  valeitfs  intermédiaires.  Il  ae 
peut^i^m^  quç  <ces  Un^ite^  s'excluei^t  musellement ,  comme 
7>i4^4i^  iC3  9  alors  le  prQbJjètn^  q9>%  abai^rd^e^  et  renferme  des 
cmdMioii^  pQ^tradictoir(es. 

Quel  est  le  nombre ,  plus  grand  que  1 5 ,  4pn(le  triple ,  plus  f , 
^ilM^iadreqx^  ledpfible  plus  20  ;  pittel  ep  pintireq^e  >  diminué 
de  i  ^t  aug,roenté  de  3 ,  le  qiiotjieiM:  de  çptte  différence  par  /cette 
çomiii^e  «iirpassie  |?  Ces  conditions  s'écrivent  ainsi  : 

x>i5,     3x+i<2x+2o,-  -^>|. 

On  en  tire  ar>  i5,  x  <[  19  et  j:  >  17.  Il  est  clair  que  le 
nombre  devant  être  compris  entre  17  et  19,  la  i'*  condition- 
donnée  est  inutile  ;  et  l'on  peut  prendre  pour  or,  1 7  >  ,  1 7  f  • .  • , 
et  un  nombre  infini  d'autres  valeurs.  Mais  si  x  doit  être  entier, 
le  problème, ne  comporte  que  cette  solution  a:  ==  18. 
Quand  on  a  â  •^  6  et  ^  <^  6',  on  en  tire  visiblement 

a  +  a'<^b+b\     a-^b'K^b^a,     aa' <bb\ 
donc ,  on  peut  ajouter,  multiplier  membre  à  membre,  deux  iné^ 
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galiêéf  dont  le  êigne  eu  dans  le  même  sens;  foPmer  lespuis^ 
SÉmces,  exiraireles  raeines,  en  ésanservant  les  mêmes  signes 
^inégalité  ton  peut  settsirmre  ou  dwdser  membre  à  membre 
deux  iaégmlùés  dont  fes  signes  sont  inverses ,  ;Qn  coatterrant  le 
Ûgàe  de  riii^(alftë4pH  afoomi  len  dividendes. 

L'expression  a  non  ^  b ,  qui  désigne  que  a  ne  peat  être  plus 

grand  que  by  s'e'crit  souvent  ainsi  a'^bi^eWe  est  soumise  aux 

mêmes  calcttb  que  les  inégalités  simples^  Par  exemple,  quel  est 
le  nombre  dont  le  triple  diminué  de  2  ne  peut  être  moindre 
que  7  y  et  dont  le  décuple  moins  i ,  ne  peut  surpa^r  1 1  plus 
6  fois  ce  nombre?  Ces  conditions  s'écrivent  ainsi  : 

d'ioù  34c!^7  +^>       lar-rr-fir^  1 1  + 1  s 

ainsi  x=ou^3,vetar=r.ou<^39  ouplutôt  x^ss3. 

I  f  6.  Nous  terminerons{>ar  unevemarque  importante.  Faisons, 
varier  x  dans.a^-ar.  A  mesure  que  x  croit  pour^  s^approcher 
de  is  ,  «  «-  « ,  qui  est  positif,  diminue ,  et  devient  enfin  nul  lors- 
que a:  =r^4it  six  continue  de  croître,  a-^se  devient  négatif. 
Nou»€xprîmevon6  cescîroonstances  en  écrivante  —  a:  >>  o,  tant 
que  a^i-r^xefit  posit^;  et  a*-<-;r  <[  o ,  dès  que  x  sujrpasse  a.  Ce 
B'est  pas  qu'en  ;eftst  il  puisse  y  av^ir  des  quanjlités  moindres' 
que  zéro  ;  maiail  est  visible  que  si  l'on  convient  qu'on  Ivaiters^ 
à  '^avenir  ces  inégalités  à  la  manière  des  équations ,  l'une  don-* 
ttcra  ^^  X ,  et  faatre  a  <r  ^  ;  et  ce  ne  sera  qu'une  façon  d'é« 
crire  que  a^^x  e$t  positif  dans  un  cas ,  et  est  négatif  dans 
l'autre.  Mous  regarderons  donc  tes  quantités  négatives  comme 
wnaindresque  zéro^  elles  positives  comme  plus  grandes  que  zéro; 
oe  4fiiii  n'esi  en  effet  qu'une  convention  commode  pour  faciliter 
lesi:akul8. 

€o(mme  ^  -^  ar  )>  o  donne  — jr>a,  et  a'^Xy  on  voit 
qu'on  n'est  pas  en  droit  de  changer  lés  signes  de  tous  les  termes 
d'«uie  inégalité,  à^noins  qu'on  ne  change  aussi  ^  en  <^ ,  ou  ré* 


s 
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ciproquement;  on  ne  peut  non  plus  multiplier  une  inégalitë 
par  une  valeur  négative ,  sans  le  même  changement  :  ce  qui 
établit ,  dans  les  calculs ,  une  différence  importante  en^re  le 
mécanisme  propre  aux  inégalités  et  celui  qui  convient  aux  équa-» 
tions  :  i ,  2,  3. . .  sont  des  quantités  croissantes;  et  —  i ,  —-2, 
—  3 . . .  sont  décroissantes  ;  on  ^  4  <  ^  **  •""  4  >  ~  5. 

Des  Problèmes  indéterminés. 

un.  Lorsqu'on  n'a  pas  un  nombre  é^al  d'^'quations et  d'in^ 
connues ,  il  peut  arriver  deux  cas. 

I*'  CAS.  S^iljr  a  plus  d^ inconnues  que  d'équ, ,  le  problème  est 
indéterminé  y  fuxscpL^on  peut  disposer  arbitrairement  de  quel- 
ques inconnues,  a6n  qu'il  n'en  reste  plus  qu'un  nombre  égal  à 
celui  des  équ^  :  l'élimination  £tiit  alors  connaître  ces  dernières 
inconnues.  Les  valeurs  qui  satisfont  aux  équ. ,  ou  au  problème 
dont  ces  équ.  expriment  les  conditions,  sont  donc  eh  nombre 
infini.  Cherchons,  par  exemple ,  deux  nombres  xtXz^  dont  la 
somme  soit  70  ;  il  fs^udra  trouver  deux  quantités  qui  satisfassent 
à  l'équation  unique  a:  -{-  js=  70  ;  d'où  or  =  70  —  z.  On  voit  que 
X  ne  peut  être  connu  qu'autant  que  z  est  donné;  et  si  l'on  met 
tour  à  tour  i,a,  3^...  pourjç,  on  trouvera  x= 69, 68,  66  j>..  ; 
donc  1  et  6g,  a  et  68,  3^  et66.^  .  • .  remplissent  la  condition 
exigée,  ainsi  qu'une  infinité  de  nombres  tant  entiers  que  frac- 
tionnaires. 

Soient  demandés  trois  nombres  x,  jr^  z,  dont  la  somme 
soit  io5,  et  dont  les  différences  deux  à  deux  soient  égales  :  on 
^jf+j^-f-s  =  io5,  X — jr^=j — «,  c'est-à-dire  trois  incon- 
nues et  seulement  deux  équ.  Ce  cas  revient  au  précédent  ;  car, 
en  retranchant  ces  équ.  pour  en  éliminer  x,  il  vientj^8=35, 
d'où  X  +  z  =  70.  On  fera  donc  z  ou,  x  égal  à  telle  grandeur 
qu'on  voudra;  l'autre  inconnue  s'en  déduira,  et  ces  nombres, 
concurremment  avecj^:^  35,  seront  des  solutions  de  la  ques- 
tion. ^      N 

Soit  encoie  l/équation  o?^  —  no:  =;  jr*  —  ^y^;  on  en  tir© 


/ 
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ar'— j*+  4^— tfa:=o;  et  comme  ^'— j-^zs  (^+^)  {x-^y)^ 

il  vient  (a: 4"^)  (^  — J*)  —  «(x  — J")  ===  o,  ou 

(*  — f)  (^  +  J* —  «)  ==  o.  Ce  produit  ne  peut  être  nul ,  à 
moins  que  l'un  des  facteurs  ne  le  soit;  on  a  donc,  à  volonté , 
Tune  des  e'qu.  x  z=zjr  ou  a:  =  a  — j*.  En  attribuant  à  y  toutes 
les  Valeurs  possibles ,  il  en  résultera  des  valeurs  de  x  qui  seules 
satisfont  au  problème  :  il  suffit  que  les  deux  inconnues  soient 
égales ,  ou  bien  que  leur  somme  soit  =  a ,  ce  qui  arrive  d'une 
infinité  de  manières. 

La  Règle  d'alliage ^eut  rentrer  dans  cette  théorie. 

I**.  Supposons  qu'on  mêle  ensemble  deux  substances  qui  n'é- 
prouvent pas  d'action  chimique;  soient/)  et  q  les  prix  de  l'unité 
de  mesure  pour  chacune  ;  le  prix  total  du  mélange  esipx  -^  qy, 
en  désignant  par  x  et  j*  les  nombres  d'unités- mélangées.  Mais 
le  tout  est  composé  de  x  -^-y  unités  ;  donc  le  prix  de  chacune  est 

^  =  ^P£±^ (/,j.. 

Ainsi  8  bouteilles  de  vin  à  i5^  le  litre,  et  12  à  lor'*,  font 
10 bouteilles ,  dont  le  prix  est 8 X  i5  +  iaXio  =  240 ;  donc 
le  prix  de  chacune  est  ^■^^  ou  12^. 

On  a  un  lingot  d'or  formé  de  4  ^^-  à  o,^5  de  fin  f^),  et  de 
S  kil .  à  0,86  ;  quel  est  le  titre  du  mélange  ?  La  formule  ci-dessus 

-         \      4xo,95  +  5xoj86'*' 

donne  z  =  ^ ^  ,  ,   =- •  =  0,9. 

4+5 


{^)  Lorsque  For  ou  Targent  contiennent  0,1  d'alliage,  et  que  le  reste  est 
pur,  on  dit  que  le  métal  est  à  0,9  de  fin.  Autrefois  le  degré  de  pureté  s'esti- 
mait différemment  :  on  partageait  par  la  pensée  le  lingot  d'or  en  24  parties, 
qu'on  nommait  karats,  de  sortô  que  l'or  à  ai  karats  contenait  3  parties  d'al> 
liage  et  ai  d'or  pur.  Le  karat  se  divisait  en  3a  parties  on  grains ^  ainsi  l'on 

ao  la 

désignait  par  18  karats  ao  grains,  i8  parties  ç-  4'o'  P»r,  e*  5  5-  d'alliage. 

L'argent  se  divisait  en  la  parties 'ou  deniers,  chacune  de  a4  gr^îitf;  ainsi  un 

ao  "^ 

lingot  d'argent  à  1.0  deniers  ao  grains  contenait  10  parties  -7  de  métal  pur  et 

I  g-  d'alliage.       . 
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2®.  Réciproqtteme»  t ,  si  l'on  demande  quelle  doit  ^tre  la  com- 
position du  mélange ,  la  valeur  moy  eimeétant  donnée ,  on  cher* 
cbç  les  quantités  :>:  et  j^,  connaissant  les  prix  pj  qeiz\  alors 
l'équ.  F.  contient  deux  inconnues,  et  le  problème  est  iiidéter*- 

miné.  On  a  :>:==  (  }y\  ainsi  Ton  y  satisfait  en  prenant 

z  est  d'ailleurs  intermédiaire  entre  p  et  q.  Oh  pourra,  outre* 
ces  valeurs 9  en  trouver  une  infinité  d'autres,  en  les  multipliant 
ou  divisant  par  un  même  nombre  quelconque  :  on  aura  par  là 
toutes  les  solutions  entières  de  la  question ,  si  Ton  veut  que  ce 
facteur,  et  z ,  p  et  j  soient  entiers  (n**  1 18). 

Un  boulanger  y  par  exemple,  veut  faire  du  pain  qui  revienne 
à  8*^  le  kilogranfme;  combien  doit-il  mêler  de  farine  de  blé  à 

10^,  et  de  seigle  à  ^  ^^  ^^^'        .  (  io..î..Blé. 

gramme?  Après  avoir  écrit  ces  3     ^'*  moyen  8  ^    ^    .^^^  .Seigle. 

nombres,  commet  on  le  voit  ci- 
contre,  on  mettra  8  -^7,  ou  i ,  à  côté  de  lo;  puis  lo  —  8,  ou 
2,  près  de  7.  Ainsi  1  kilogramme  de  farine  de  blé  sur  2  de 
seigle,  répondent  au  problème.  On  peut  aussi  prendre  2  sur  4» 
ou  3  sut*, 6,  etc. 

Si  l'on  donnait  ime  seconde  condition  pour  déternniier4e  pro- 
blème ,  on  la  traduirait  algébriquémen  t ,  et  l'on  éliminerait  :r  e tj* 
entre  l'équ.  {F)  et  cette  dernière.  Ainsi ,  lorsque  la  quantité  x-\-j 
du  mélange  est  donnée  =  m ,  alors  on  a 

X  ^j':scsmf  etpX'-{^  gjrrszzmy 

d'où  ar=£r  "-n  ■  ■   (z^-^q^.rsst (p  —  z). 

PS  P--9 

•     Après  avoir  obtenu  les  valeurs  ci<Jessus,  on  les  multipliera 
donc  par >•  Dans  notre  exemple,  si  l'on  veut  que  le  mélange 

des£srrinespèse!3if  kil.vo^inidti{dleiral«sré8^  i  et2, 

21 
par— —  =  7;  de  sorte  que  7  kil.  de  farine  de Mé à  10^, 
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mêles  à  i4  de  seigle  à  7-^,   forment  ai  kil;  de  iafifie  à  8*^. 

De  même  s^oit  demaiidéde  forméif  7,64  l^tt.  d'argeiit-à  o,g  de 
fin  avec  de  l'argent  à  0,97 

et  0,84.  L'opération  prouve  t  0,97,..  0,06  x  ^iMe-s^^g 

qu'il  faut  3*,48  de  la  pre-     o>9  s  .'5/ 

mière,  et  4Sô6  de  la  seconde  f  °»^4-  '  '  ®'^7  ^  ^  =  4»o6 

espèce. 

On  appliquera  facilement  cette  théorie  au  cas  où  l'on  votidrâît 
mêler  enseinble  plus  de  deux  substances. 

a*  CAS.  Si  Von  a,  au  cçntraire,  plus  éCéqu,  que  d'inconnues, 
le  problème  est  plus  que  déierrhiné,  c'est-à-dire  que  sî  l'on  élU 
raine  toutes  lesincommes ,  il  resteicj^i ,  entre  les  données ,  un  cer- 
tain nombre  d'équ.  auxquelles  elles  devront  ss^tis^iré/et  qu\)fi 
nomme ,  pour  cette  raison,  équations  de  condition  :  si  elles  ne 
sont  pas  satisfaites,  la  question  est  absurde  ;  et  si  elles  le  sont , 
plusieurs  conditions. rentrent  dans  les  autres;  les  conditions 
sont  en  ncMitbre  ég^l  à  celui  des  inconnues  ^  et  sont  expri- 
mées par  autant  d'équ.  distinctes  >  auxquelles  les  proposées  se 
réduisent* 

Cherchons  deux  nombres  x  et  j^,  dont  la  somme  soit^,  la' 
différelice  d  et  le  produit /?  :  ou  a:+j^  =  ^,  a:  — ^=  Jet 
xy"='p.  Les  deux  premières  équations  donnent  (n®  ip6,  II  ï) 
ar  =  i(j  +  ^0»^==»(^ — d)'^  substituant  dans  la  troisième,  on 
trouve  4jP=^* — à^'  Si  les  données  s,detp  ne  satisfont  pas  à 
cette  rielatton^  le  ptobl^eest  impossible;  et  si  elle  subsiste > 
VtLii^  des  ^'qià.  données  est  inutile ,  comme  exprimant  une  con- 
dition qui  a  lieii  d'elle-même ,  et  est  comprise  daûé  les  deux 
autres. 

Quelle  est  la  fraction  qui ,  lorsqu'on  ajoute  m  à  son  nutnéra- 


a  ,     .       a' 


teur ,  devient  =  jy  et  qui  est  =  «  lorsqu'on  ajoute  m'  à.i^on 
dénominateur?  Eti  désignaht  par  x  etj  les  deux  termes ,  on  a 


a:  +  m  ^_^  n         X       a^ 
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L'élimination  donne 

mais  xeXy  sont  entiers  ;  donc ,  ou  aV  -»  db  =  ih  i ,  ou  bien 
ce  binôme  divise  les  seconds  membres.  On  a  donc  une  con- 
dition y  sans  laquelle  ce  problème  est  impossible ,  quoiqu'on 
ait  eu  autant  d'éqn.  que  d'inconnues. 

118.  Cherchons  tous  les  systèmes  de  valeurs  entières  de  x 
et  y  qui  satisfont  à  l'équ.  indéterminée 

'aa:  +  ôj-  =  A.,..  (i), 

a^b,kf  étant  des  nombres  donnés,  positifs  ou  négatifs,  etqu'on 
peut  toujours  rendre  entiers.  Du  reste,  a  eth  doivent  étreprc'- 
miers  entre  eux;  car  s'il§  avaient  un  facteur  commun  J,  en  di- 
visant tout  par  d ,  on  aurait  3  ^  +  -jj^  =  -7  ;  ainsi  le  second 

membre  devrait  être  entier,  puisque  le  premier  l'est  ;  le  pro- 
blème est  donc  absurde  quand  A  n'a  pas  aussi  d  pour  diviseur  ; 
et  s'il  l'a ,  on  peut  supprimer  ce  facteur  dans  tous  les  termes. 

Soit  xssmyjr  =  fi  une  solution  de  l'équ.  (i),  ou  aH+bfi:=A'f 
retranchant  de  l'équ,  (i),  on  trouve  a(ar — «)=— è(j"  —  /S),  et 
comme  a  et  b  sont  premiers  entre  eux,j* — /3  doit  être  un 
multiple  de  a  (n**  25) ,  tel  que  at;  d'où  ' 

j:  =  «  — 6/,  j^  =  ^  +  û£. . . .  (2). 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équ.  (i) ,  il  est  visible  qu'elles 
y  satisfont,  quel  que  soit  le  nombre  entier  /,  positif  ou  négatif. 
Mais  ces  expressions  sont  les  seules  qui  jouissent  de  cette  pro- 
priété; carsoita:=»',^=r/,  une  autre  solution,  ouaét+b^z=iA; 
en  retranchant  de  am  +  bfi^szA,  on  aa(flt' — «)==— -6(iS' — fi)  ; 
donc/S' — fi  est  un  multiple  at  de  a^  fi'^zfi-^atj  «'=« — btj 
valeurs  comprises  dans  la  fprme  (2). 

Il  suit  de  là  que  si  l'on  avait  une  des  solutions  (m  et  fi) ,  on 
connaîtrait  toutes  les  autres ,  en  faisant  /  =  o,  i.,2 ....  ;  et 
comme  les  résultats  *,  ce  —  &,«  — 26. ..  ,/8,  fi+a^  fi+^a.. . , 
sont  des  équidifférences ,  on  voit  que  toutes  les  valeurs  de  x  et 
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de  y  forment  des  progressions  arithmétiques,  dont  les  coeffi-^ 

ciens  réciproques  b  et  a  sont  les  raisons,  Vun  pris  as^ec  un  signe 

contraire  {Aies  soikX  croissantes  toutes  deux,  siaet  dont  des 

signes  dtffërens;  l'une  est  croissante  et  l'autre  décroissante,  dans  \ 

le  cas  contraire). 

I  ig.  La  question  est  ramenée  à  trouver  une  solution  àz=zm^ 
^=i8.  Soit  a'^  6  8  résolvant  l'équ.  (i)  par  rapport  à  j*,  et 
extrayant  les  entiers  contenus  dans  la  fraction ,  on  a  ^     ^ 

A  —  ax       f       ,     .  B  —  car 

k  et  t  sont  les  quotiens,  B  et  c  les  restes,  de  A  et  a  divisés 
par  b.  Le  problème  consiste  à  trousser  les  valeurs  de  x  qui 

rendent  B  —  ex  divisible  par  b.   Or,   si  c=  1  ^ ,  en  faisant 

B -P 

— r-^^as  entier z,  on  a,  xsszB^^bzy  et  tdute  valeur  entièJre 
o 

de  z  rendra  x  etjr  entiers;  le  problème  sera  donc  résolu.  Mais 

B  """^  ex 
quand  c  >  i ,  on  posera  — 7 —  =  entier  Zj  ovLbz-i-cx^^By 

et  il  s'agira  de  résoudre  en  nombres  entiers  cette  équ.  où 
c<^b.  On  opérera  donc  comme  ci-^dessus ,  c'est4-dire  qu'on 
résoudra  l'équ.  par  rapport  à  or,  on  extraira  les  entiers,  et  il 
viendra 

x=: .  =  k'—fZ'\ 5  .     , 

c  '        c      ' 

k'  et  r  sont  les  quotiens,  et  C,  d^  les  restes  de  la  division  deB 
et  b  par  c  ;  il  faudra  que  cette  dernière  fraction  devienne  un 
nombre  entier  u  ;  or  si  d=  i ,  on  aura  C — zsszcu^  z=C — cm, 
et  toute  valeur  entière  de  u  rendra  z  entier,  et  par  suite  aussi 
ae  etjr.  Mais  quand  ^  ^  i ,  on  pose 

C  —  di                      C  —  eu      ^ 
=  1/,     z= 1 — ,  etc. 

Les  coeffi ciens  des  inconnues  successives  z,ii,i^, . . .  sont  visi- 
blement les  restes  qu'on  obtient  par  la  méthode  (n^aS)  du 
cônkmun  diviseur  entre  àet  b\  et  comme  ces  nombres  sont    ^ 
T.  L  12 
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premiers  entre  eux  y  on  est  assuré  d'arriver^  en  dernière  OBft' 
îyse^  à.  un  coefficient  =  i ,  qui  donnera  une  rektic^  de  la 
forme  4^+^"*^=^ y  entre  les  entiers  vêts,  d'où  vr=G— *-^^.' 
Ainsi  tout  nombre  entier  pris  pour  valeur  de  s  rendra  v  entier, 
et  par  suite  UyZjX  et  j^  :  on  obtiendra  donc  une  solution  du 
problème  ;  les  équ.  (2)  seront  alors  applicables. 

Un  exemple  ëclatrcira  ceci.  L'équ.  Sx  ^-*  V]f  :^c  *)  donne 


yoSWIS  '    X    '  =:J8,  douj^=2  — 5 — s.=s:.a«  — a  + 
2z  —  I  ,,  ,  3ii  4- 1  ,  "  +  I 

-  =  II,  d  ou  Z  Sï=  ^^ =:r  M  +  — ■! ; 


2Z  —   1 


3  ■ 

^ , ^       ^^   .       ^      ,  enfin, 

egakttt  cette  fraction  à  p,  il  vient  u=:2i^-*  t.  Faisons,  par 
exemple ,  vz=i  i ,  nous  aurons  u  =  1 ,2=2 ,  ^=3,  a:  =r  1 1  • 
donc  les  formules  (2)  deviennent 

a:  =  1 1  +  27^,  j*  =  3  +  8^ 

Si  l'on  eût  {iris  pour  v  toute  autre  valeur  elitière ,  on  serait 
parvenu  aux  mêmes  valeurs ,  quoique  différentes  en  apparence. 
Soit  1^= — 3,  il  vient  1/= — 7,  je= — 10,  j-= — 29,  jr=-^97^ 
d'où  a:  =  —  97  +  27/,  ^=  —  29  +  8*  :  mais  on  .peut  mettre 
<  +  4^^  ^^^^  ^^  ^'  ^^  4"^  ramène  aux  valeurs  ci-^dessus.  En 
faisant  t  zs. . .  —  2,  •^—  i  ,0,  t  ,2,  • . .  on  trouve  des  équidiffé^ 
renées  croissantes,  infinies  dans  les  deux  sens ,  dont  les  raison» 
sont  27  et  8 ,  et  dont  les  termes ,  correspondans  deux  à  deux  ^ 
ftpttt  aulant  de  solutions  de  la  question ,  et  les  seules  qu'elle 
puisse  comporter. 

r 

ar  =  ...  —  43»  -^  ï6,   II,  38,  65,  92... 
j"  =  ...  —  i3,  —    5,     3,   II,   19,  27... 

1 20.  Récapitulons  tous  les  calculs ,  omettant  les  raisonne-* 
mens  sur  lesquels  ils  sont  fonder .  Nous  avons  trouve'  les  frac-» 
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lions  sttccessiTes,  qui  doivent  se  réduire  à  des  nombres  en* 


tiers  : 

A— or 

a= — r— » 


X 


B  — éa 


z 


C— CM 


U 


D^^p 


(M) 


b      '  c       ' d  e 

les  facteurs  c,  </,  e,. . .  sont  des  restes  de  divisions,  ainsi  qUe 
BjG^D^ . . .  Nous  donnerons  à  ces  quantite's  la  disposition  Isui- 
vante,  et  nous  en  tirerons  un  algorithme,  ou  procédé  de  calcul 
rapide,  qui  conduira  aux  valeurs  entières  des  inconnues^, 


a:,  z,  M,i^.., 

» 

a          h 

c 

d 

e 

f 

g     etc. . . . 

A       B 

C 

D 

E 

F 

etc 

y       » 

s 

u 

V 

s 

etc 

(N) 


La  i'^  ligne  est  formée  des  diviseurs ,  dividendes  et  restes  de 
Topération  du  commun  diviseur  (n®  23)  entre  (z  et  ^  ,  condui- 
sant nécessairement  à  un  dernier  terme  =  i .  La  2*  ligne  se 
compose  ainsi  qu^il  suit  :  après  avoir  écrit  le  second  membre  A 
de  la  proposée  sous  ^i ,  on  divise  A  par  b ,  et  on  écrit  le  reste  B 
sous  5  :  puis  on  divilse  £  par  c ,  et  on  écrit  G  sous  c;  on  divise 
€  par  dj  et  ainsi  de  suite,  lès  diviseurs  étant  successivement 
les  mêmes  que  dans  la  i'*  ligne.  On  ne  tient  aucun  compte  des 
quo tiens,  parce  qu'ils  sont  sans  usage. 

Quant  à  la  3*  ligne,  elle  est  composée  des  valeurs  entières 
y,ar,z, . . .  qu'on  calcule  sur  le  type  des  équ.  (M),  en  commen- 
çant par  la  droite.  Ainsi  pour  trouver  z ,  il  faut  avoir  d'abord 

calculé  M,  puis  chercher  le  quotient  entier  — -^ — ,   qu'on 

écrira  sous  G.  Toutes  ces  fractions  de  même  forme  doivent  se 
réduire  à  des  nombres  entiers ,  en  ayant  soin  d'avoir  égard 
aux  signes  des  produits ,  des  différences  et  .des  restes. 

On  écrit  la  valeur  ^  de  y  sous  le  coeflScient  a  de  ar,  et  celle  m 
de  x'sovLs  celui  b  àey,  et  l'on  obtient  ainsi  une  solution  de 
l'équ.  (i)  ;  enfin  on  complète  ces  valeurs  par  des  multiple? — bt 
et  at,  conformément  aux  équ.  (2). 

11  faut  observer  que  le  dernier  diviseur  de  la  1'"  ligne  étant 
I,  le  reste  qui  lui  corre^ond  au«dessous  est  zéro,  Aombre  ter- 

12.. 


^~o 
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minai  de  la  2*  ligne,  et  que  par  conséquent  le  reste  précëdeiit 
est  la  valeur  du  dernier  quotient  entier. 

Soit  par  ex.  Téqu.  32&r  4-  229  j^=  1741  ; 


328 

229 

99 

3i 

6 

i 

I74I 

i38 

39 

8 

2 

0 

io5 

—68 

3o 

—9 

2 

0 

y 

X 

'z 

u 

i'.. , 

(  •  •  • 

On  cherche  le  commun  diviseur  entre  les  coefficiens  328  et  229, 
et  les  restes  successifs  donnent  les  nombres  de  la  i**  ligne.  On 
écrit  le  2^  membre  1741  sous  328,  on  divise  par  229,  et  l'on 
écrit  le  reste  i38  sous  ce  diviseur  :  on  divise  i38  par  99,  et 
l'on  écrit  le  reste  89  sous  99;  on  divise  39  par  3i,  et  0^  écrit  le 
reste  8  sbus  3i ,  etc.  Le  reste  2  est  la  valeur  de  la  dernière  in- 
connue v\  puis  on  dit  2  X  3 1 2=62  ^  qui  retranché  de  8^  doiine 
—  54  i  divisant  —54  par  6,  le  quotient  —9.  est  la  valeur  de  11  ; 
-^  X  99=  -^891 ,  ôtant  de  39,  le  reste  est  -(-930;  divisant 
par  319  le  quotient  est  3o,  valeur  de  z  ;  et  ainsi  des  autres.  On 
a  ainsi^=i  io5,  a:==  —  68,  d'où 

^=io5  — 328if,     ir=— 68  +  229«. 

Pour  l'équ.  3701:+ i53jr=  200 1,  on  a 


370        i53 
2001          12 
—  io3      +48 
r            X 

64          25 

12         12 
—20      +8 

z         '     V 

+  370^,     X 

i4         II     .    3       2 
12           III 

-4     +4   -I  +1 

u 

0^ 

0 

bonc  j^  =  —  io3 

=  +  48— i53/. 

Ces  calculs  supposent  que  la  proposée  a  tous  ses  termes  po«^ 
sitifs  :  s'il-en  était  autrement ,  on  prendrait  en  signe  contraire 
là  valeur  de  l'inconnue  dont  le  coefficient  a  le  signe  -—;  et  on 
aurait  la  solution  de  l'équ.  ox  —  ^  =  A ,  ou  — ax  -}-  ^ssA, 
A  étant  positif.  Par  exemple,  l'équ.  370X —  i5^=s2ooi , 
doime 

jr=  103  +  370/,     a:=i48+i53«. 


^ 
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Resolrons  encore  Te'qu.  293:  —  477"  =112 

4?      29      18      '1      7      4      ^      ^ 

112        aS  7  7        o        o        00 

—I       +3      — I       +1         0000 

X         jr         z  u        V -. 

La  dernière  inconnue  =0,  il  en  fkut  dire  autant  des  prëce'- 
dentés ,  jusqu'à  i^  =  -^  s  -|-  i ,  etc.  ;  ainsi  changeant  le  signe  de 

jr  (à  cause  de  — 4ir)  9  ^^  aa;  =  —  i4-47'?  J^  =  —  3  +  29/* 
121.  La  proposée  est  quelquefois  susceptible  de  siofipli^ca- 

tions. 

I®.  S'il  y  a  un  facteur  commun  m  entre  a  et  ^,  en  divisant 

lequ.  (ijparm,  ona 1--^=~;   -^  doit  être  entier, 

m      m       m  m  • 

puisque  les  autres  termes  le  sont;  ainsi  j-  est  multiple  de  m. 

Posons  j'  =  mjr',  il'vient,  en  divisant  la  proposée  par  1»,  une 

equ.  plus  simple. 

Soit  1200J:  —  6^=  îooo  ;  on  feraj^  =  200^*',  et  divisant 

l'e'qu.  par  200 ,  on  aura  6x  —  6^  =  5-,  on  en  tire  aisément 

y^= — 5,  j*  =  — 1000,  jp  =  — 55;  ainsi 

j^  =  — 1000  +  1200/,    a:  =  —  55  +  67/. 

•  I 

Pour  l'équ.  44^  "~  ^^J"  =  i65 ,  comme  44  ®^  ^^5  ont  le  fac- 
teur 1 1 ,  et*  que  35  et  i65  sont  multiples  de  5,  on  fera  ^^^=1  tj/^ 
x=z5xfy  d'où  4^' — 77^=  ^  •  ^^  trouve  de  suite/'rz  -—  i  ,a:'= — ^ , 
puis  j"  =5  — 11+44'»  Jf=— 5  +  35<. 

2^^.  Observez  que  dans  toute  équidifférence  A,  A  -^  b^ 
^  +  2Ô , . . .  si  l'on  divise  les  a  premiers  termes  par  a ,  tous 
les  restes  sont  différens ,  quand  a  e/  b  sont  premiers  entre 
eux  ;  en  effet,  si  deux  termes  pouvaient  conduire  au  même 
reste,  leur. différence  serait  divisible  par  a  (n®  16),  ce  qui 
est  absurde,  puisque  cette  différence  est  de  la  forme  ^6.,  k 
étant  <^  a.  Concluons  de  là  que  ces  a  restes  inégaux  accom^* 

plissent  tous  les  nombres  o^    i,   2,  3 (a^-i),  mais  ^ 

rangés  dans  un  ordre  différent  :  ainsi ,  I'ua  de  ces  divideAde^     ' 


/ 


A 


A'^lb  donne  zéro  pour  réste^  ou  est  oiultîple  de  a;  et  j*:;?  j 

rend ^  un  nombre  entier.  Or,  il  arrive  souvent  qu'en 

a 

substituant  o,  i,  2,  3,....  p3ur^«  on  découvre  la  valeur  l^a 

qui  satisfait  à  cette  condition.  Ainsi,  pour  que  (premier  exemple) 

3y*  -1-  n  ♦ 

*^^-5 — '  soit  entier,  on  faitjr==o,  1,2,  3,..,  les  restes  de  ^+7  ' 

divisé  par 6  sont  7  ^  2, 5,  o,. .  Chaque  terme  de  cette  série  se  forme 
en  ajoutant  3  au  reste  précédent ,  et  supprimant  8  de  la  somme 
lorsqu'elle  surpasse  8.  Il  est  visible  que  j-urSestla  valeur  cher- 
chée. Au  reste,  on  ne  peut  regarder  ceci  que  comme  un  tâton- 
nement^ souvent  plus  long  que  la  méthode  générale. 

Pour  rendre  entier  r  =3 ^  =  2  -4-  a:  -f- '—  , 

^  12  12      ' 

faisons  or  =  o,  1,2....;  cette  dernière  fraction  conduit  aux 

restes  11,  6,  i,  8,  3,  10,  5,  o,...  en  ajoutant  sans  cesse  7,  et 

ôtant  12  lorsque  cela  se  peut  ;  ainsi  x  =  7  donne  le  quotient 

exact  j'=i4;  d'oùj"=  14+19^,  x  =  7  +  I2^ 

122.  Il  arrive  quelquefois  que  la  question  ne  peut  admettre 
que  des  solutions  positives;  alors  ou  ne  doit  plus  prendre  dans 
les  formules  (2)  toutes  les  valeurs  entières  pour  <;  mais  on  po- 
sera «—  A/>o,  /S+«i>o,  d'après  ce  qu'on  a  dit  p.  170; 
ces  inégalités  donneront  les  limites  de  t, 

1^.  Si  ces  limites  sont  dans  le  même  sens,  elles  n'en  donnent 
qu'une ,  et  la  question  a  une  infinité  de  solutions  croissantes 
ensemble  ;  dans  ce  cas,  atib  sont  de  signes  contraires  dans  la 
proposée ,  car  sans  cela  £i;r  -^  ^  ne  pourrait  constamment  être 
7=z.  c.  Danfr  le  i"  problème  onja  £  >  —  tt  ^^  >  *~  I  >'  ainsi,  on 
peut  prendre  <=  o ,  1,2,...  mais  on  ne  peut  donner  à  t  aucune 
valeur  négative.  Dans  le  2*  problème  p.  180,  on  a  ï  =  ou>  o, 
^voir,  /  =  o,  I,  2,  3,  4'«* 

2®.  Si  ces  limites  sont,  l'une  par  excès,  l'autre  par  défaut,  on 
trouve  les  valeurs  intermédiaires  que  /  peut  recevoir,  et  il  n'y 
a  qu'un  nombre  fini  de  solutions  :  x  croît  quand  j^  décroît,  ce 
qui  exige  que  a  et  b  aient  mêmes  signes.  Il  pourrait  même  se 
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&ire  que  ces  limites  s'excluassent  mutueUement ,  et  la  qviestiçMa 
•serait  impossible  en  nombres  entiers  et  positifs.  Dans  le  i*"^ 
exemple,  p.  ï8o,  on  a  «  <  ^^  et  >  ^ ;  ainsi  il  n'y  a  aucune 
solution  positive. 

Voici  encore  diverses  applications  de  cette  théorie  ; 

Partager  1 1 7  en  deux  parties,  dont  l'une  soit  unmultiple  àei^ 

117  ""  IQX 

et  l'autre  de  7  ;  on  a  igar-^  1?^=  ^^^7  î  d'où  jr=  -— 1 — .     -^  j 

o  ""•  5x       5  Cl  '  x^ 
iojoc  — r-, —  ou  -^ — f^esi  un  nombre  entier.  Faisons  jtsb  i , 

7    ^'  7 

d'où  jr==:i^^  puis  jc  =  i  —  71  et  ^  =  14  +  19'. 

Si  l'on  veut  que  les  parties  de  1 1 7  soient  positives ,  il  faut  en 
outr^  qu'on  ait  i  —  7«  >o  et  i4+  19*  >  o;  d'où  f  <  f  et 
>  —  7^.  Oh  né  peut  alors  satisfaire  au  problème  que  d'une 
ioanière;  <  a=:  o  donne  orr^  i  et  jrssi  i4  ;  de  sorte  que  19  et 
g8  sont  les  parties  demandées. 

Payer  2000  fr.  en  vases  de  deux  espèces ,  les  uns  à  9  fr. ,  les 

autresà  1 3  fr.  On  trouve  90:+ 1 37"= 2000;  d'où  x= ^; 

il  faut  rendre  — — —\  ou     "^       =  un  nombre  entier  :  ainsi 
^  9  9 

yrzz^'^^f  d'où  X3=?228;  puis  enfin 

j:=:=228 — i3ty    J'  =  — 4  +  9^' 

Les  valeurs  négatives  de  j^*  indiquent  combien  on  reçoit  de 
vases  de  1^  2*  espèce,  en  échange  de  ceux  de  la  i'*^  pour  ac- 
quitter 2000  fr.  dus«  Mais  si  l'on  veut  que  xetjr  soient  posi-n 
tifs,  il  faut  que  l'on  ait  228  —  i3i  >  o  et  —  44-  91  >  o; 
d'où  <<[i8et>>o.  Eu  faisant  <=:=! ,  2,  3.  •. .  17,  on  a,  pour 
les  17  solutions  de  la  question,  a::=2i5,  202,  189.*..  7;  ' 
y=5,  14,  23....  149.  Ainsi,  on  peut  donner  2i5  vases  k 
9fr.,  et  5  à  i3  fr.  ;  ou,  etc. 

Un  négociant  a  changé  des  roubles  estimés  4  f^t*  contre  des 
ducats  de  9  fr.  -,  il  a  donné  i5.fr.  en  sus  ;  on  demande  combien 
de  sortes  de  marchés,  il  a  pu  faire.  On  a  gjrssz/ia:  -f-  i,5;  d-ou? 


r  —  3 
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or  — 15 
xs=2i_ j  ainsi 

Lorsqu'on  Teut  qufe  x  etjr  spijent  positifs,  les  limites  de  |  coïn- 
cident, et  Ton  a  <^  — -I  ;  faisant  1=0,  i,  2, .  •  •  on  a  un  nombre 
infini  de  solutions  renferme'es  dans  les  séries  J?  ^  3,  i  a,  21 ... , 
'  J'=3y  7,  1 1 . . .;  on  a  donc  pu  changer  3  roubles  contre  3  du- 
cats, ou  12  roubles  contre  7  ducats,  ou  etc. . 

L'équ.  62:-—  127- =7  ne  peut  être  résolue  en  nombres  en<- 
tiers,  parce  que  7  n'a  pas  le  facteur  6,  commun  à  6  et  12. 

Il  en  est  évidemment  de  même  pour  20:  +  3^*= —  i  o ,  quand 
X  etjr  doivent  être  positifs  :  au  reste ,  le  calcul  le  prouve ,  puis- 
qu'il donne  a:  =  3/  —  5  et  j^=  —  2^;  et  les  limites  t  >  |  et 
<^  o  sont  incompatibles. 


n 


Partager  en  deux  la  fraction   -^,    dont  le  dénominateur 

d=zabf  est  le  produit  de  deux  nombres  a  et  b  premiers  entre 

eux:  pour  cela  on  fera  -.=t+ -j  et  Ton  devra  résoudre  en 
*^  .    a      0      a 

nombres  entiers  l'équation  ax'\'bjr:^n. 

Ainsi,  pour  ff-,  comme  77  =  11  X  7>  on  a  iia:4-^^=58, 

d'où  a:  =  7^  —  3,^=i3  —  ii<;  il  y  a  un  nombre  infini  de 

solutions,  quand  y^<  doit  être  la  di£férence  des  deux  fractions 

cherchées  ;  mais  si  yf  en'  est  la  somme ,  il  n'y  a  qu'une  solution 

qui  répond  àl=i;ona|y  =  f  +  -rr' 

Faire  5o  s.  avec  des  pièces  de  2  s.  et  de  18  d.  Soient  x  le 
nombre  des  pièces  de  2  s. ,  eijr  celui  des  pièces  de  |  s.  ;  on  a 
2ar-J-|j'=5o,  ou4^  -|-  3/  =  100;  on  en  tire  a:  =  i  —  3^ 
ctj^=32-|-4^J  ^^  faisant  <  =  o,  —  i,  — 2,  jusqu'à -^8,  on 
a  X  )3B  1 ,  4  9  7  •  •  •  9  «^  =  3^  9  ^3  9  24 . . .  Si  l'on  prenait  aussi  les 
valeurs  négatives  de  x  ou  de^^  aloris  les  pièces  de  2  s.  seraient 
données  en  échange  de  celles  de  18  d. ,  de  manière  à  produire 
5o  s.  de  différence. 

123.  La  même  méthode  s'applique  lorsqu'il  y  a  3,  4*  •  •  • 
inconnues  et  autant  d'équ.  moins  une.  £n  voici  divers  exemples. 

Quel  est  le  nombre  iVqui,  divisé  par  5  et  par  7,  donne  4 
«t  2  pour  restes  j  c'est-à-dire  qui  rend  entjières  les  quantités 


r 
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— ^-^€t ?  Désignons  par  xetjr  les  quotiens  respectifs  ; 

nous  aurons  ZV=5a:-f-4,  iV=i^  +  2;  d'où  j^ — 5ar=:2; 
on  rifsout  cette  équation  par  les  moyens  indiqués ,  et  Ton  a 
x=  :]t+  i  et  j'-  =  5/  + 1 ,  ce  qui  donne  iV=  35/  +  g.  Le 
nombre  demandé  est  l'un  de  ceux-ci  ;  g,  44»  79v  ^^  sertiit 
parvenu  plus  aisément  au  résultat ,  en  remarquant  que  iV=  4 
rend  visiblement  la  i'*  fraction  un  nombre  entier,  et  que  tous 
les  nombres  qui  jouissent  de  cette  propriété  sont  compris  dans 
2V=:4  +  ^^9  ™ftî'  o^  ^c  doit  prendre  pour  v  que  les  valeurs 

iV—  2         Sf+Î 

qui  rendent  aussi  entière  la  quantité ou ;  on  voit 

de  suite  que  ('s:  i ,  et  plus  généralement  1^=  i  +  7'»  donc, 
en  substituant,  N=  g  +  35^ 

En  comptant  les  feuillets  d'un  livre  7  37,  il  en  reste  i  ; 
10  à  10 ,  il  en  reste  6;  enfin  3  à  3 ,  il  ne  reste  rien  ;  combien 
le  livre  a-t-il  de  feuillets?  On  suppose  que  ce  nombre  N  est 
entre  100  et  3oo.  Il  s'agit  de  trouver  pour  iV  un  nombre  qui 

rende  entières  les  fractions  ,   et  —,  La  dernière 

7  10  3 

donne  iV=  3z  :  les  deux  autres  deviennent  ,  ; 

7        '        lO 

celle-ci  exige  que  2=24*  ^^^^  ainsi,  en  substituant,  l'autre 

D  "4*  301^  5  *"f**  Si' 

se  change  en — ,  ou  4*' H ;  donc  i'=  i  +  7<> 

7  7    .    . 

d'où  «=±=12  +  70/;  et  enfin,  A''=36+2io/.  Par  conséquent , 

si  l'on  fait  /=o,  i ,  2, . . .  on  trouve  iV"=36,  246,  456. . . . 

Le  livre  a  246  feuillets. 

Trouver  un  nombre  N  qui ,  divisé  par  2 ,  3  et  5 ,  donne  i ,  2 

et  3  pour  restes.  On  trouve 

JV==3o<  +  23;  ainsi,  iV=23,  53,  83,  n3,.... 

rx  1  1  ..  1  .  .      .      I2IJf'— 4* 

On  propose  de  rendre  entières  les  trois  quantités  — y-^? — , 
^— r^= —  ^,^     — S •  ^^^^*  comment  on  simplifiera  les  calculs^, 
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Comme  5o4  =;  2^ .  3* .  7 , .  35  =  7 . 5,  16  =  a*,  on  décompose 
les  trois  frs^ctions  en 

,i2iar— 4'    Ï2IX — 4*    ï2i^ — 4^^    9^+ï    9>r4-'    ii(j:— i) 
2^       '         3»       *         7  7     '      5    *        2*      ' 

a: — I      4^  —  5     2X+ 1     2X+ 1     4^-4*1     ;r  — I, 

°"-8-'  T"'  ""t"'  ~T~'  ~^~'  ~^T 

< 

4»  «xtrayant  les  entiers.  On  supprime  la  3^  inaction  qui  est  la 
même  que  la  quatrième  >  et  la  i**  qui  est  comprise  dans  la 
dernière,  car  x*~*- 1  ne  peut  être  divisible  par  16»  sans  l'être 
aussi  par  8.  11  reste  donc  à  rendre  entières  les  quantite's 

4^  ""5      2a: +1       4^+'       ar— I 


■^••^^^■•■^■■^^ 


|6  .' 


9               7               ^ 
la  !*•  donne  x=:=—  i  +9t,  ce  qui  change  la  2*  en * 

^u  ^^ •,•  ainsi  1  =  a  4-  7^^,  et  x  :=  1 7  +  63/.  La  3«  devient 

?^î:ilO,d'oùr==:--2  +  5/'^et:r  =  -io9  +  3i5^ 

la  4*  donne 71 — ,  d*où  «*  =  lo  4- 16«;  et  enfin ,  quel  que 

$oit /l'entier  z,  ar=3.o4i  +5o4o  z. 

Lorsqu'on  n'a  qu'une  équ.  et  trois  inconnues ,  on  opère  ainsi 
qu'il  suit.  Soit  5a:  ?4-  87*  +  7«  =  5o.  En  faisant  5o  — -  7^= m  , 
on  a  5x-f*8;^  =  ^>  d'où  l'on  tire ,  par  notre  méthode,  en  re-« 
gardant  u  comme  donné,  xz=z^t — 3tt  et  j'?=2u«-*5/;  re^^ 

mettant  5o  —  7Z  pour  u ,  il  vient 

a:  =  2iz4-8/ — i5o,     j-=ioo-«-i42  — 5/. 
^  et  <  sont  des  nombres  entiers  quelconques. 
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III.    DES   PUISSANCES,    DES   RAGIHES   ET   DES   £qUATK)MS 
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Des  Puissances  et  .Racines  des  Monômes. 

124.  La  règle  (p.  81)  simplifie  Télévation  aux  puissances,  en 
évitant  k  mniltiplkaiion  réitérée;  car  soît  proposé  d'élever  a  à 
la  puissance  m  =  n  +/>;  on  a  û"»=û«  x  «'',  de  sorte  qu'aprè» 
avoir  formé  a"  et  a/* ,  le  produit  donnera  a"*.  De  même  on  pourra 
décomposer  m  en  trois  parties  n-f-p-4*?>  d'où  a^  ==  a*X  oF  X  û^, 
comme  n*  96,  etc 

125.  Il  suit  des  règles  de  la  multiplication  (n^gS),  quc/?owr 
élever  un  monôme  à  une  puissance  ^  il  faut  multiplier  F  ex^ 
posant  de  chaque  lettre  par  le  degré  de  la  puissance.  Ainsi , 

On  tire  encore  de  là  un  moyen  facile  de  former  certaines 
puissances  des  nombres:  car  a"*,  lorsque  m^^np,  revient  à 
a!^=: {a^y.  Si  m-=inpq. . . . ,  on  fera  la  puissance  n  de  a  ,  la 
puissance /7  de  a",  la  puissance  q  de  a"^. ...  De  même  pour  Tex* 
traction  des  racines  :  ainsi,  comme  12  =  3.2.2,  on  trouvera 

la 

V/53i44ï  ^°  prenant  la  racine  carrée,  qui  est  72g;  puis  celle 
de  72g  qui  est  27  ;  puis  enfin  la  racine  cubique  de  27  qui  est 

35=a.|/53i44i.  (/V- û'^Co.) 

Réciproquement ,  pour  extraire  la  racine  m*  d*un  monôme, 
on  extraira  celle  de  chaque  facteur  j  cette  racine  se  trousse 
en  diinsant  chaque  exposant  par  m.  En  effet ,  pour  que  à^b^; 

soit  \/  (cfib^)t  il  suffit  que  a^é',  élevé  au  cube,  reproduise  a^b^  ; 
or,  c'est  ce  qui  a  lieu  d'après  la  règle  qui  précède ,  si  l'on  a  di- 
visé les  exposans  par  3. 

/./     fi.  I.      ^/ni^a^'bK       3a'b 


y 


I 
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Lorsque  le  degré  de  la  racine  est  pair,  on  doit  affecter  cette 
racine  du  signe  d:-  v/9  =  ^3.  Cela  vient  de, ce  qu'algé- 
briquement parlant ,  pour  qu'un  nombre  m  soit  racine  de  g, 
il  suflSit  que  m'  =  9 ,  ce  qui  a  lieu ,  que  m  ait  le  signe  +  ou  — 
fp.  157).  Si  le  degré  de  la  racine  est  impair,  le  signe  de  la  puis- 
sance eçt  le  même  que  celui  de  la  racine  : 

V'— 27=— 3,   ï/+243=+3. 

126.  Les  expressions  radicales  éprouvent  souvent  des  simpli- 
fications. Ainsi 

v'43a=a.  y54=3.  v^iôrse.  ^2;     y'(iVf>)=:îv'iVî 

s 

y/  (^)=  7  V'C'^rf')  ;     v^(3««-6-*  +3i.)  -  (a  -  6  )  v^. 

3  3  3 

4  4  4  4 

y/x^y—a  V'x'r+ft  v'xV'=(i— «+*)  \/x^X\  ¥^75— 4  v'3  =  V3; 


MM  M 


127.  Nous  avons  vu  ci-dessus  que  pour  extraire  la  racine 

d'un  produit  y  il  faut  extraire  celle  de  chacun  des  facteurs  ; 

or,  cela  est  vrai  même  lorsque  les  extractions  ne  se  peuvent  faire 

3  33^ 

exactement  ;  par  exemple,   \/(a*^)  =  V/o*  X  V^y  Puisque  le 

cube  de  cette  dernière  quantité  se  forme  visiblepient  en  éle- 
vant chaque  facteur,  ce  qui  donne  a^b.  En  général ,  de  ce  que 
la  racine  d'une  quantité  est  le  produit  des  racines  de  chacun 

mm  m 

de  ses  facteurs  (i25),  il  suit  que  j/a  x  l/^==  V/(û^)«  Donc, 
pour  multiplier  ou  fi^viser  deux  quantités  affectées  du  fnema 
raçiical,  il  faut  faire  le  produit  ou  le  quotient  de  ces  quan- 
tités, et  l'affecter  de  ce  radical.  Par  exemple, 

V/6x\/8=  v/48=4V/3; 

r/6  I  "  "    " r— 4 

—ï--^  =s=  -;   V/5a;>^X  V/20ûx=J/iooaj:y  > 
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n  n 


V/ii  l/ii  1        "  ,  . 


n 


1/«JP 


n 


=v/â'V^^*^^'''*^' 


{l/'a+i/by  —  a  +  b  +  ii^/ab; 

Ett  supprimant  le  radical,  (v/à"ft'")'=a"6'", 

ia8.  Gomme  il  n'y  a  pas  de  nombre  qui,  multiplié  par  lui- 
même ,  puisse  donner  un  résultat  négatif  —  m,  ^-^m  repré- 
sente une  opération  impossible  :  c'est  ce  qui  lui  a  fait  donner 
le  nom  d'Imaginaire;  V^m  est  appelée  Réelle.  Nous  aurons  par 
la  suite  (n®  iSg,  i°.)  occasion  de. remarquer  que  ces  symboles, 
quoique  yides  de  sens,  n'en  sont  pas  moins  importans  à  consi^ 
dérer.  Ajouter^  multiplier. ...  de  semblables  symboles,  sont  des 
opérations  dont  il  est  difficile  de  se  rendre  raison  ;  cependant  on 
conrient  de  faire  ces  calculs  sur  les  imaginaires,  comme  si  elles 
étaient  de  véritables  quantités,  en  les  assujettissant  aux  mêmes 
règles;  nous  en  reconnaîtrons  l'utilité  par  la  suite. 

La  règle  n^  127  doit  éprouver  quelques  modifications;  ainsi 
^/—  û  X  i^  —  û>  n'étant  autre  chose  que  le  carré  de  j/— c, 
est  visiblement  —  ^1  :  or,  la  règle  ci-dessus  semblerait  donner 
pour  produit  ^-f"  ^*  ^^  ^«  Mais  observons  que  ^a^  est  ±:  a  ; 
l'incertitude  du  signe ,  en  général ,  n'a  lieu  que  lorsqu'on  ignore 
si  a^  provient  du  carré  de  -f-  a,  ou  de  celui  de  —a;  or,  c'est 
ce  qui  ne  peut  exister  ici ,  et  l'on  a—- â  pour  produit,  à  l'exclu- 
sion de  -|-  a. 

Concluons  de  là  que  J/— û  X  l/ —  «  =  —  «. 

De  même  \/ — a  X  V'—  b  revient  à 
y/a.  i/— I  X  \/b.  i/— I,  ou—  \/{ab). 

On  verra  qiie  i/— a  a  pour  puissances  1*,  2*,  3*,  4*»  •  •  •  > 

{/ — a»  — a, — «V/— a, 4- «*,-}-«' |/ — a, — «^,  etc 

Celles  dé—  v/  — ï»sont— ^,  +^1/  — n,  a*,  —  a'V^— a.. . 
Le  carré  de  i  -|-  |/  —  i  se  réduit  à  !X\/—  i.   Le  cube  de 


l 


X" 
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Le  produit 

(a:+a+^\/— i)  X  (x+a— *V^— i)  est  =  (a:+û)'+^% 
quantité  /î^c//e  (n**  97,  m.). 

129.  Il  suit  de  la  règle  (127)  que  pour  élever  à  unepuis-^ 
sance  un  monôme  déjà  affecté  et  un  radical  ^  il  faut  éUs^er  à 
cette  puissance  chaque  facteur  sous  le  radical,  Aiusi  le  cube 
de  \/{3a*b)  est  4/(2 7^^*^  ;  celui  de  v/a  est  4/8  =  21/2. 

Cencluons  de  là  que  lorsqu'on  veut  extraire  une  racine  d'un 
monôme  déjà  affecté  d'un  radical ,  il  faut,  s'il  se  peut,  extraire 
la  racine  de  la  quantité  radicale  ;  ou ,  dans  le  cas  contraire ,  mul- 
tiplier l'indice  du  radical  par  le  degré  de  la  racine  à  extraire. 

Ainsi  la  racine  cubique  de  V/a^  est  ya^j  ^/(^/û")  ==  v/a"J 

\/i/{a^bi)=\/ab\ 

i3o.  On  peut  donc,  sans  changer  la  valeur  d'une  quantité 
radicale ,  multiplier  ou  diviser  par  un  même  nombre  les  expo^ 
sans  et  Vindice  du.  radical,  puisque  c'est  d'une  part  élever  à  la 
puissance ,  et  de  l'autre  extraire  la  racine; 

\/a=\/a%  1/^3=  v/ «9,   \/{Za^b^)=zf^{^b% 

Par  là ,  il  devient  facile  de  multiplier  et  diviser  les  quantités 
affectées  de  radicaux  différens  ;  car  il  suffit  de  les  réduire  à 
être  de  même  degré  ;  on  multipliera  pour  cela  les  exposans  et 
l'indice  du  radical  par  un  même  nombre  qu'on  choisira  con- 
venablement, comme  pour  la  réduction  des  fractions  au  même 
dénominateur  (38).  Par  exemple, 


M« 


Va       ^ 


m» 


a    j  s  ^  c     /jr ad      /s'^z^ 
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Des  Exposons  négatifs  et  fractionnaires . 

i3i.  Nous  avons  démontre  que  le  quotient  de  — esta"***, 

en  supposant  que  m  soit  ^  n\  sans  cela^  m — n  serait  un  nom- 
bre négatif  y  tel  que  <— />;  et  comme  on  ignore  encore  le  sens  .  ^ 
qu'on  doit  attacher  à  a""'',  on  ne  pourrait  multiplier  a^f  par  «•  ; 
ainsi  on  ne  saurait  prouver  que  a*  X  a"*~"  doit  reproduire  a"*. 
Mais  remarquons  que  l'expression  a"^  n'a  aucun  sens  par 
elle-même ,  puisqu'on  ne  peut  y  attacher  l'idée  propre  aux 

exposans  (12).  On  est  donc  le  maître  de  désigner  —  par  â~~P, 

ainsi  que  nous  le  ferons  dorénavant.  D'après  cela,  dans  tous 

a"*  * 

''les  cas,  on  pourra  dire  que  —  =3  a"»"";  car  la.  chose  est  dé- 
montrée, si  m  ^  n,  et  elle  résulte 4e  notre  hypothèse ,  lorsque 
m<^nj  puisqu'en  divisant  les  deux  termes  par  a"*,  on  a 

fl"*  I 

L'Algèbre  apprend  à  trouver  des  formules  qui,  parleur  gé- 
néralité, conviennent  à  toutes  les  valeurs  numériques  qu'on 
^eut  imposer  aux  lettres  :  on  doit  donc  regarder  comme  un 
grand  avantage  de  n'avoir  pas  besoin  de  distinguer ,  dans  une 
expression  algébrique ,  qui  renferme  des  quantités  de  la  forme 

—^  tous  les  cas  qui  peuvent  résulter  des  suppositions  de  m  > 


^m 


ou  "^  /i  ;  on  mettra  a"*~*  au  lieuse  — ,  et  la  formule  sera  vraie 

dans  toutes  les  hypothèses  (comme  au  n®  108). 

Il  faut  aussi  avoir  égard  au  cas  de  m=7i;  alors  â"*""  de- 
vient o^,  symbole  tout  aussi  insignifiant  par  lui-même  que 
a'^^.  Nous  conviendrons  donc  de  faire  a^=  i  ^  puisque  alors 

^  ==  !•  ^J expression  a**  est  un  sjrmbole  équivalent  à  Vunité. 

Ainsi,  lorsque  nous* rencontrerons  dans  une  formule  cf*  ^t 
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^^  ^  ces  expressions  seront  faciles  à  comprendre ,  en  exa- 
minant leur  origine  :  â^  et  a'^^  n'ont  pu  provenir  que  d'une 

division  — ,  dans  laquelle  on  avait  m=zn  dans  le  premier  cas  y 

et  7i=:s  m  +p  dans  le  second.  D'après  cette  convention ,  onpeui 
faire  passer  un  facteur  du  dénominateur  au  numérateur,  en 
donnant  à  son  exposant  un  signe  négatif  :  ainsi 

^  =  **  =  (p+y)«=0j==,  , 


(^^')-^=(4'      ^=""'' 


û-ft» 


=  a^b'^c'^^d^f 


(^d^  '    f      ''  c 

Voilà  donc  les  puissances  nulles  et  négatives  introduites  dans 
le  calcul ,  par  une  suite  de  principes  qui  ne  souffrent  aucune 
difficulté.  Venons-en  aux  puissances  fractionnaires. 

i32.  La  règle  donnée  pour  l'extraction  des  racines  des  mo* 

m  n 

nomes,  prouve  que  (/a^rrra*";  mais  il  faut  pour  cela  que  n 
soit  un  multiple  de  m^  car  on  tomberait  sur  un  exposant  frac-^ 
tionnaire,  dont  la  nature  est  encore  ignorée^  et  on  ne  pourrait 

n 

démontrer  qu'en  rendant  a^  m  fois  facteur,  le  produit  serait  a*/ 
On  est  donc  ici  dans  le  même  cas  que  pour  les  exposans  néga-^ 


n 


tifs,  et  il  est  visible  que  a*"  n'ayant  aucun  sens  par  soi*niéme, 


m 


on  peut  lui  fairp  désigner  V^a";  par  là  les  formules  pourront 
convenir  à  tous  les  cas ,  que  n  soit  ou  non  multiple  de  tn;  ce  qui 
est  conforme  au  génie  de  l'Algèbre. 

Donc,  lorsque  nous  rencontrerons  a^  dans  une  formule,  il    . 
sera  facile  d'en  avoir  une  idée  nette,  en  observant  que  cette  ex* 
pression  n'a  pu  provenir  que  de  ce  qu'on  a  voulu  extraire  la  ra-- 
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tii(€  m'  de  a».  La  ri^le  donnée  pour  faire  cette  extraction  est 
dt>nc  générale  dans  tous  les.  cas. 

Ainsi  i/(3a)=  (3a)  %  i/(x*— j*)=:(x*— ^)", 


m      n  m 


i33.  iffù^Pf  a^sont'les  expressions  de  convention  attribuées 

aux  valeurs  t,  --  etj/a».  Malso,-r-pet  -^^  ne  doivent  point 

être  regardées  ici  comme  de  véritables  exposans,  dans  le  sens 
attaché  à  cette  dénomination ,  quoique  ces  quantités  occupent 
la  place  réservée  aux  exposans.  Ce  serait  donc  abuser  des  ter- 
mes que  de  se  croire  autorisé  à  dire  ^  sans  démonstration ,  que 
a'*X^*=A"'*'"9  quand  m  et  n  ne  sont  pas  tous  deux  entiers  et 
positifs.  Il  en  est  de  même  de  la  division ,  de  l'élévation  aUx 
puissances  et  de  l'extraction  des  racines.  Démontrons  donc  que 
ces  symboles  suivent  les  mêmes  règles  que  les  vrais  expôsatts 
entiers  et  positifs  ^  qu'on  a,  quels  que  soient  m  et  n, 


a»  :  û»±=  «"-»,  (a«)P  =  «•?,  V^tt"*=  a^. 
I.  S'il  s'agit  d'exposans  négatifs  :  on  a  (m,  n  tXp  étant  positifs) 

^  I        a" 

l^tf»X«r-•=:a■•x  — =  -r  =  « 

On  voit  de  même  que  a'""'  X  «":•==  tf^"* 

^•.  -^  =  a"»  ;  ~  =  «*  X  a'sssa"-*"». 
«n»  a* 

De  même  on  trouve  que  —^ = a""-»^  et  que  — ;;  =  à"**^  ; 


— » 


^•<'^)'«(?>=^,-«-^' 


m 


4».C^«-.^^=i  = 


T.  I.  ij 


> 


j 


\ 
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II.  Pojvr  les  expoMots  fy^tii^Bmifes^  on  peut  d'^abiirdfiA 
multiplier  les  <ieux  termes  par  «m  même  iidalwe  p;   e^ 


n 


'P 


np 


(n®  i3o)  a""  =v/û'*=sîytf»P «=«"**.  On  peut  donc  réduire  fta 
même  dénominateur  les  exposans  des  quantités  qu'on  veut  mul- 
tiplier ou  diviser  entre  elles.  ^ 

^  Ç_  m  m  m  "— P 

i".  Soit  «"•  X  a'^ss^V^^"  X  \/a^==  x/a*-^  =  a  »  ; 


_  i,  H!»  m 


2».  a"  :  tf-^zs  v/a"  :  ^aF^=:\/a''-P  =  a 


m 


'.  (^y= 


p     ^         "P      "»  "»p  " 


4^.   v/tf*  =*bV  W^)  =  i/  «*= a^''. 

Kenuirquons  en  outre  que  ces  calculs  relatifs  à  l'exposant  frac- 
tionnaire permettent  de  le  supposer  aussi  négatif. 

111.  Prenons  le  cas  des  exposans  irrationnels ,  et  soit  par 
^x.  <i^'  X  ^^\  désignons  par  z  et  /  les  valeurs  approchées  de 
ces  exposans ,  ou z  =  V^a  +  ^,  z'  =  |/ 3 -f-  ^>  heih'  étant  des 
.^rreuV3^  qu'on  peut  diininuer  à  volonté ,  en  poussant  plus  loin 
l'approximation.  Oc,  si  l'on  se  contente  des  valeurs  appro^ 
chées  z  et  z',,  le  produit  ne  sera  lui-même  qu'approché  :  et  en 
désignant  paj:  4l  l'erreur  ,qui  en  xés^ultera^  erreur  qu'on  peut 
CBeodnejauAsi  pelM:^  qv'on  f^oudi^,  on  aura  exactement 

mais  plus  h  et  h'  seront  petits,  {Aus  a^^'  approchera  de  i  ;  ainsi 
on  peut  donner  à  ce  2*  membre  la  forme  tfVA*i^3  ^  /jg*^  jg  ^^ 
croissant  indéfiniment  ^veç  ,« ,  A  ^t  h'.  ,É|;alant  les  termes 
constans  (i  i3i)  i  on  trouve  a^""  X  a*^^  =  aK*"*V3,  On  prouve- 
rait de  même  que  jes  exposans  irrationnudU  !$fmt  ^p<uw^  W9^ 
mêmes  règles  que  les  entiers ,  dans  la  division  et  l'extraction  : 
c'est  d'ailleurs  une  consç'quence  de  £e  «qui  viflcit  ^^^  idé- 
montré. 

lY.  Quant  aux  exposans  imaginaires,  d'après  leur  définition 
(128),  les  règles  relatives  aux  quantités  «"ée^es  s'appliquent 


/ 


r 
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â^k»  qni  ioat  imaginaireB  lorsqu'on  reut  le.  livrer  au  calcul 
i«.«I«e  ceMe^ne  çoient  que  de.  être,  de  raison  ,•  ainsi  il  nW 
a  heu  à  aucune  démonstration.  ^  ' 

On  Mlit.  quelquefois  les  calculs  par  ces  principes;  par 

"T^^Vr"  ^""^^  V'^'*^  par  v/a'A',  on  écrira '. . . . 

ÎW  nf'^'  '  **  ''^**'"*"*  ***  exposans  au  même  dénominateur, 

Les  polynômes  qui  contiennent  des  exposans  négalifc  ou  frac, 
tionnèire^  sont  soumis  aux  règles  ordinaires ,  et  il  convient d'ac^ 
qiuinf  liîjwrcicc  de  ces  calculs.  La  division  suivante  indique  la 
manche  à  observer. 

,,  —   ^        ^^  ^^  ^   3«*-4k/-i-2a-«A 

!«'  reste  —  Sa*  v^-i-  4«i-2o4-a2a-«ft  V-  i-f6a-.*» 

3*  peste,  Q 

Observez  que  le  quotient  peut  admettre  des  exposans  négatifs 
poiir  a,  et  ç^fçfd^t  être  ex^ct;  or,  si  la  division  se  fait  exac- 
tement ,  il  est  cUir  que  la  somme  des  moindres  exposans  de  a 
d^tis  le  quotient  et  le  diviseur,  doit  donner  le  moindre  dans  le 
dividende.  Ainsi,  retranchez  les  plus  petits  exposans  de  a  dans 
ce^  deux  premi^jr^i  polynômes,  et  vous  aurez  le  plus  petit  dans 
le  qwotieut ,  «i  la  division  se  fait  exactement.  On  est  donc  assuré 
S[»'o«  a'ést  pas  d^ns  ce  c«s,  lorsque  le  quotient  est  poussé  jus- 
qu'à nn  exposant  moiadre  que  cette  différence. 

Des  r4ncines  carrées  et  cuhiques  des  Polynômes. 

134.    i\  Tout  nombre  composé  de   n  chifires  est  entre 
10*  et  io«""^;  son  carré  est  donc  compris  entre  lo*»  et  10*»-* 
qui  sont  les  plus  petits  nombres  de  2«+  i  et  a/z  —  i  chiffres- 
donc  le  c^rré  a  an  pu  271—  \  chiffres,  ainsi  qu'on  l'a  dit  (62)! 

i3.. 


^ 


,     196  ALGÈBBE.  ' 

2®.  Soient  a  eta+i  deux  nombres  consécutifs;  leurs carrëii 
a^  et  a^-^na  +  i  diffèrent  entre  eux  de  aa-f-i  ;  ce  qui  est  ^ 
d'accord  avec  ce  qu'on  sait  (n?  66 ,  4°')-  ^ 

Goinnie  2â  +  i  représente  tous  les  nombres  impairs,  t>n  voit 
que  tout^  nombre  impair  est  la  différence  des  carrés  de  ses  deux 
moitiés  inégales  et  en  itères  y  7  ^  =r  89*—  38* ,  37=1 9*—  1 8* ,  et  c . 
Bu  reste  nous  prouverons  en  traitant  des  équ.  indéterminées 
du  2'  degré,  que  lorsqu'un  nombre  impair  n'est  pas  pre- 
mier, il  y  a  plusieurs  manières  de  faire  cette  décomposition. 
Ainsi,  27=14*— 13^=6»— 3*;  io5==53*— Ô2*;=i9*— 16» 

—  i3>_8»=ii»— 4*. 

3°.  Si  ^*  est  le  plus  grand  carré  contenu  dans  A^^  h  et  ^+1  sont 
approchés  de  ^N  à  moins  d'une^unité  ;  r  étant  le  reste  entier 
que  donne  k ,  ou  iV^=  **+r,  comme  (^  +  i)* = *•  +  ^  +  J ,  en 
retranchant  ces  équ.  on  a 

or  si  r  >  A-,  on  a  \/N^k  +^,  et  Ar-j-i  est  plus  voisin  que  k 
de  \/N)  c'est  le  contraire  quand  r^k.  Ainsi  selon  que  le  reste 
r  est  ^  ou  ^  la  racine  entière  ^  ^  on  prendra  k  -^i  ovik  pour 
Taleur  approchée  de  \/N. 

4^.  Lorsqu'on  a  poussé  le  calcul  de  l'extraction  jusqu'à  con- 
naître plus  de  la  moitié  des  chiffres  de  la  racine,  les  autres  se 
.trouvent  par  une  simple  division,  ce  qui  abrège  surtout  les 
calculs  d'approximation. 

En  effet,  soit  N  le  nombre  dont  on  cherche  la  racine  tt+x^ 
a  étant  la  partie  déjà  calculée  par  le  procédé  ordinaire,  et  x 
celle  qui  est  inconnue  et  doit  compléter  la  racine^  l/iV=a-f  x. 
,  Bien  entendu  que  pour  donner  aux  chiffres  de  a  leur  valeur 
propre,  on  a  dû  ajouter  à  la  droite  n  zéros,  c'est-à-dire  au- 
tant que  :r  a  de  chiffrés,  autant  qu'il  reste  de  tranches  de  A' à 
descendre  près  des  restes  successifs.  A^=:  a*  +  v^.ax+x*  donne 

7\^ a*  x^         R 

sac  jr-l =  — ^  R  étant  le  reste  N'^a*  qu'a  donn< 

2a  2fl        2a  ^ 

a^  près  duquel  on  a  descendu  tontes  les  tranches  de  deux 

chiffi^  non  encoi*e  employées.  Gela  posé  x  étant  composé  de 
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à  chiffres  y  a?*  en  a  aa  plus  2/1 ,  tandis  que,  par  hypothèse ,  a 
çn  a  au  moins  n  +  i ,  lesqueU  sont  suivis  de  n  ze'ros  ;  on  voit 

que  a  sera  >  a:%  et  par  conséquent  — <^;  on  aura  donc  . 

*= — — —  9  iorsquon  ne  voudra  que  la  partie  entière  dç 

V*^;  ce  qui  arrive  toujours,  puisque  dans  les  approximations, 
et  même  pour  les  racines  des  fractions ,  les  nombres  doivent 
être  préparés  de  manière  à  ce  que  l'extraction  ne  porte  que 
sur  des  parties  entières  (n®  66,  1*^.), 

On  divisera  donc  iV— a*,  ou  le  reste  de  l'opération  qui  a. 
servi  à  trouver  a,  par  le  double  de  a\  et  pour  cela ,  on  regar- 
dera la  partie  connue  a  de  la  racine  comme  des  unités  simples 
(en  omettant  les  n  zéros  qui  devraient  être  mis  à  sa  droite),  et 
l'on  supprimera  aussi  n  chiffres  à  la  droite  de  N, 

Ainsi ,  pour  ^3 .  37 .  67 ,  98 . 1 7,  les  trois  1*^"  tranches  donnent 
d'abord  i83  pour  racine,  et  278  pour  reste  :  si  donc  on  divise 
27898  par  2  fois  i83,  ou  366,  on  aura  76  pour  les  deux  ai^tres 
chiffres  de  la  racine,  qui  est  18376. 

De  même,  ^2  =  i  ,4(4^9  ^n  i^e  poussant  l'approximation 
(n*64)  qu'aux  loooo"  :  pour  trouver  4  autres  décimales,  comme 
le  reste  est  3836,  on  divisera  3836oooo  par  2  X  i4'4^  ^^ 
28284  •  ^^  quotient  est  i356;  donc,  etc.  On  trouve 

y/2  =  1,414^*35623732,     y/3  =  1,7320508076, 

]35.  Soit  proposé  d'extraire  la  racine  de 

représentons  ce  polynôme  par  X,  If ous  dirons ,  pour  abréger,  . 
que  le  terme  où  la  lettre  a  porte  le  plus  haut  exposant ,  est  le 
plus  grande  Soient  x  le  plus  grand  terme  de  la  racine  cher- 
chée, jr  la  somme  des  autres  termes;  d'où  (n®  97,  i**), 
Jir=  («+j^)*î=a;*  +  2ay^  +J*'*  »  ^'  est  visiblement  le  plus 
grand  terme  du  carré  X ,  ainsi  x^  =  ga* ,  ou  a:  =  3û*  pour 
i**  terme  de  la  racine,  et  X  =  g^i*  +6a*j-  +  ^*.  Olantcfai, 
des  deux  membres ,  il  vient 

—  1 7,a?b  +  34a«é»  — .  ^oab^  +  25^  ^  f=  &ay  +  'j\ 
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y  est  en  général  ud  polynôme^  aussi  bien  que  My\  or^  ^ 
n'ayant  que  des  termes  où  l'exposant  de  a  est  moindre  que  %^ 
il  est  clair  que  le  plus  grand  terme  de  (6a*  +7*  )  X  J"  est  le 
produit  de  6d'  par  le  plus  grand  terme  de  y  \  ainsi  ce  dernier 
sera  le  quotient  de — iic^h^  di^visé  par  6a*,  double  de  la  racine 
trouvée.'  Il  en  résulte  que  —  "xah  est  le  n^  terme  de  la  racine. 
Pour  achever  le  calcul ,  faisons  3fl*  —  2«é ,  ou  ar  -**  7,ab  =x  x\ 
et  désignons  par  y  les  autres  termes  de  la  racine.  On  a 
X==y*-(*ajry+y*;  ôtons  *'*  de  part  et  d'autre;  a:'"  se 
compose  de  j:%  déjà  ôté»  pais  de  -^  ax  X  2a6  -^i^aafr)*,  ou 
r—  ^ah  {^x — %ab)>  Si  donc  on  écrit  le  2*  terme  —  lïjùb  de  la 
racine,  à  côté  de  6a*,  double  du  i"',  et  si  Ton  multiplie  par 
—206,  en  retranchant  le  produit  du  reste  ci- dessus,  on  aura 

3oa*^*  —  2oa*' •+■  25i*  =  2j/y  4-y  *. 

Si  y  est  un  polynôme,  il  est  aisé  d^  voir  que  le  plus  grand 
terme  3oa''6''  est  celui  de  2â/y ,  c'est-à-dire  est  le  produit  du 
plus  grand  terme  de  %3!  par  celui  dey.  Si  donc  on  divise  3oa*&* 
par  6a*,  le  quotient  5^^  sera  le  3*  terme  de  la  racine. 

Faisons  3a*  —  2a^  +  5^'  ou  a:'  +  5ô*  =  a:",  et  désignons 
par  y"  la  somme  des  autres  termes  de  la  racine  :  on  aura 
X— i**=2ar'y +y'";  or,  pour  retrancher  j:"*  de  JC,  comme 
on  a  déjà  ôté  x'^  il  faut,  du  dernier  reste  3oa*&* — 2oai»^-{-256^, 
ôter  encore  2x'.5é*+  (5i*)*,  ou  56'(2j:' -}- 56*).  On  écrira 
donc-f-  56*  à  côté  du  double  6a*  —  l^ab  des  deux  i*'*  termes 
de  la  racine ,  et  l'on  multipliera  par  le  3*  terme  56*  ;  enfin ,  on 
retratichera  le  produit  du  2*  reste.  Gomme  ce  produit  et  ce 
reste  sont  égaux ,  on  a  X—  x"^  =  o ,  d'oùy  =  o  et  3?"=  ^Xs-. 
Ainsi  la  racine  demandée  est  3a^  —  2a6  -}-  S^^* 

Voici  le  type. du  calcul. 

-9«* 


i"  reste, —iaa*fc-f-34«***—aoa63-f.a5J4     ^      ^6a»— aaAjx— 2tf& 

a«  reste,               -#-3oa*&*— aoa6i-f.25**      f       6a«— 4»*  4»    5&» 
3«  reste '. ^ "o  \  >^h  » 

On  voit  €pL  après  avoir  ordonné ,  il  faut  prendre  la  racine  du 
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t«*  tehne,  et  eotUiAuer  VopércUè&n  comme  pour  Vextraetion 
mmérique  (n*^  6a) .  Les  exemples  soi  vans  moiitreiif  qtie  la  mèikie 

marche  de  calculs  donne  la  racinç  lorsqu'il  y  a  des  imaginaires 

ou  des  exposans  n^atifs  ou  fractionnaires. 

—9^^ \ 

l«if  reste^^i2a^  v" — i — aa*(a-^3 ^— a)-!-/}^ y'a — 2/  (6a« — aax/'-i)  x  — aa %/ — i 
.  -hiatf*V-*i-4-4<**  i  A     '  .  'M.  1..  Ml  ..1.  •  ■■u.,i.  < 

agreste,                            ^W-î»+4«V2— af -.^  ._. 
3<^ reste o'  V  X-hv^^îs 


1 1 1 1 'Il    t 


j 


*  1  /  - 


i*»"  reste— iaai»H-Qi&+i2—i8«-'i*H-0«-»<   (4«— 3*')  3<  —3* 

I    *^  1  ■  '*  ^*  '  ■  " 

agreste,                               la— i8«-'*'-f-9«"*  \  ^"^^''"' 
3*  reste o 


X» — a*  /       a: — ^a^x"^ — gfl^j:~^- 


— or' 


(2X jû'X-OX— ï«'^"' 


i*' reste,— a«  \      20:— û^x-'—fa^a;-^ 

1^  reste ,      — \a^x^^ 


'3*  reste ,  — |a«x-4  etc. 

Ce  dernier  exeniple  montre  comment  on  doit  se  conduire 
^WjTsque  l'extraction  ne  peut  se  faire  exactement,  ce  qu'on  re- 
ibnnait  quand  on  trouve  quelque  terme  de  la  racine  où  a  porte 
un  exposant  moindre  que  la  moitié  de  son  plus  faible  exposant 
dans  le  carré.  Du  reste ,  on  a  ici 

à"  a*  a^ 

i/(x--«'):=*---gp---^-etc. 

i36.  Le  cube  de  x+j*  est  x3+3x*j'+3x^»+^3  (n*> 97,  II) , 
il  sera  facile  d'appliquer  les  principes  précëdens  à  la  rechercha 
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de  la  racine  cubique  d'un  polynôme.  Nous  nous  borneronisà. 
Tezemple  suivant  : 

8a*  —  ySa^b*  -f-  5/ia*b*  •»  376^  (        na*  —  S&>  racine. 
— 8a« 


laai  ^  i8a*&>  -f«  964 


i«rr«ste^  —  36a4&>  4.  54a*i4  _  *^h^  i  x— 3»^ 
a*  reste o 

Après  EToir  ordonné^  cherché  la  racine  3*  du  i**^  terme  8a% 
qui  est  2a',  et  retranché  Sefij  on  a  un  i*'  reste.  On  en  divise 
le  1"  terme  — 36a*ft*  par  laa*,  triple  du  carré  de  2a*;  le 
quotient  —  36^  est  le  2*  terme  de  la  racine.  Près  de  12/1^,  on 
écrira  -^  iSa^b^  +  9^^,  ou  le  triple  du  produit  de  •—  36'  par  le 
i**^  terme  2a',  et  le  carré  de  — '  36'  ;  on  multipliera  ce  trinôme 
par— 36'y  et  Ton  retranchera  le  produit  du  1^*  reste.  Le  résultat 
étant  zéro ,  on  a  de  suite  2a'  —  36'  pour  racine  cubique  exacte  : 
s*il  y  avait  un  second  reste,  on  opérerait  de  même  sur  ce  reste. 
Nous  ne  dirons  rien  ici  des  racines  4^9  5*. . . 

Équations  du  second  degré. 

137.  En  passant  tous  les  termes  dans  le  i*'  membre,  réduisa^nt 
en  un  seul  tous  ceux  qui  contiennent  soit  x^  soit  :ç',  et  opérant 
de  même  sur  tous  les  termes  connus,  l'équr  du  2*  degré  prendi 
la  forme  Ax^  -f-  Bx  +  d = o ,  et  faisant 

B  C 

on  a  *        ^'+/?x+S^=o. . . .  (i), 

équation  qui  peut  représenter  toutes  celles  ^u  second  degré  à 
une  inconnue,  et  dans  laquelle  j?  et  q  sont  des  nombres  connus 
positifs  ou  négatifs. 

Divisons  a:'-f-/^^+  9  par  r  — a,  a  étant  un  nombre  quel- 
conque, il  viendra  le  quotient  x-^a  -|-^,  et  le  reste  a^-j-pa+q. 
Ce  reste  est  ou  n'est  pas  nul ,  selon  que  a  est  ou  n'est  pas  racine 
deFéqu.  proposée  (  on  nomme  râci/ie^  les  valeurs  qui  satisfont 
^  cette  équ.,  parce  qu'on  les  obtient  par  une  extraction).  Donc , 


r 


i 
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I0ut  nombre  a  qui  est  racine  d^une  équation  du  second  degré  ^ 
dôme  un  diviseur  binante  (x— a)  du  premier  membre  de  cette 
éjuation ,  laquelle  prend  alors  la  forme 

(ar  —  a)(x  +  a+^)  =  o. 

Or,  on  demande  toutes  les  valeurs  propres  à  rendre  ce  produit 
nul  ;  ainsi  a:= —  a  — p  jouit  aussi  bien  de  cette  propriété  que 
a?  ssa.  Donc ,  i  •  toute  équation  du  second  degré  qui  a  une  racine 
a  ^  en  admet  encore  une  seconde  =:  ~- (a  -|-  p). 

2^.  Cette  équation  ne  peut  avoir  que  deux  racines  :  cette  pro- 
position sera  démontrée  plus,  tard. 

3^.  Les  deux  racines  étant  -f-  a  et  —  (a+p)  y  leur  somme 
est  —  /!,  et  leur  produit  est  —  (a*  -^  ap)  ^  q ^  à  cause  de 
â'+z^a  4*  ^=  oy  donc,  le  coefficient  p  du  second  terme  en 
signe  contraire  est  la  somme  de  deux  racines,  et  le  terme  connu 
q  en  est  le  produit.  Par  exemple ,  pour  x^ — 8x+iS  =  o, 
jr=  $  est  une  racine,  ainsi  qu'on  le  reconnaît  en  substituant; 
on  trouve  que  le  premier  membre  est  divisible  par  x  —  5  ;  le 
quotient  est  x — 3  ;  les  deux  racines  sont^  3  et  5,  dont  la  somme 
est  8 ,  et  le  produit  i5.       .  « 

4^.  Il  est  facile  de  former  une  équation  du  second  degré  dont 
les  racines  ^  et  /  soient  données  ;  on  en  fera  la  somme  ^  +  /,  et 
le  produit  kl  y  et  l'on  aura  ar*  —  (^+0  ^  +  ^/=  o.  On  pourra 
encore  former  le  produit  {x — k){x — /).  Par. exemple,  si  5  et 
—  7  sont  les  racines ,  on  multiplie  x —  5  par  x  -f-  7  ;  ou  bien  on 
prend  5 — 7== — 2;  5x  — 7=»— 35  et  changeant  le  signe 
de  la  somme ,  x^+tjc  —  35= o  est  Téqu.  cherchée. 

S*.  Résoudre  Téqu.  (1)  revient  à  chercher  deux  nombres 
dont— /7  soit  la  somme  et  -f-  ^  1^  produit. 

6^.  Il  peut  arriver  que  les  racines  ^  et  /  soient  égales  ;  alors 
les  facteurs  «  —  A  et  a?  — /étant  égaux,  j:*  +/>x  +  q  est  le 
carré  de  l'un  de  ces  facteurs. 

1 38.  Pour  résoudre  l'équ.  (i),  remarquons  que  si  st^^^px+q 
était  un  carré,  en  extrayant  la  racine,  on  n'aurait  plus  qu'une 
équ.  du  1**  degré;  comparons  ce  trinôme  à  (x  +  n)'  ou 
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x*^!Men^ti^}M€st  arlntràivtf  >  aiiosff  faisons  irzcs  ^p,  pow^^pM 
k»  deux  i^^*  tcfime»  «ncnt  égliia  dd  part  et'  d'aiiiro. 

Donc,  8f  n%  ou |/?%  Mtn^u^e  =a y, «'  +p«4*Ç «»*  1© «»"•  ^ 
x+i/>  ;  ce  trinôme  n*est  un  carré  que  quand  ^p*=  q.  En  rempla 

^çantp  et  j^  par -2-  et  ~,  <5n  trouve  que  pour  que  Ax*  +  Bx +C 

âefii  un  câtfé,  il  foui  qttôn  ait  entre  les  côeffîczert:^  ta  rtktiiân 

Dtois  te  Cas  où  ip^i^qj  la  ptoposéiô  wvieùt  â  (ar  +  |p>*î=ro, 
et  les  deux  racines  sont  égales  à  — 3/?. 

Mais  si  cette  condition  n'a  pas  lieu ,  ajoutons  ^p^  —«  ^  aux 
deux  membres  de  l'équ.  (1) ,  il  viendra 

x'+px  +  lp\=(x  +  ^,pyx^ip'-q, 
à'oik  xsi^lp±\/{\p^^q)....{'^y 

Nons  avons  donné  (n*  lâS)  la  raison  du  signe  rb.  ÀitUBÎ»  la  t;a-* 
leur  de  x  est  formée  de  la  moitié  du  coefficient  du  a'  terme  en 
sign^  contraire,  plus  ou  moins  ta  racine  du  carré  de  cette  maitié^  ' 
ajouté  au  terme  connu  passé  dans  le  2^  membre.  Dans  chaque 
exemple  on  aura  de  suite  la  racine ,  sans  s'astreindre  à  refaire 
les  ealculs  ptécédens  sur  le  trinôme  proposé. 

« 

Pour  x^ — 8a:  +  1 5  ==  o ,  on  trouve 

jvaBs4±  V^  (16  — 16)  =4db  I ,  c'est-à-dire  x  =  5  ct=  3. 
De  même  x^-^ax  ^=z  35  donne 

jrs=«4-izh  v^(35-^i)^-«  I  d:6,     oua?ac5ct=Ei-»-7. 

1 39.  Le  résultat  (2)  offre  plusieurs  cas.  Faisons,pour  abréger, 
jp*  —  qz=zm^  d'où  jr  =  J/?* — m;  ce  qui  change x^+/7^+^ 

en  x'''\-px+\p^'-^my     ou     (ar+^z?)* — m; 

c'est  la  quantité  qu'on  veut  rendre  nulle  par  la  substitation  de 
certains  nombres  pour  x, 

1®.  Si  m  est  négajUf}  comme  \p^  est  toujours  positif,  ce  cas 

.  n'arrive  que  si  q  est  positif  dans  le  premier  membre  de  la 

proposée  (i) ,  et  ^  ^p"^.  Mais  alors  la  proposée  revient  à. . . , 
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(j?  -^^^/x}'  -t-m:â=o  ;  on  ^eut  donc  fen4rtt  mille  la  MHttne  de 
deux  quanti  te's  positives  ^  problème  TÎftbleMtcnt  aksufde  s  et 
céstmeon^  trente  ëiotn^^n-**'  \p  ±:v^-mim  ,  lesynaè«ttf  (/— «iTty 
ftèfcffdeen  lui-même ,  sertira  >  dlsiioguer  ceeaâ<  Doùf^yhprô^ 
Uèmà  est  (jbêurde  lorsque.les  rtmnxâ  sont  intagittoire» ,  c'est^ 
â-dire  qimndq  est  positif  dans  te  i**"  membre  àe  Véqu,  (i)-,  el 
que  q  surpasse  le  carré  de  la  moitié  du  coefficient  p  du  2*  terme. 

Cependant  nous  dirons  encore ,  dans  ce  cas,  que  la  proposée 

à  deta  racines ,  parce  qu*en  âs^tjettîssaiit  ces  vâleufs 

r:t±  — |/?ihy  — 7^,  aux  lîaétnes  calculs  qué  si  elles  étaient 
réelles,  c'est-à-dire  les  substituant  pour  j:  dans  la  proposée , 
elles  7  satisfont;  nous  ne  donnons  ceci  que  comi»e  on  Caiît  al- 
gébrique. Cest  ainsi  que  les  valeurs  négatives ,  quoique  vides 
de  seâ»  en  elks^mémes  ^  peuvent  servir  de  solutipn  à  «ne  éqwi- 
tien  (n^  107)  sans  convenir  au  problème,  à  moins  qu'on  n'y 
fsisse  quelque  modification. 

2®.  Si  m  est  nul,  ce  qui^  exige  que  q  soit  =  ^  /?*  et  positif 
dans  le  i*"^  membre  de  la  proposée  (i),  alors  x^+px-^-q  re- 
vient au  carré  de  x  +  ^/?,  et  les  racines  sont  égales;  c'est  le 
pass&ge  des  racines  imaginaires  aux  réelles. 

3®.  Simestposittff  q  doit  être  négatif  dans  le  1"  membre, 
à  moins  que  q  ne  soit  positif,  et  <  jp*  ;  dans  ce  cas  (n®  97,  III.) 

Tels  sont  les  facteurs  du  i**^  membre  de  la  proposée  (i)  ;  les  ra- 
cines sont — \p+ \/m  et  —  |/? — i/^9  dont  la  somme  est  — /?, 
et  le  produit  |/î'  —  m  ou  y. 

4*.  Si  m  est  un  carré,  les  deux  racines  sont  rationnelle». 

ô".  Si  les  racines  sont  réelles  et  de  même  signe,  il  fâiîrt  que 
\  p  l'emporte  sut  le  radical ,  qui  a  le  signe  db  ;  ainsi  ip^t/m 
«>u|jP*;>^/)*-^j,  ou  enfin  y>.o.  Ainsi,  quand  j  est  négatif , 
les  racines  ont  des  signes  contraires ,  et  lorsque  gr'est  positif 
(  et  <  ip*) ,  leur  signe  est  le  même ,  mais  opposé  à  celui  de  p. 

Voj,  n°  108,  a^.  pour  l'iateiqfMrétttion  d£s  racines  négatives. 

Ço.  Si  ^  =  o ,  sans  recourir  à  la  formule  (2) ,  on  a 

:ç*-j-/7a:  =  J?(:i:-f-p)  =  o,     doù   «=?o   et  x  =  — p* 
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réelle  oa  imaginaire ,  selon  le  signe  de  q. 

&*.  Quand  la  proposée  a  la  forme  jix^  +  Bx  -{-  C  s=s  o ,  le 
1*'  terme  ayant  un  coefficient  A ,,  nous  avons  dit  qu'on  le  dU^ 
gage  y  en  divisant  tout  par  ji;  mais  on  peut  aussi  rendre  et 
i^  terme  un  carré,  en  multipliant  Téqu.  par  4^  :  on  a 

4^'a:»  +%ABx  +  J^ACzs:  o  ; 

on  compare,  comme  ci-dessus,  au  carré  de  t^Ax  -f-  ^t»  on  voit 
qu'il  faut  preddre  ;i = ^,  et  ajouter  B""  pour  compléter  le  carré  ; 
donc 

C'est  ainsi  qu'on  trouve ,  en  résolvant  par  rapport  à  j*  Téqu. 

Ar  »  -#-  Ba;r  +  Cr  ■  +  Pj^  -#-  JBx,  +  F  =  o , 
—  fijc  — Dd:vt(B»— 4AC)«»+a(Bi)— îii4JS)x-f.D«  — 4AFj 


jrzsi 


nA 


9«.  On  a  Ax^  +  Bx  +  C=A  [(x+^py-'^m']^  méts,nt 
négatif,  nul  ou  positif ,  suivant  que  les  racines  sont  imagi- 
naires, égales  ou  réelles.  Dans  les  deux  i*"  cas,  quelque  valeur 
qu'on  substitue  pour  Xj  le  multiplicateur  de  A  étant  positif^  le 
produit,  ou  Ax^  +  Bx  -+-  C,  doit  avoir  le  même  signe  que  A. . 
Mais  si  m  est  positif,  soient  aet  b  les  racines  réelles,  on  a 

Ax^  +  Bx  +  C=iA  (x—  a)  (op  —  *) , 

et  l'on  voit  que  si  Ton  donne  à  x  des  valeurs  plus  grandes  oa 
moindres  que  a  et  6 ,  le  signe  du  résultat  sera  le  même  que 
celui  de  A;  mais  il  sera  di£férent  si  x  est  compris  entre  a  et  b. 
Le  trinôme ,  qui  conservait  ci-dessus  le  même  signe  pour  toutes 
les  valeurs  de  Xj  change  donc  maintenant  deux  fois  de  signe, 
lorsqu'on  fait  passer  x  d'un  état  compris  entre  a  et  6 ,  à  un 
autre  qui  soit  ou  ^  ou  ^  a  et  6. 

On  pourra  s'exercer  sur  les  exemples  suivans 

i^'cas.    Qx* — iaur+8=;:o...  j:=|±:H/ — i, 
3*.  •..     9«*— ia:c4-4=o...  x=j. 
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igar*— 1 2jr+3=o. . .  *=|±f ,  ou  a?=i ,  et  ar=J , 
^—    ^— a=o...  ap=^±:|,ouar=2,eta:=— I, 
5*. . .  •       *••—  5a:^ — 6. ...  x=s3 ,.  et  x=2> 

jt  i  *' —  9  =<> J?=3,  et  a:=— 3. 

.        t  *'+  9  =o aî=rt3v/— •!. 

1 4o.  I.  Trouver  un  nombre':r  tel,  qu'en  ôtant  2  de  son  carré 
le  teste  soit  i .  On  a  ar"  —  ^  =  ï,  d'où x  =dn/  3. 

II.  Partager  a  en  deuk  parties  telles ,  que  m  fois  la  i", 
HtaltipUée  par  n  fois  la  2",  donne  le  produit  p.  On  a 


tnx» 


n(ù"^x)=p,  d'où  a:=±iitHb«/^i «•  —  -£. Y 


Si  l'on  veut  partager  a  en  deux  parties ,  dont  le  produit /?  soit 
donné ,  il  faut  faire  m  =  n  =  i.  €omme  les  racines  sont  ima- 
ginaires lorsque  p^jà^^  on  voit  que  le  produit  ne  peut  surpas« 
ser  le  carré  de  la  moitié  de  a^  c.-à-d.  que  le  carré  de  1  à  est  le 
plus  grand  produit  possible  qu'on  puisse  former  avec  leis  deux 
parties  de  a  (n?  97,  III.). 

III.  Étant  donnés  le  produit/?  de  deux  poids  et  leur  diffé- 
rence,  trouver  chacun  d'eux?  Ona.  xj^:spj  x^^jrssd;  d'où 

x=      id±V(i^+P) 
et  j^=  —  id±\/(id^+p). 

lY .  Trouver  deux  nombres  tels,  que  leur  somme  a,  et  celle  b 
de  leurs  cubes  soient  données.  De  ar  +  j-  =  a,  a:'  +J"'  =  ^> 
on  tire  a^-^-  3a*x  4-  3aj:^  =sbf  et  faisant  6  s  a/*,  00  a 

et  ^  =  La-|/(^/_JjûO. 

V.  Quel  est  le  nombre  doht  n  fois  la  puissance /?  est  ^le  if 
m  fois  la  puissance/? +2?  x  =  d=|/(n!m). 

Ml.  Plusieurs  personnes  sont  tenues  de  payer  les  frais  d'un 
procès,  montant  à  800  fr.  ;  mais  trois  sont  insolvables,  et  les 
autres,  suppléant  à  leur  défaut,  sont  contraintes  de  donner 
chacune  60  fr.  outre  leur  part  ;  on  demande  le  nombre  x  des 


•  o  •••    •  •     ^    • 


É 


so6 


Sofï 


Soo 


payans.  On  a   '       ^=: — ^^ 60,    d'où    x'  +  3a:  *=  4o  et 

a::^ — l±i\/(^^  +  ^^)s^^^^^ll;  ajasi,  il  y  avati  5  payais, 
au  lieu  de  8.  Il  e$t  aksé  d'ii^terpreter  là  xacme  négative  -r-?  8. 

VU.  On  a  deux  pointe  lumineux  ^  et  ^  (fig.  i),  distam 
entre  eux  de  AB  =7  a  $  l'ÎBtenâiite'  de  la  lunûèfe  répandue  par  ^ 
^  ^  ^oçU^Ue  de  ^  ;  pu  demai^d^  le  li/eù  Z7  qui  reçoit  la  même 
clarté'  de  partit  4'«utre  ^  lE^bant  qu#  la  l^q^i^r^  t|rao^gi4$^  par 

Soient  «  eC  fi  l^s  inteiisjitts  d^s  lu^iièrâs-iqué  conkBuniqueiit 


«   <t 


les  foyers -^  et  i?  ^  la  distaof^  J  ;  -j  7,  -. . . .  seront  cellçs  que 

149  ^ 

reçoit  le  point  D  lorsqu'il  s'écarte  de  ^  à  la  distance.  1,2,3. . .  ; 

If 
Wm9  5  f^  iîrtlf  qui  wpwd  à  l'espace  ^^  i^s  ^j  ejt  comme 


BD;^,a^  >r,  1«  Jumj^r^  qufj  i5  trii^met  à  P  est 


/S 


(a — xy 


;  Qn 


adonc^=^— ^— 'd'où    J=(^y=;=i^,  en  poç^nt 
«  œiR^  ;  extrayant  le  racine ,  en  trouve  enfin 

En  général ,  on  doit  éviter  la  double  irrationnalité  des  deux 
terhies  d'imefraction  (n«65),  et  surtout  celledu  dénominateur. 
Ici,  on  a  multiplié  haut  et  bas  parV»q=  » ,  ce  qui  a  donné 
i^*^91y  ïïï)  po«r  dénominateur  m—  i ,  et  pour  numérateur 
a{/m{i/m±.  i).  On  en  dira  autant  <k5  cas  semblables. 

VIII.  Soit  donnée  «ne  fraction  |;  quel  est  le  nombre  x  qui, 

aJMt^,  ««k  aHaïuuératear  a,  soit  au  dénominateur  ô ,  donne 
deux  résultats  dont  le  4«f  soit  k  fois  le  «%  ou  ^ 

a^x         ka 
d,Q^c  ^  =  r-\{a':k-b)±.\^\/l{a—by+i^abk]. 


;:/■ 


l^/i99QUT». 


ao7 


IV.    DES    RÂ^PORt^. 


i  <      w 


Des  Proportions* 

i4i.  1%  VéquidifFéreixce  a.blc.dy  équivaut  à  a  —  ^=cr-  d; 

d'pù  a  -^  d7=€i  '^  b.  Si  ré€[ui4ifférçnce  est  continue^  on  a 

i  a.b.dj  d'où  iib:ç^a  +  d.  (  Fbjr.  n*  72.) 

a      c 
2^  Soit  la  pro{M>r£ion  a  :  A  :c  c:.if,0UT=ssjj;  or  a  oèfceét?, 

d'où  </=:  — •  Si  la  profiortion  est  contkiiiie H^lb  1  d^smai 

b=y/  {ad),  (^qy.  n*»  72. ) 

3*».  <i».^^ïx:m— ?»%  o«(a  +  è)  (tf-i-*)=rw«  (i — m), 

donne  la  proportion 


m 


a-^b 


De  même  1  —  af^=a  donne  — — =1- -^ 

I  i-fffl? 

4*.  Ajoutons  drw  aux  deux  membres  deT  =  -j;  il  vient 

— i —  =  -^^-T —  > «où  —HZ — j  ==  j»  "^^ »w=i ,    u,  .=:> 
(/^qr.n<>73.) 

5*».  Soient  rv^  35=?  >=•  •  •  un^e  swite  4e  raMWï^ts  égaux ,  de 

sorte  queT  =  î,  ou  a  =  ^y,  c  =  <fj^,e^/y. .  • 
En  ajoutaujl  touAes  Ji«9  <équialioi3kS  o»  a  <rt^  78,  î^.) 

I 

6*>.  Sia:  6  ::  c  :  d^  on  a 


d'où 


-    o    ,  •  o       -  •;* . 
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Des  Progressions  arithmétiques. 


142*  Soit  la  progression  ra.b.c,...i.k.îy  dotit  est  d  k 
taison ,  n  le  nombre  des  termes;  on  a  les  (n — i)  équ. 

en  aj outant ,  il  vient  l=i=a-\-d  (n —  1  ) ,  comme  (n®  85 ) . 

Cette  expression  de  la  valeur  du  n'^'"'  terme  de  la  progrès-* 
sion  est  ce  qu'on  nomme  le  terme  général;  il  représente  tour  à 
tour  tous  les  termes ,  en  faisant  n  =  i ,  2,  3 .  •  • 

Soit  s  le  terme  sommatoire  delà  progression,  c*est-à-dire 
la  somme  de  ses  n  premiers  termes;  Ton  a 

ou  *  =  a+(ii-f"^)  +  (''+2d). .,  -4-a  +  (n^— i)df, 

et  aussi  j=/4-(^ — d)  -{.(Z— a^/). .,  +  /— (n— ;i)irf, 

en  écrivant  le  2*  membre  en  sens  inverse.  Ajoutons  ces  équ.  ; 
comme  les  termes  correspondans  produisent  la  même  somme,  7,s 
.  est  visiblement  égal  à  a  -f-  Z  pris  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités 
dans  ny  ainsi,  s:=z\  n  (a«|-/).  On  remarquera  qu'en  général 
îa  somme  a  «f-  1  des  extrêmes  est  la  même  que  celle  de  deux! 
termes  qui  efi  sont  également  éloignés,  et  est  le  double  du  terme 
moyen  lorsque  le  nombre  des  termes  est  impaif. 

143*  Reprenons  ces  deux  équations 

lz=za  +  d(n—i)  ets=z^n(a  +  l) 

Nous  pourrons  en  tirer  deux  quelconques  des  cinq  quantités 
<t,  ly  df  n  et  Sj  connaissant  les  trois  autres. 

Voici  divers  problèmes  relatifs  à  cette  théorie. 

I.  Trouver  n^  connaissant  a^dets?  L'élimination  de  /  donne 
j  =  AU  +  Idn  (n  —  1  )  ;  d'où 

Par  exemple,  un  corps  qui  descend  du  repos  tombe  de 
4  mètres  et  -^  dans  la  i'*  seconde  de  sa  chute,  du  triple  dans 


.■I: 


«  • 


• 

•••    «  • 


\ 


/ 
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.  celle  qui  suit,  du  quintuple  dans  la  suivante....;  on  demande 
combien  il  mettra  de  secondes  à  parcourir  4oo  mètres.  iVoy.  mit 
Méc,  n*»  157.  )  La  progression  f  4,'9  +  4,9-3  +  4,9-5  +  . . . , 
donne  ^  =  400,  a  =  4999  ^==2a=9,8;  on  trouvé 

«  =  y/  ^=Ty^|^,  d'où'i^gVaet  fc=83«,  6  environ. 

II.  Combien  une  horloge  frappe-t-elle  de  coups  à  chaque 
tour  du  cadran?  Si  elle  ne  sonne  que  les  heures ,  on  a. . . 
I  +a +3  + . . .  +  12  ;  d'où  j=6  X  i3  =  78.  Si  elle  sonne  les 
demies,  on  a  2-4-3  +  4*  •  •  +  i3,  ettf=9o. 

.  III.  On  a  un  amas  de  boulets  de  canon  disposés  en  progres- 
sion par  différence,  et  composé  de  18  rangs  dçnt  chacun  con- 
tient 2  boulets  de  plus  que  le  précédent  ;  on  demande  combien 
il  y  en  a  dans  le  dernier  rang  et  dans  l'amas ,  sachant  que  le 
lang  supérieur  en  contient  3.  On  a  a=i3,n=i8,  df = 2  ;  et  Ton 
trouve  7=37,  *  =  36o. 

lY.  Entre  deux  nombres  donnés  a  et/,  insérer  m  moyens 
proportionnels  par  différence.  Gomme  m+2=:  n^  on  a 

.  /=«+^/(m  +  i)  ,d'où/f=: — — ,  coinme  (n<>85), 

•  m+i  ^  ' 

Des  Progressions  par  quotient. 

i44«  Soit  la  progression  t^  a\  b  \  c  l  d. . ,  i*  l,  la  raison 
étant  qy  on  a  les  n —  i  équatioïts 

b=aq,c=bq,  d  =  cq....l:=.iq; 

or,  en  les  multipliant  et  supprimant  les  facteurs  communs,  il 
vient  l=iaq*^\  comme  n®  86;  c'est  le  terme  général.  On  peut 
toujours  donner  à  une  progression  la  forme 

^alaq  :aq^:  aq^ :  aq'^"'  ; 

donc  les  puissances  entières  et  successives  4^'une  même  quantité 
f{sont  en prffgression  par  quotient.  11  en  est  de  même  de  toute 
série  de  termes  dont  les  exposans  sont  en  prQgression  pardiffé- 
T,  I.  14 


/ 


âio  algIbre. 

fence,  telle  que  bx^^àx^^^+bx^-^*^  4-. .  * .  Cettc-ei  tetibii 
à  la  1'*  #11  faisant  a:sabx^,  q^sx^. 

Ajoutant  nos  n  «r- 1  équations ,  il  vient 

{b+c+d..  ! .+l)=z{a+b  +  c,  .\  .  +i)q> 
Or  )  en  désignant  par  s  le  ierme  sommàtoire  »  on  a 

donc  ^— a=(*^— /)y,  ou  J= -2 . 

Si  la  progression  est  décroissante,  tout  ceci  est  é^lement 
vrai  ^  seulement  g<ii.  Mais  à  mesure  que  la  série  se  prolonge, 
la  somme  s  des  termes  que  Ton  considère  s'approche  de  plus  en 
plus  de  celle  S  de  la  progression  entière  :  soit  m  la  différence 
S  —  s,  qui  est  indéfiniment  décroissante;  déplus  le  dernier 
terme  /  devient  en  même  temps  aussi  petit  qu'on  veut ,  po-^ 
soDsCn"*  ii3}; 


,-- & 


,  d'où  5— «=—-—/«,  etS  = 


t—q  i^q  i—q 

On  a  donc  encore  comme  p.  189,  la  somme  totale  d^une  pro- 
gression infinie,  dont  le  I*'  termeest  a,etlaraison^<[i.Ilest 
visible  que  n^trç  raisQnii^meut  r^vi^nt  à  avoir  posé  /  =  o^ 
coinme  désignant  une  quantité  infiniment  petite. 

On  rapporte  qu'un  souverain  voulant  récompenser  Sessa, 
inventeur  du  jeu  des  échecs ,  lui  accorda  un  présent  que  sa 
générosité  trouvait  trop  modique  s  c'était  autaiit  de  grains  de 
blé  qu'il  y  a  d'unités  dans  la  somme  de  la  progression  double 
I  :  a  :  4  !  8  :  i6. .  •  (Rendue  jusqu'au  64^  teriu^  %  attendu  quiç 
Véçhiquier  a  64  cases*  Cherchons  quelle  eut  cette  s<wme.  Ou  a 
az=z  I,  j=a,  nss64s  d'où  /iï!i»a^^et  ^  =5» a**'^^  i.  Cette piû^- 
sance  a  été  calculée  p.  81 ,  et  l'on  trouve  que  ^  =  18  44^  774 
suivi  de  12  autres  chiffres.  Or,  un  kilogramme  de  blé  ordinaire 
contient  k  peu  près  26i5o  grains,  et  l'on  sait  qu'un  hectare 
ne  produit  guère  que  1750  kilogrammes  de  froment,  savoir 
45  76a  Soo  grains.  En  divisant  s  par  ce  nombre ,  on  trouver 
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agm  SaMn  demaadâil  k  pro^iiit  eu  blé  de  4^3  ndlfiards  d'bcfd- 
tir^  cnviroiK»  i!mt-k^4irû  8  Ibi9  la  surfaee  evtiire  du  globe  îGt^ 
rartre^  en  y  oompeiiatit  le»  «ers^  le$  hm^  les  désett^^  etc. 

Miriresftil  ité^oadvl»  tou^lds  pMiblimes  oA,  toniin.hèknt  troîi  des 
cinq  nombres  a,l,h,q  et  j>  on  demande  le»  detix  àutresr.  Un. 
'xeM^  lea  calculs  fu^U  Beuit  escécater  ne  sont  quelquefois  prati- 
cable» que  par  des  miAhodes  qui'  ne  Éont  exposées  que  dans  ce 
qui  fittiirra^  Par  ex.,  «>  n  et  ^  ëlant  donnés,  on  ne  peut  obtenir 
q  qu'en  ytfsolvaat  l'ëqu*  aq^'--^sq  +  s^sta^  cfui  eét  du  degré lï. 
Xidiisqns  rexpoaaat  n  est  reieottuu,  on  doit  recouiir  à  là  doc- 
tnne  des  1q|^«  b^  i^47  y^^^ 

<  •  »  ! 

Des  Logarithmes* 

145*  Faisons  varier  x  daus  l'éqo.  j^=  a',  et  observoitô  les  va- 
riations correspondantes  de  j^. 

1°.  Si  a  ^  I,  en  faisante;  ==•,  on  a  j'^r  i;  :szs>  i ,  donc 
j^=a.  A  mesure  que  :r  croîtra  depuis  o  jusqu'à  i  ;  et  de  U  4 
l'infini  ,^  croîtra  de  1  vers  a,  et  ensuite  à  l'infini  ;  de  sorte  que 
quand  a:  passe  par  toutes  les  valeurs  intermédiaires,  en  suivant 
la  loi  de  continuité,  jr  croit  aussi,  quoique  bien  plus  vapide* 
luent.  Si  Fon  prend  pour  x  des  valeurs  négativesy  ou  aj^ssa'^l 

ou  (n®  s3ï')yî==-^.  Ainsi,  plus  x  croît,  et  plus  cette  fraction 

jr  décroît  ;  de  sorte  qu'à  mesure  que  x  augmente  négutivemeut 
jr  décroît  de  i  vers  o  ;  ^  =  o  répond  à  x  infini. 

a^  Si  ii<  t ,  on  tetti  ar^-f^  ft'sera  >  i ,  et  Ton  aura  j-t=zj^, 

ouj*=  b*^  suivant  qu'on  prendra  x  positiC  ou  négatif.  Ou  ve^ 
tombé  donc  sur  le  même  cas  ^  avec  cette  différeuee  que  x  esX  po- 
sitif lorsque  j^  <  1 ,  et  négalif  pour  jr  >  i  ; 

3^  Si  a=:  I,  on  a^=  i  quel  que  spit  x. 

Pourvu  que  a  soit  autre  que  l'unité,  on  peut  donc  dire  qi^il 
y  a  kmjoàrs  une  valeur  pour  x  qui  rend  a*  égal  à  un  nombre 
donné  quelconque  y.  L'usage  perpétuel  qu'on  fait  des  belles  pro- 

14.. 


\ 
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pjriétés  de  Téquation  j*s=a^  exige  qu'on  ûre  des 
lions  à  ses  parties,  afin  d'éviter  les  circonlocutions.  Onnonnne' 
X  le  logarithme  du  nombre  y  ;  la  quantité  arbitraire  et  inva^ 
riable  a  est  la  base.  Donc /e  logarithme  d'un  nombre  est  t ex- 
posant de  la  puissance  à  laquelle  il  faut  éleifer  la  hase  pour 
produire  ce  nombre. 

Lorsqu'on  émt  xzz:.Log.jr,  pour  désigner  que  x  est  le  loga- 
rithme du  nombre  j^,  ou  que^  =  €^y  la  base  a  est  sous-en- 
tendue, parce  qu'une  fois  choisie,  elle  est  supposée  demeurer 
fixe.  Mais  si  on  la  change ,  on  doit  indiquer  la  nouvelle  base , 
c.-à*d.  dé  quel  sjsthme  de  logarithmes  il  s'agit.  Cest  ainsi  que 
lo'ssiooo,  2^=32  indiquent  que  3  est  le  logarithme  de  looo, 
et  que  5  est  celui  de  3a  ;  mais  la  base  est  lo  dans  le  i^  cas  ;  elle 
est  2  dans  le  second, 

1 46.  On  tire  de  là  plusieurs  conséquences. 

i*.  Dans  tout  système  dé  logarithmes,  celui  de  i  est  zéro,  et 
celui  de  la  base  a  est  un, 

a*.  Si  la  base  a.est'^  ij  les  logarithmes  des  nombres  >  i 
sont  positifs  y  les  autres  sont  négatifs.  Le  contraire  a  lieu  si 

a  <  I. 

3®.  La  base  étant  fixée ,  chaque  nombre  n'a  qu'un  seul  loga- 
rithme réel  ;  mais  ce  nombre  a  visiblement  un  log.  différent 
pour  chaque  valeur  de  la  base,  en  sorte  que  tout  nombre  aune 
infinité  de  logarithmes  réels ^  Par  ex.,  puisque 9H=:8i  ,3^;=78i 
2  et  4  sont  les  log.  du  même  nombre  81,  suivant  que  la  base 
est  9  ou  3. 

4*.  Les  nombres  négatifs' n'ont  point  de  logarithmes  réels, 
puisqu'en  parcourant  la  série  de  toutes  les  valeurs  de  x  depuis 
—  QD  jusqu'à  +00  9  on  ne  trouve  pour  j*  que  des  nombres  po- 
sitifs depuis  o  jusqu'à  -f>QO  . 

La  composition  d'une  table  de  log.  consiste  à  déterminer 
toutes  les  vtileurs  de  x  qui  répondent  à  j^  =  1 ,2,3 dans 

Téqu.  jr^ssa^  Si  l'on  suppose  û*  =  m ,  en  faisant 

3«i     4^      Sm.  . .   logarithmes. 


x  =  o 


2« 


opi  trouve^  =^  I     m^    /n*    m^     m^    /w*. . .   nombres; 
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les  log.,a:oi8flieiit.donc  en  progression  par  différence ,  tandis 
que  U»  nombres  croissent  en  progression  par  quotient;  oet  i 
sont  les  deux  i'"  termes  :  les  raisons  sont  les  nombres  arbi- 
traires «et  m.  On  peut  donc  regarder  les  systèmes  de  valeurs 
de  X  et  j-  qui  satisfont  Téqu.  jr = â*,  comme  classes  dans  ces 
deux  progressions,  ce  qui  met  d^accord  les  deux  définitions  que 
nous  avons  données  de&logi  (n***  8^  et  i4$).  • 

Le  signe  Log.  sera  dorénavant  employé  à  désigner  le  loga- 
rithme d'un  nombre  dans  un  système  indéterminé  ;  réservant 
le  signe  iog.  pour  les  log.  de  Briggs,  dont  la  base  est  lo. 

1 47*  Démontrons  par  Algèbre  les  propriétés  des  logarithmes. 

i*=*.  Soient  x  et  x'  les  log.  des  nombres j^  et^',  oaxz^Log.y, 
x:=!:Log.  y  ion  a  a'=jr,  a*'=y}  en  multipliant  et  divi- 
sant ces  deux  équ.  l'une  par  l'autre ,  on  obtient 

M a^s  il  suit  de  !)&  définition  que  les  exposans  x  Hh  x'  et  x  '^xt 
sont  les  log.  At  y^  tX"^,  ; 

donc  Log  jr  +  Log  f  =  Log  {yf)^ 

Logjr^Logy  =  Log(^,      ^ 

a*.  Si  l'on  élève  à  la  puissance  m  réqu.j^=rû*,  et  si  Ton  en 


extrait  la  racine  »n%  on  âj^  =  a**,  \/  y^sza"^  v  la  définition^ 
donne  mx  =  T^g  0^) ,  —  =  Log  \/y  ;  donc 

Logjr=^  m  Logjr,  Log  v^r = — ^  ; 

ces  résultats  sont  conformes  à  ce  qu'on  a  vu  (n*^  88). 

3®.  Pour  résoudre  l'équ.  0=0^,  dans  laquelleWet  a  sont» 
donnés  et  x  inconnu,  on  égale  les  log.  des  deux  membres  et 
I^on  en  tire  Log  o  ==  ;r  Log  a  ;  une  simple  division  donne  donc 

Log  c 
Log  a 


i 
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Oo  pèui  donc  tramer  ia  nuikur  de  Pexpevant  ri  dans  Véqtk: 

Log  l=:Loga+  (n—  1  )  Logg^  d'où 715?=; i  +  *    -w^ ^L, 

X^c^xmne  étant  ar  dans  réqu.^a*4"^^"*-f"^«*'*-  •=?; 

(H       C      \ 
-^  4— f  •+. -^. .  •  1  cet P,  «u  Ç^^*=î:P; 

log  * 
0«M  o*  :22s  ^,81  2  ei^  dépendant  de  Vineonnue  Xy  et  qtk'bn 

ait  »  r=?  y/;r »  4- 5^'*^  ^ . .  ;  cojpune  *;;==  r^--*^p.4^ 


K,  il  reste  àrésoudre  Téqu.  dttdegi'ém,K=^JC"*4-  ^^*^' •  •  • 
Soit,  par  ex;,4(^)**  -^«^Hcsg;  on€ntirc(^*-5jt+4)  logj=log|; 
donc  ar*— Sx  -f-4= — ^>  ^9'*«  ^*^  î^*  degr^  qui.donne  ar=?a, 

€?t=î. 

4^.  Soient  deux  nombres jr  et  j*  -f-T»;  ia  difTénncedeii  tog. 
pris  dans  un  même  système  quelconque  est 

quantité  qui  s'approche  de  L^  1,  ouxéro,  àmesHre  qqe  *- dé- 
croît, et  qui  est  d'autant  moindre  quejr  est  plus  grand:  donc 
tes  log,  de  deux  nombres  différent  moins  quand  ces  nombres  sont 
plus  grands  et  plus  poisins^  C'est  ce  qu'on  a  y^u  n^^i^  III. 
^  148.  Lorsqu'on  a  calculé  une  table  de  log.  dans  un  système 
dont  la  base  estVz ,  il  est  faeÛe  d'en  foirmer  on«  autre  dont  la 
base  soit  b-,  car  dans  l'équ.  ar^z=:jr\  x  est  le  log.  de^  dans  le 
système  qui  a  pour  base  a  :  or  prenons  les  log.  des  deux  nom- 
bres dans  le  système  ^;  nous  aurons  x  Log  a=  Log  y.  Ainsi 
pour  trouver  le  log.  de  j*  dans  le  a*  systèmie ,  il  faut  multiplier 
Xj  ou  le  log.  dej^  dans  le  i*^  système,  parïiOg  a  :  et  si  l'on  mul- 
tiplie par  Log  a  tous  les  log.  de  la  i'*'  table,  on  en  formera  ui>e 
liouyelle  pour  la  base  b.  Ce  facteur  constant  Log  a,  qui  traduit 
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aiosi  tous  les  log.  du  «ystème  a  datts  le  système  ^f  eit  «ppdé 
module  y  c'est  le  log.  de  la  première  base  a  calcule  dans  le  syS;* 
tème  à  ;  et  si  Ton  divise  Log  j*  par  x  ^  qtli  sont  les  togarîthmes 
d'un  même  nombre  quelconque  dans  les  deux  .systèmes,  le 
quotient  sera  le  module  Log  a  relatif  à  ces  systèmes,  et  par 
conséquent  sera  constant  pour  tous  les  nombres. 

Lorsqu'il  arrive  qu^on  troilve  moins  d'aVantage  à  prendre  la 
base  =  io,  qu'à  pféUttt  Un  autre  âryétètite,  il  est  doWie  aisé^ 
à  l'aide  d'une  seule  table  de  log.,  tels  que  ceux  df  Briggs ,.  de 
calculer  tout  autre  log.  dans  ce  nouveau  sysfème.Farex»,  le  log  |; 

dans  le  système  dont  la  base  est!,  est  7^^=  --^-s — ^       ■  : 
^  ''      Lag^      Lo§5^£agj 

la  base  est  ici  ce  qu'en  vient,  et  si  on  U  prend=5io,  tout  de- 

vient  connu,  et  1  on  a ^^    ^   .  =  i  ,2050470  pour  le  log. 

•A— 0^140120014  . 

çbercbe. 
PttreîHetttent  Log  f ,  dans  le  système  | ,  est  r^aa .  ^^p^ 

ott^i;  ce  qiii.eKt  d'ailleurs  <vid^Bt|^,^uisque  l'équ*  j-aank' 
■devient  ici  f  =  (|)*=(|)""*,  et  x  est  visiblement  — ;  i  •. 

i49*  Il  importe  de  s'exercer  à  l'usage  des  logarithmes  dans 
les  calcula  algébrique^  ;  voici  divers  eicemptes  : 

•    ^®-log  (a.J.c.iï.  ..)  =  log  a+log  6  +  Iog  c  +  ïog  <!.;., 
a<>.        log  {-Mp\  =  log  a  +  log  &  -f>log  c  —-  log  J  —  log  e> 
30.  log.(«r».&»,£F...)  =  m Idg  tf  -+-  n  log  5  ■+•  />  log  c, . . , 

— --  J=:mloga  +  nlogo  — f^logc, 
50.  log  (a»— x>)=  log[(a^x)X(«— *)]=Iog(«+^)+log(a— x), 

60.    logV(«!— *■)  =  -  log  («-*-«)-♦-- log(tf—x;, 

4  t  l5' 

70.     log    {a^yja^)  =  3  log  a  -f-  j  log  a=  -r-  log  a, 

8o.     log  ^(i.'ï^î^^cr-logC*— a:)+?log(««+«x  +  x»),  (p.  iSg). 
•  fi  fJ 

En  ajoutant  et  dtai&t  «r  du  trinôme ,  il  devient  (a  4'^)*  — *  ^^  ; 
si  l^on  pose  s''  =s  â:r ,  %  seitk  facile  k  trouver  par  kg.,  et  l'on 


\ 
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■  m 

Ce  calcul  résout  a^  —  x^  en  ses  facteurs  et  permet  T'emploi 
des  log. 

^.     ^(a»  4-  JT») ,  en  posant  ^ax = s*  ,  devient  V'  [(«  4-  J?)  ■  —  «*  ] , 
log  v/(a»-H«r«)  =  ^  [  log  (a  4- X  H- 5) -f  log  (a  +  X  —  «)  ]. 

II®.  Pour  insérer  m  moyens  par  quotient  entre  a  et  /,  il 
&ttt  fiûre  nssm^- sdans  Téqu.  l=:aq^''^  (n®  144)9  <l'où Ton 

tire  la  raison  q-=:  V^(-)>  et  log  ya=— 2 — -— — E-.  Les  divers. 

termesâ^yA^,...  ont  pour  log.,  loga  +  log7,logâ  +  2log  j... 
Ainsi,  pour  insérer  1 1  moyens  entre  i  et  a,  comme  ici  loga=o^ 
on  trouTe  log  9=7^  X  log.  2 =0 ,  oa5o858,  et  y = i  ^o5g4!S3f  1^ 
log.  des  termes  consécutifs  sont  a  log  9,  3  log  9... ,  et  la  pro- 
gression est  (c'est  la  génération  harmonique  de  Rameau) 

TT  I  :  1 ,059463  :  1 ,  122461  :  i ,  189207  : ...  :  i  ,887747  !  2. 

12®.  La  base  du  système  étant  a,  on  a  a^^^^=:  z  ;  car  d'aprèsi 
la  définition  des  log.  danS  l'équ.  o/ssz,  j*  est  le  iog.  de  z. 

De  même  a*  '°g  '  =«*««  ('*)=z*. 

■      ^ 

a 

i3*.  Soit  a:  l'inconnue  de  l'équ.  b     >«^ c»*.  y*— ;^>  on  en 

tire  r« j  log  6  =mx.  logc+  (a? — p)  log  /  :  il  reste  donc 

à  résoudre  l'équ.  du  2*  degré 

(mlogc+log/)x»— (nlog^+/ilog/)x4-«lc«*  =  o. 

1 40.  c-^-^a, ^— •  donne  x  =      H^-log^ 

m  loge  —  nlog^ 

i5®.  La  population  d'une  ville  s'accroît  chaque  année  de^^; 
combien  y  aura-t*il  d'iiabitans  au  bout  d'un  siècle^  le  nombre 


I 


\ 
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éiant  actuelkment  100006?  Faisons.  n=:  100  000;  au  bout 
d'an  au,  la  population  sera  n  +.  j^  n^n,  ^  =:n'.  Après  Tannée 
suivante,  /l' deviendra  de  même  n\  |^=  n  (|^)*. . .  On  trouve 
ainsi  qu'au  bout  de  100  ans^  le  nombre, 
des  habitanssera  î^g  3r  =  1,^9136169 

„(|.)."  =  x=.6548,4;  .oofoU...T!Î^âr 

Jog  n  =  5»oooooo 

comme  le  montre  le  calcul.  Si  Tàccrdis-  log  x  =  6,4114044 

sèment  annuel  de  la  population  est  d'un 
r*,  on  trouve  de  même  que  lé  nombre  primitif  n  des  habi tans  de- 
vient, après.^  années,  :r:?:â7t/-^\  On  peut  prendre  pour. 

inconnue  l'une  des  quantités  Xy  n,  r  ou  q^  les  autres  étant 
données;  et  l'on  trouve  <'  ~ 

loga:r=]o0ii-f^^[lQg(l+r)<^logr],  ]ogfir=logx^7[log(i-f-r)— logr], 
log  X  — log  n  /      .    'A       logar— logn 

Problèmes  dépendans  des  Proportions. 

i5o.  Rhgïe  ^intérêt.  Ce  qu'on  a  dit  n®  80,  prouve  que  le  ca-* 
pital  C  placé  à  i  pour  cent  par  an  ;  produit  en  j  jours,  l'intérêt 
simple 

00000  0000    o 

et  comme  j  peut  être. décomposé  ep  parties  aliquotes  ou  divi« 
seurs  de  6000,  et  i  en  diviseurs  de  6,  on  retrouve  le  procédé  de 
calcul  exposée  n^  80. 

-  Intérêt  ecfnposé.  Quand  chaque  année  oh  laisse  k  capital 
s'accroître  des  intérêts  échus,  voici  ce  qui  arrive.  Si  r  fr.  rap- 
portent I  fr.  après  un  mois  ou  un  an,  lé  capital  a  s'est  accru 

de  -,  et  est  devenu 

r 


,  ,«    '   /I  +r\ 


en  faisant  pour  abréger,  q  = =  i  +  - 
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Mai»  ce  nouveau  ca|Btal  a^  placé  dttraiiit  le  mois  ou  Fan  c^ui 
suit,  devient  de  même  a' q^  on  aq^.  Aiiksf,  on  a  sttccôssivement 
ùq^y  aq^y ...  et  après  t  foi»  l'unité  de  temps,  le  capital  ûctu-- 
mule  as^ec  les  intérêts  échus,  eàC 


=^.(i±-7. 


Cette  équ.  donnera  Tun  des  quatre  nombres  a,  e,  x  et  r  ou  q^ 
les  trois  autres  étant  connus.  Si  l'on  veut  que  l'intérêt  soit  sti- 
pulé à  t^ntxpour  cent,  on  fera  r/ =  loo  >  y  se  i  +  o^QH.X  '. 

Par  ex.,  un  homme  destine  une  somme  de  lo  ooo  fr.  à  payer 
un  bien  de  laoo^fe;;  iil  place  £k  cet  effet  soir  eapitOLli  Spoùr  eetlt 
par  an,  et  y  joint  chaque  année  les  intérêts  échus  :  on  demande  à 
quel  instant  son  but  sera  rempli;  on  a  t=5,  rq=p2q,2^|7,  puis 

laooosssiooooX^i^S  au6sss&x(^)% 

d'oùl'on  tire  lavaleui^  dé  l'exposante,  parlethéorémen**  i47»3^., 
savoir,  t=  3  ans  et  9  mois  environ. 

La  table  oi^joiiitesappoiie  qtt\itieai{àtal  drioo<^fl'.'est  placé 
à  4?  5  ou  6  p.  %  par  an  ;  que  l'intérêt  est  payé  par  semestre*, 
et  que  chaque  intérêt  est  immédiatement  joint  au  capital  pour 
devenir  productif  d'intérêt. 

On  y  voit  qu'une  somme  de  looofr.  à  5  p.  *>/•  ^'^^  9  produit 
1 996^,50  au  bout  de  i4  ans ,  en  cumulant  sans  cesse  les  intérêts 
semestriels. 

C'est  donc  la  méfde  chose  de  payer  actuellement  1000  fr.  ^ 
ou  de  donner  1996^,50  dans  i4  ans,  quand  le  taux  d'intérêt 
annuel  est  5  p.  7o  ^  celui  qui  est  0bligé  de  payer  i^6'^o  dans 
i4  ans ,  sans  intérêt,  peut  escompter,  ou  se  libérer,  en  paya^it 
de  ^uite  seulement  1000  fr. 

On  voit  aussi  que  le  capital  est  doublé  en  moins  de  14  ans 
et  demi ,  à  5  p.  Vo  l'^i)  ;  il  serait  triplé  en  19  ans  à  6  p.  Y». 

Quand  le  capital  est  2  ou  3  mille  £ra,ncs ,  il  faut  doubler  ou 
tripler  les  nombres  ci-dessus,  et  ainsi  proportionnellement  pour 
tout  autre  capital.  Par  exemple  ^  sSoo  fr.  capitalisés  avec  les 
intérêts  pendant  12  ans  produiront  2,5 X 1808^, 73=4521^32; 


AeoKOiSseKEfiT  rf«  toùojr.par  intérêts  cvmptàiis  dé'Bm  6  moù, 
auj^taux  de'^,''Set€p«urcétitparan. 
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et  c'est  la  même  chose  de  payer  acluellementaSoo',  ou  de  don- 
ner 452t',8i  d»ni  is  ans. 

Si  l'on  devaitpayer3oooo'dans5anssans  intérêt,  on  pourrait 
escompter  actuellement,  en  donnant  une  somme  qu'on  trouve 
par  cette  proporlion  :  si  i28o*,o8  deviennent  3oooo',  looo'  de- 
viennent j:=23436',e4  •  somme  à  payer  de  suite,  au  lien  tte 
3oooo*  dans  5  ans,  au  tauï  de  5  p.  %  p^i"  *"■ 

ï5i.  jfnnttités.  On  nomme  ainsi  la  rente  d'un  capital  a, 
calculée  3e  sorte  qu'en  payant  tbaque  auwée'Une  somme  x,  qui 
soit  toujours  la  même,  cette  somme  soi!  fertnéfe  de«  intérêts 
i€b.M»  et  d'uB  ài<Dmple  sur  le  capital ,  lequel  se  réduisant  ainsi 
peu  à  peu ,  Boît  rendu  uni  après  un  temps  détermhw?- 

Le  capital  vaut  aq  après  la  i"  année  ;  on  paie  x',  et  1  on  ne 
doitplii8que«'=<Ty— *.  Après  les' paiement  a:,  <i' se  trouve 
de  même  redtnt'à  dq  —  c^',  ou  aç'  —  ?«  —  x  :  continuant  de 
même  à  multiplier  par?  et  i  retrancher  x,  pout  avoir  cc  qm 
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reste  dû  apvès  chacune  de»  années  successives  »  pn  en  vient  en^ 
à  trouver  que  Temprunteur  .doit  encore  après  t  années,  lots^ 
qu'il  vient  d'effectuer  son  1"  paiement  x  (  n®*  99 ,  i44)- 


pu      .  Z9si(a — xr)  f  j-fjy, 


à  cause  de  j^r  =  i  -|^  r.  Si  l'emprunteur  s'est  acquitté ,  z  s:  o ,.. 
et  l'on  trouve 

Ou  reste,  on  peut  prendre  ici  pour  inconftue  l'une  quel- 
conque (v.  p.  1S4)  des  quantités  X,  a,  q,  rétif  les  autres  étant 
données.  Leslog.  sontalors  d'un  usage  très  commode,  ou  même 
indispensable.  S'il  faut  résoudre  Téqu.  par  rapport  à  l'expo- 
sant <,  on  trouve  q'(x  +  a — aq)sssXf  d'où  (n"*  1479  3^.) 

logar^^log(jf  4'<>'^<»g) log  X  -H  logr*-  log  (rr  *-*  a) 

log  y  ~         log(i +r)  — logr 

De  même ,  si  l'on  veut  que  l'inconnue  soit  jt  ou  a ,  on  posera* 

rx  —  a 

« 

équ.  qui  donneront  x  ou  a ,  lorsque  j*  sera  connu.  Or,  substi-- 
tuant  ci-dessus  pour  x  cette  valeur ,  on  trouve  (i  +  ryjr = r^V 
C'est  sur  cette  théorie  que  sont  établies  les  rentes  dont  le  ca- 
pital et  les  intérêts  s'éteignent  à  la  mort  du  prêteur,  et  qu'on 
nomme  t'ia^ène^.  On  suppose  que  le  prêteur  doit  encore  vivre 
t  années ,  lorsqu'il  place  le  capital  a ,  et  l'on  demande  quelle 
somme  x  on  doit  lui  payer  chaque  année ,  pour  qu'à  l'expiration 
de  ces  t  années  il  n'ait  plus  droit  à  aucune  somme  :  cette  rente 
est  donnée  par  la  valeur  ci-dessu6  de  x.  Si ,  par  ex.,  l'intérêt  de 
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loofr.  en  perpëtàel  est  5  (5  pour  cent,  on  le  deaier  20),  oti  a 
r=:20;  et 81  l'on  prend  az=:  loofr.  pour  capital,  on  obtient 


i,o5**  20—^* 

Il  est  vrai  qu'on  ne  sait  pas  d'avance  combien  d'années  le 
prêteur  doit  encore  vivre.;  mais  on  le  suppose,  d'après  les  tables 
de  mortalité  :  et  quoique  cette  présomption  puisse  être  £fiu- 
tive  y  elle  devient  exacte  pour  un  grand  nomb^  d'individus  pris 
ensemble,  parce  que  les  uns  gagnent  précisément  en  durée  de 
la  vie  ce  que  les  autres  perdent.  On  sait ,  par  expérience ,  quelle 
est  la  durée  de  vie  probable  d'un  individu  dont  l'âge  est  connu. 
La  i**  ligne  est  celle  des  âges,  la  2*  le  nombre  t  d'années  qui 
Irestent  probablement  à  vivre.  (Voy.VAnnu.  duBur.  desLong.) 

Ages...  I.  5  .io,i5.90  .a5  »3o  .35.4o.4^.5o.55.6o.65  .70.75.80 «as. 
/ 37.4^43^39*^*32}.  agî-aG. 23. 30. 17.14. II.  8J.  6;.  5.  3|-aiu,.. 

C'est  sur  cette  probabilité  qu'on  établit  l'intérêt  des  rentes 

viagères.  Ainsi  un  homme  de  40  ans  pouvant  encore  espérer 

20 

23  *  ans  d'existence ,  t  =  28 ,  et  Ion  trouve  r  = rr^  =  6,5 

i,o5"         ' 

environ,  d'où  x=  7^4  •  1^  capital  doit  être  placé  en  viager 

à  7,4  pour  cent  par  an.  Les  chances  résehrées  aux  membres 

des  sociétés  connues  sous  le  nom  de  Tontines  sont  aussi  réglées 

sur  le  même  système. 

i52.  Escomptes.  Soit  a  le  capital,  i  l'intérêt  de   100  fr. 

ati 
par  mois,  r  le  denier,  t  le  nombre  de  mois,--' —  est  l'intérêt  : 
'  '  '  100  ' 

ainsi,  pour  l'escompte  en  dehors,  hi  somme  à  payer  pour  le  ca- 
pital a  est 

Pour  l'escompte  en  dedans,  il  faut  raisonner  ainsi:  puisque 
100  -f-  ti  doit  être  réduit  à  100,  à  combien  a  est-»il  réduit?  d'où 

looa    ar 

100+"       '*+' 


i 
J 


Si  la  0omBBC  «S  at'esi  exigible  f«c  dans  i  uKàiy  c4  cpi'oii'Tdiiîlfe 
avcffr  égard  aux  intérêts  des  «atérêts  durant  ce  temps ,  il  faut 
recourir  à  la  formule  de  la  p.  2 18;  on  trouve  que  le  capital  S 
doit  être  réduit  à 

i53.  Règles  de  fausses  positions.  Soit  dx=rd  l'équation  qm 

lie  entre  elles  les  parties  d'une  questioti  ;  si  l^m  suppose  à  ± 

une  valeur  arbitraire  s^  et  qu'on  l'assujettisse  à  satisfaire  aux 

conditions  du  problème,  ce  ne  serait  que  par  hasard  qu'oïl 

trouverait  of  =  ft.  Supposons  donc  qu'on  ait  ast:=c\  en  divi^ 

s       c 
sant  terme  à  terme  par  ox  ssté ,  on  trouve  ~  ==  «  ;  ainsi  2e  r^- 

suliai  qu^on  obtient  est  à  celui  qu'on  doit  obtenir  y  comme  h 
nombre  supposé  est  à  V inconnue. 

Cherchons  un  nombre  dont  la  |,  le^  etle|^réuiB9fadaent456. 

Supposons  que  aoo  soit  ce  nombre;  sa  moitié^  son  quart  ^tson 
cinquième  forment  190,  au  Ueu  de  456;  ainsi  200  n'est  pas  le 
nombre  cherché  :  on  posera  la  proportion 

190  :  456  ::  200  :  ar,  d'où  d:=: 480. 

Combien  faudrait-il  de  temps  pour  remplir  un  bassin  à  l'aide 
de  quatre  robinets,  dont  l'un  le  remplirait  en  2  heures ,  le  2* 
en  3»  le  S*  en  5,  le  4*  en  6.  Supposons  qu'il  fallût  une  heure  ;  le 
premier  robinet  emplirait  la  moitié  du  bassin,  le  2'  le  |,  le  3^  le 
I,  le  4*  le  |;  et  comme  on  trouve  i  -h  f  +  |  +  b  =^|?  ^^ 
lieu  de  i,  il  y  avait  erreur  à  supposer  une  heure;  on  dira 
f  :  I  !  :  I  :  a:  ==  I*  ==  5o  minutes. 

Ce  procédé,  quoique  applicable  aux  règles  de  société,  d'in-^ 
térêt,  etc..  ne  l'est  pas  à  tous  les  problèmes  du  premier  degré, 
puisque  l'équation  la  plus  générale  est  âo;  -f-  6  =3  cj:  «f*  ^*  Si 
la  supposition  a:  =  ^  ne  rend  pas  as  -{^  b  égal  à  es  -^  d^  il  eot 
résultera  une  erreur  e,  de  sorte  que '05  -|-5  —  (cs  +  d):=:  e; 
retranchant  de  là  fljc+i^— (cx+€?)r=:o,  on  a  (a — c)  (j— jr)=e. 
Une  autre  supposition  /  qui  entraînerait  l'erreur  e',  donnerait 


WlOPORT»!!».  225 

(â— <?)  (  s''-^x)sste'  :  divisant  ces  résultats  ternie  à  terme,  on  a 


X 


s 


=  -, ,  d*oùar=: 


es'  —  e's 


1 


Ainsi,  mnl^Uez  ta  V"  erreur pùJt  la  2*.  êuppùsittoH^  ei  récipro- 
quement ^  retranchez  les  produits,  en  ayant  égard  aux  signes  des 
erreurs;  dii^isez  ensuite  par  la  différence  des  erreurs,  le  quo^ 
tient  sera  r inconnue.  C'est  en  cela  que  consiste  la  règle  de  dou^ 
ble  fausse  position,  applicable  à  tous  les  problèmes  du  pre- 
mier degré. 

Dans  notre  d<»rnière  question  \  la  supposi- 
tion Atxt^t  i^,  à  donné  |,  et  par  conséquent 
Itrreur  -f-f .  En  faisant  «  sas  i*,  on  a  |  pour 
résultât,  et  —  |  d'erreur.  J'écris  ces  nombres 
comme  on  le  voit  ci-contre,  je  multiplie  en  croix,  et  je  re- 
tïaoicbe  ;  j'ai  7^  +|  ou  i  ;  la  différence  des  erreurs  est  5  -j-  f 
ouf;  enfin  je  divise^  par  ^,  et  j'ai  a:±=:|, 

Uii  père  a  40  ans^  son  fils  en  a  12  ;  quand 
l'âge  du  père  sera-t-il  triple  de  celui  du  fils 
(page  i52  )  ?  Je  suppose  5  ans  :  le  père  aura 
alors  45  ans,  le  fils  17;  le  triple  de  17,  au 
lieu  de  produire  ^5,  donne  6  ans  de  plus.  En 
supposant  I  an,  l'erreur  est  de  —  2.  Les  produits  réciproques 
"^es  erreurs  par  les  suppositions  donnent  16  pour  différence  ; 
divisant  par  la  différence  des  erreurs 9  qui  est  8,  j'ai  2  ':  c'est 
dans  2  ans  que  l'âge  du  père  sera  triple  de  celui  du  fils. 
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LÎVRE  TROISIÈME. 


ÉLÉMENS  DE  GÉOMÉTRIE. 


La  Gioic^TBiE  est  la  science  qui  se  propose  de  mesurer  l'É- 
TVNDVB  et  d'en  considérer  les  formes  et  les  propriétés.  Tout 
corps  a  trois  dimensions ,  Longueur,  Largeur  et  Épaisseur  ou 
Profondeur  :  les  limites  qui  le  déterminent  en  sont  la  Surface, 
Mais  les  surfaces  d'un  corps,  en  se  rencontrant  deux  à  deux,  sont 
elles-mêmes  terminées  pai^  des  Ugnçs;  les  limites  qui  bornent 
les  lignes  sont  des  Points,  Ce  sont  ces  diverses  limites  des  corps 
qui  nous  servent  à  reconnaître  leur  Figure, 

Quoiqu'il  n'y  ait  pas  de  corps  sans  trois  dimensions,  on  fait 
souvent  abstraction  de  l'une  d'elles  ou  de  deux  :  par  ex.,  si  l'on 
parle  dé  la  grandeur  d'un  champ,  ou  de  la  hauteur  d'un  édifice, 
on  n'a  égard  qu'à  une  surface  ou  une  ligne.  Afin  de  procéder 
du  simple  au  composé,  par  une  gradation  qui  facilite  l'étude , 
nous  diviserons  la  Géométrie  en  tvois  parties  :  la  première 
traitera  des  Lignes,  la  seconde  des  Surfaces,  la  troisième  des 
Volumes, 

I.  Des  u(ïnes. 


Des  Droites  f  des  Angles  et  des  Triangles, 

.  154.  On  peut  regarder  une  ligne  comme  la  trace  que  laisse 
un  point  A  (fig.  i  )  qui  se  meut  vers  un  autre  point  B.On  dit 
que  la  ligne  esi  droite  quand,  en  la  faisant  pirouetter  autour 
de  deux  de  ses  points  A  et  B  (fig  i  ) ,  aucun  des  autres  points 
de  AB,  n'éprouve  de  déplacement  :  sinon ,  la  ligne  est  com- 


Droites,  àkgles,  triangles.,  aaS 

posée  de  iigaes  droites  brisées  AC,GD,DB  (fig.  2)  dispo^E^es  bout 
à  bout  ;  ou  bien  cette  ligne  ]>'a  aucune  partie  rectiligne  e%  est 
appelée  CkiUBBf  AMB  (fig.  3). 

Donc  I®  lorsqu'une  ligne  AB  (fig  i)  est  droite,  et  q<i'<^ 
prend  sur  son  cours  deux  poiots  C,D,  la  droite  €D  qui  joiiit  ces 
poiuts  se  confond  dans  toute  sa  longueur  avec  lt$  points  daAB; 
et  si  Ton  imagine  au^dçlà  des  extrémités  G  et  D  d^une  drmteCD, 
-deuix  autres  pointsA  et  B|  tels  que  la  droite  ABco!«Msideiiii^ec  CD; 
%e$  points  A  et  B  sont  dits  sur  h  prolongem^u  dfi  k  droite  CD. 

2**.  Toute  droite  CD  doit  être  conçue  prolongée  indéfiniinent 
par  ses  deu?L  bouts. 

3®.  Deux  droites  qui  ont  deux  points  communs,  cplncident 
«Dsemble. 

4°.  Deux  droites  ne  peuvent  se  couper  qu'en  un  seul  point, 
puisque  si  elles  avaient  deux  points  communs,  elles  coïncide- 
raient. 

Un  Plan  est  une  surface  sur  laquelle  est  appliquée  toute  ligne 
xlroite  joignant  deux  points  quelconques  de  cette  stirface. 
•Étant  donnés  trois  points- non  en  ligne  droite,  on  peut  tou- 
jours faire  passer  un  plan  par  ces  trois  points,  puisqu'en  tour- 
nant autour  de  la  droite  qui  joint  deux  de  ces  points,  on 
pourra  faire  passer  le  plan  par  le  3^  point  :  et  il  est  évident  que 
la  position  absolue  du  plan  sera  alors  déterminée ,  c.-à-d.  fixée 
^e  manière  qu'un  autre  plan  ne  pourrait  contenir  ces  tro^s  ^ 
points  sans  coïncider  avec  le  premier. 

i55.  Lorsqu'on  veut  ajouter  deux  lignes  droites  ou  deux 
longueurs  BC,  CA  (fig.Ji),  on  porte  l'une  CA  sur  le  prolonge- 
ment de  Tairtre  BC,  et  la  somme  est  BA  =  BC+CA.  Sî  les 
parties  BC,  CA  sont  égalés,  BA  est  double  de  CA  z  on  peut  de 
même  tripler  CA,  etc. 

PaursoustraireCAdeBA,  on  trouve  BC=BA— CA;  ainsi  on 
«ait  f etraneher  «oe  longueur  tfnn  autre.  En  généraM'addition 
tm  la ^ottslraction  de  tant  de  droites  qVon  voudra,  la  mnlti- 
plicalion,  la  division  des  longttcurs  sont  des  ope^rations  faciles 
à  concevoir.  * 

i56.  Deux  droite  CB,  CA  (fig.  43  n'ayant  qu'un  seul  point 

•    T.  I.  ï5 
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G  commun I  ne  peuvent  enclore  un  espace;  Tëtendue  indéfinie 
comprise  entre  ces  droites  prolongées  sans  limites,  est  ce  qu'on 
appelle  un  Anglis.  Le  point  C  de  section  des  deux  lignes  est  le 
^mmet  de  V angle. 

On  désigne  un  angle  par  la  leltre  placée  au  sommet  ;  et  lors- 
que ce  point  es  t  commun  à  plusieurs  angles,  comme  fig.  i  o,  1 2 . . . , 
on  distingue  ces  angles  en  énonçant  les  trois  lettres  écrites  sur 
les  côtés,*  celle  du  sommet  entre  celles  des  côtés.  L'angle  C 
(fig.  4)  c^  aussi  désigné  par  BGA  ou  AGB. 

157.  Deux  angles  AGB,  acb  (fig.  4)  ^^^^  égaux,  quand  en 
les  posant  l'un  sur  l'autre ,  ils  peuvent  coïncider  :  appliquons 
le  côté  cb  sur  GB ,  les  sommets  c,G,  se  confondant,  le  côté  ca 
se  couchera  sur  GA. 

Les  côtés  d'un  angle  devant  toujours  être  considérés  comme 
indéfiniment  prolongés ,  on  voit  que  la  grandeur  et  un  angle 
ne  dépend  pas  de  la  longueur  de  ses  côtés,  longueur  qui  est 
censée  illimitée,  mais  de  l'écartement  des  deux  lignes.  Qu'on 
fasse  tourner  le  côté  BG  autour  du  sommet  G  (fig.  5)  pour  lui 
faire  prendre  la  position  DG ,  l'angle  BGA  devenu  OGA-,  aura 
augmenté  de  l'angle  DGB;  DGA  est  la  somme  des  deux  autres, 
BGA  la  différence  entre  DCA  et  BGD  ;  DGA  =  BGA4-BGD,  BGA= 
DGA  —  BGD.  Si  BGD  =BGA,  DCA  est  le  double  de  BGA  :  on 
comprend  ce  qu'oii  doit  entendre  par  le  triple  d'un  angle,  sa 
moitié,  son  tiers ,  etc. . 

i58.  Lorsqu'une  droite  BG  (fig.  6  et  7  )  tombe  sur  une  autre 
droite  AË,  elle  fait  deux  angles  BGE,  BGA  qu'on  appelle  de 
suite  ou  adjacents.  S'il  arrive  (fig  7)  que  ces  angles  soient  égaux, 
c.-à-d.  qu'en  pliant  la  fig.  selon  GB,  la  droite  CE  s'applique 
sur  GA,  les  deux  angles  sont  appelés  droits^  et  on  dit  que  la  li- 
gne GB  est  perpendiculaire  sur  AE. 

1 5g.  Tous  les  angles  droits  sont  égaux.  Supposons  BG  (fig.8) 
perpendiculaire  sur  AE,  et  bc  sur  ae,  c.-à-d.  les  angles 
BG  Aj=BGE,  éca  =  éce.  Transportant  Tune  des  fig.sur  l'autre, 
appliquons  le  point  c  sur  C,  et  la  droite  €ie  sur  AE;  bc  devra  se 
cx)ucher  sur  BC.  Car  si  on  suppose  que  bc  prenne  la  position  CF, 


\ 


DROITES,    ANGLES^    TRIANGLES.'  '  Dl2']  i 

qn  aurait  BCA=x BCE,  FCA.=ï=FCE  {kKP^-)j  ce  qui  ne  peut  être; 
car  BCA  étant  <  FCA,  BCE  devrait  aussi  être  <  FCE. 
-    1 60.  Deux  angles  de  suite  B CE,  BCA  (fig,  6)  onipour somme 
deux  angles  droits  .*  c'est  ce  que  met  eu  évidence  la  perpendi-     . 
culalre  DC  élevée  en  C  sur  AE. 

Réciproquement,  si  la  somme  de  deux  angles  donnés  vaut 
deux  droits ,  et  qu'on  accole  ces  angles  comme  BCE^3CÂ(Gg.9), 
pour  les  ajouter  (n®  167),  les  deux  côtés  extrêmes  AC,  CE  seront 
en  ligne  droite .  Car  si  cela  n'élait  pas,  que,  par  ex.  GH  (au  lieu 
deCA)  fiit  le  prolongement  de  CE,  on  aurait  BCE-t-BCAc=:  2 
droits  (fyrpo,)  BCE  +  BCH  =  a  dr.  (n*»  1 60)  ;  dont  en  égalant  les 
premiers  membres ,  BCA = BCH ,  ce  qui  est  absurde. 

L'angle  BCE  (iîg.  6)  qui  est  plus  petit  que  l'angle  droit  DCE 
est  dit  aigu;  Taogle  BCA  qui  est  plus  grand  que  l'angle  droit 
DCA  est  dit  obtus.  Deux  angles  adjacens  BCE,  BCA,  ou  dont  la 
somme  vaut  deux  droits ,  sont  appelés  supplémentaires:  deux 
angles  sont  dits  complémentaires  quand  leur  somme  vaut-^un 
droite  comme  BCE  et  DCB  (fig.  6). 

Il  est  visible  que  tant  de  lignes  qu'on  voudra  CB,  CF^  CD, 
dans  le.  même  plan  (tig.  10)  qui  tombent  en  un  point  C  de  la 
droite  AË,  font  des  angles  BCE,  BCF,  FCD,  DCA,  dont  la  somme 
vaut  deux  droits  ;  c'est  ce  que  montre  la  perpendiculaire  CH. 

161 .  Lorsque  deux  droites  BD,  AE  (fig.  1 1)  ^e  coupent,  les 
angles  BCE,  A  CD  opposés  au  sommet  sont  égaux  :  car 
BCE  +  BCA  ==  2.dr.  (n«  160),  ACD+  BCA  =  a  dr.  Donc 
BCE=ACD. 

En  prolongeant  en  D  (fig.  7)  la  perpendiculaire  BC  à  AE, 
comme  l'angle  droit  BCE  =  ACD  ,  on  voit  que  l'angle 
ACB=ACD;  AE  est  donc  réciproquement  perpendiculaire  sur 
BD,  et  les  quatre  angles  de  la  fig.  sont  droits  et  égaux. 

Tant  de  lignes  qu'on  voudra  AC,  BC,  DC. . . .  (fig.  12)  dans 
un  même  plan,  qui  concourent  en  un  point  C,  forment  des  an- 
gles ACB,  BCD,  DCEj  etc.,  dont  la  somme  vaut  quatre  droits; 
car  les  deux  perpendiculaires  MN ,  PQ ,  menées  par  C j  forment 
quatre  angles  droits  qui  embrassent  toutes  les  surfaces  atngu-* 
lairesduplan. 

i5.. 
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i6a.  Deux  lignes  droites  ue  suffisant  pas  pour  enclore  un  es-* 
pace  (n^  ^S6)^  il  faut  çtu  moins  une  3*  ligne  pour  limiter 
retendue.  Lafig.  ainsi  formée,  telle  qUe  ABG(fig.  i6)  est  ap- 
pelée un  Triangle!  elle  a  trois  côtés  âB,  AG,BG;  et  trois  an-^ 
gles  A,B,C.  Si  les  trois  côtés  sont  égaux  (fîg.  14)9  I^  trianjgle 
est  équilaièral;  il  est  isoschle  (  fig.  1 5)  quand  deux  côtés  seu- 
lement sont  égaux ,  AG  sr  fiG  ;  enfin  il  est  sculhne  lorsque  les 
trois  côtés  sont  inégaux,  ABG  (fig.  i3).  Quand  il  a  un  angté 
droit  A  (fig.  16),  le  inangle  est  rectangle  ;  on  donne  le  nom 
d^ hypoténuse  an  côté  BG  qui  est  opposé  à  cet  angle  droit  A. 

Le  sommet  G  (fig.  i3)  de  l'un  quelconque  des  angles  est 
le  sommet  du  triangle^  la  base  AB  est  le  côté  opposé  ;  la  hau'^ 
teur  est  la  perpendiculaire  GD  abaissée  du  sommet  G  sur  la 
base  AB. 

i63.  Deux  triéingles  ABC,  abc  (fig.  24)  *^'**  égaux  lorsque 
deux  de  leurs  côtéé  sont  respectivement  égaux  chacun  à  chacun, 
comprenant  un  angle  égal^  AB=a6,  AGr=ac,  A=a.  En  effet, 
transportons  le  triangle  abc  sur  ABG,  en  faisant  tomber  le 
côté  €d}  sur  son  égal  AB,  savoir,  a  sur  A,  b  sur  B;  comme 
Tangle  ass  A  {hjpo.)^  le  côté  oc  jprendra  là  direction  AG  :  mais 
les  longueurs  ac  AG  sont  égales  (hjrpo.)  donc  c  tombera  sur  G, 
et  par  suite  bc  se  confondra  avecBG;  les  surfaces  abc,  ABG 
coïncideront  «1  toutes  leurs  parties,  d'où  B=é,  G=c,  BG=:6c^ 

164.  Lorsqu* un  triangle  ABC  (fig.  i5)  est  isoschle^  les  angles 
Aet  B  opposés  aux  côtés  égaux  AC^  BC  sont  égaux,  A=zS. 
En  effet ,  tirons  la  droite  GD  qui  coupe  en  deux  parties  égiales 
l'attgle  C  du  sommet ,  savoir,  angle  AGD  =r=  BGD  ;  en  pliant  la 
fig.  selon  CD,  le  coté  GA  prendra  la  direction  GB  ;  les  côtés  GA; 
GB,  étant  égaux  (hjrpo.)  coïncideront  ;  A  tombera  sur  B,  AD  sur 
DB;  ainsi  A  se  B. 

Donc  I**.  hs  trois  angles  A,  B,  C  (fig.  i4)  ^un  triangle  équi-^ 
laêéral  sont  égaux. 

2^.  L'angle  ADG=BDG  (fig,  i5),  c.-à-d.  que  ces  angles  sont 
droits  (n^"  i58),  et  ADz=BD,  ainsi  la  droite  GD  qui  diviie 
par  moitiés  l'angle  G  du  sommet  d'un  triangle  isoscèle ,  est 
perpendiculaire  à  la  base  AB  et  passe  par  son  milieu  D. 
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glçA=siABC,  la  côtés  opposés  ACj  BC,  soni  égaux  (fe  triait 
gle  est  îisoscèle).  Car  si  Toii  u'a  pas  AG=3bBG,  prenons aiurle^^hts 
grand  de  ces  côtés  une  longueur  ADe'gak  à  l'autre  Gelé  BG,  et 
tirons  BD.  Les  deux  triangles  ABDyABG  ont  le  côté,  comoiun 
AB$  le  côté  AD=  BC  {constr.)et,  l'angle  A  =ABC  {hypo.)-^ 
donc  ces  deux  triangles  devraient  être  égaux  (n®  i63)  ^  ce  qui 
est  évidemment  absurde. 

Donc  un  triangle  qui  a  ses  trois  angles  égaAix  est  éqmlatcial. 

166.  Deux  triangles  ABC^  abc  (fig.  18)  sont  égaux  lorsque 
leurs  trois  côtés  sont  égauxchacuiuàchacun,  AB=ai,AC=s:€U)y 
BCs^bc.  £n  efFet^  transportons  Tun  des  triangles  sur  l'attire  ^ 
en  faisant  coïncider  des  côtés  égaux  AB^aby  et  des  sommets 
A^aetBybf  semUablement  placés  ;  il  s'agit  de  prouver  que  les 
surfaces  se  confondront  enseiskble.  En  effet»  si  cela  n'a  pas  lien, 
il.  ne  pourra  arriver  que  trois  cas. 

1^.  Si  les  triangles  tombent  conmie  AGB,  ACD  (fig.  19)^  les^ 
sommets  Cet  D  étant  au  dehcHrsdes  surfaces  re^iectives  ;  comme 
le  côté  AG  =AD  {hjrpoJ)y  le  triangle  ACD  est  isoscèk,  et  l'an- 
gle ACD  =:  ADG  (n<>  1 64)  ;  d'ailleurs  l'angle  BGD  <  ACD  ou  ADC. 
D'un  autre  côté,  BDssBG  {hrpo-l,  d'où  l'angle  BCOqbBDC; 
ainsi  l'angle  ADC  <^  BDC  ou  BGD.  Gps  deux  conséquences  con- 
tradictoires prouvent  que  ce  cas  est  impossible. 

^°.  Si  l'un  des  triangles  ABD  (fig.  !m>)  est  renferoié  dans  l'au- 
tre ACB,  tirez  DG  et  prolongez  AC  et  AD  vers  E  et  F.  Le  côte 
AD=AG  {hjpo.)  ;  donc  l'an«le  ACD  w  ADC  (n»  »64),  et  aussi 
les  suppléments  sont  égaux  ,  ECDcssFDC  (n""  160).  Or 
EGD>  BGD,  d'où  FDC  > BCD.  D'ailkuw  BD  ==  BG  (  hjpo.  ) , 
d'où  l'angle  BGD  a  BDC  ;  et  comme  FOC  <  BDC ,  on  a 
FDC  <;  BGD  t  conclusions  encore  contradictoires, 

3*^.  Eiiin ,  le  sommet  D  (fig.  21)  de  l'un  des  triangles  ABD,  * 
ne  peut  tomber  sur  le  côté  BG  de  Tautre  ABC,  puisqu'on  aurait 
BD:=:BC,  ce  qui  est  impossible. 

i6«}.  Prolongeons  Vundes  côtés  AC  (ÛQ,^%)du  irianglejiBC, 
l'angle  extérieur  BCD  est  toujours  plus  grand  que  chacun  des 
angles  intérieurs  opposée  BetA.  Car^  par  le  milieu  I  de  BC,,.et. 
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le  sommet  A ,  tirons  une  droite  indéfinie  AIF,  prenons  IFssAI 
et  tirons FC.  Les  triangles ,IFC,AIB sont  égaux,  à  cause  de  AI 
ssIF  {constr,) ,  BI  =s=  IG  (hjrpo.)  et  les  angles  1  opposés  au  som- 
met ;  donc  l'angle  B=K:F  <  IGD. 

£n  prolongeant  le  câté  BG  vers  G ,  on  prouve  de  même  que 
T/ingle  AGG  >>  BAG  ;  et  comme  l'angle  BGD  est  oppose  au 
sommet  de  AGG,  on  a  BGD  >  BAG. 

Il  en  résulte  que  \^  la  somme  de  deux  angles  quelconques 
d*un  triangle  est  plus  petite  que  deux  droits  :  car  BAG  <  BGD  ; 
ajoutant  des  deux  côtés  BCA ,  on  a  BAG-f-  BGA  <  BGD  +  BGA 
ou  2  droits. 

s?.  Un  triangle  a  au  moin»  deux  angles  aigus  ^  le  3*  angle 
peut  être  aigu ,  droit  ou  obtus. 

3**.  Par  un  point  A  (û^.  2^  prisi  sur  le  côté  d'un  angle  aigu 
ACO  la  perpendiculaire  AD  menée  sur  Vautre  côté  CO,  tombe 
dans  la  surface  de  cet  angle;  car  si  cette  perpendiculaire  pou- 
vait tomber  comme  AB  dans  l'angle  obtus  AGE,  le  triangle  ABG 
aurait  un  angle  droit  B,  et  un  angle  AGB  obtus,  dont  la  ^omme 
serait  >  a  droits. 

4^.  La  perpendiculaire  menée,  du  point  A. pris  sur  le  côté 
d'un  angle  obtus  AGE  tombe  au  dehors  de  cet  angle,  c.^-d. 
sur  le  côté  GË  prolongé. 

5®.  La  perpendiculaire  GD  (fig.  i3)  menée  du  sommet  G  d'un 
triangle  tombe  au  dedans  de  la  surface  quand  les  angles  inté- 
rieurs à  la  base  sont  tous  deux  aigus  :  elle  tombe  au  dehors, 
quand  Tun  de  ces  angles  est  obtus. 

6*.  D*un  point  donné,  on  ne  peut  mener  qu'une  seule  per- 
pendiculaire à  une  droite  ED  (fig.  ^3)  ;  car  cela  est  évident  si 
le  point  est  en  D  sur  la  ligne  ED;  et  s'il  est  au  dehors,  en  A , 
en  sorte  qu'on  ait  deux  perpendiculaires  AG  et  AD  sur  EO ,  les 
'  angles  en  D  et  G  sont  droits,  ce  qui  est  démontré  impossible. 

i68.  Deux  triangles  sont  égaux,  quand  deux  de  leurs  an- 
gles  sont  respectivement  égaux  chacun  à  chacun^  et  qu'ils  ont 
en  outre  un  côté  égal  placé  de  la  même  manière  par  rapport  à 
ces  deux  angles. 

1^  Cas»  Si  les  angles  sont  adjacents  au  côté,  soit  AB.=  a6 


^ 
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(fig.  i8)>  À=ii,  B=:6.  En  portant  le  triangle  abc  suc  ABC,  et 
faisant  coïncider,  les  côtés^  égaux  aby  A6,  comme  l'angle  A=a^ 
le  côté  oc  prendra  la  direction  AG.  De  même  puisque  FangleB 
=:=  bf  le  côté  bc  prendra  la  direction  BG  :  ainsi  le  point  c  tom- 
bera sur  Cy  les  surfaces  abc,  ABG,  coïncideront,  d'où  BG=  bcy 
AC=ae,  C  =  c.  ^ 

2*  Cas.  Si  le  côté  est  opposé  à  l'un  des  angles,  soit  AB=  ab 
(fig.  ^4)9  l'angle  A  =r  fl,  et  C=rc  :  supposons  que  AG  soit^  ac  ; 
prenons  AH:t=:  ah  y  et  tirons  BH.  .Le  triangle  ABH  3=  abc  y  à 
cause  dq  AB=€i6  (hjrpo,)  ;  AH=ac  (constr.)y  et  l'angle  A  =  a 
(^/>o. )  :  donc  Fangle  AHB=e;  or  c  =  Ç  (hjrp^.)^  donc 
AHB=:G,  ce  qui  est  impassible ,  puisque  l'angle  AUB  est  exté- 
rieur au  triangle  BHG  (n*  167).  Donc  AC=:Vjc,  et  les  trian- 
gles ABG,  abc  sont  égaux  (n®  i63). 

Donc  deux  triangles  rectangles  sont  égaux,  quand,  outre  Us 
hypoténuses  égales,  ils  ont  encore  un  angle  aigu  égal. 

Mesure  des  Distances. 

1 69.  Dans  tout  triangle  BÂC  (fig.  27),  dW  deux  côtés,  le  plus 
grand  est  opposé  au  plus  grand  angle.  Si  BG  ^  AG ,  prouvotta 
que  l'angle  GAB>-B.  Prenons  sur  GB  la  partie  GD=AG,  et 
tirons  AD:  l'angle  ADG,  extérieur  au  triangle  ADB,  est>>  B 
(n**  167);  mais  dans  le  triangle  isoscèle  AGD,  l'angle  ADCssGAD; 
donc  l'angle  GAD  >  B,  et  à  fortiori  CAB  >  B. 

Donc  les  trois  angles  A.,  B,  Ç  (fig.  i3)  d'un  triangle  so^lène 
sont  inégaux;. 

Réciproquement  (fig.  27),  soit  l'angle  GAB  ^  B,  il  faut  que 
BG  soi  t  ^  AG  :  car  ces  deux  côtés  ne  peuvent  être  égaux ,  puisque 
s^lors  l'angle  GAB  serait  =  B  (n**  164);  onnepeutnon  plus  avoir 
BG*^  AG,  car  l'angle  GAB  serait  <[B,^  contre  l'hypothèse. 

170.  La  longueur  dHune  droite  qui  joint  deux  points  en  est 
la  plus  courte  distance. 

I**.  Un  côté  AB  (fig.  28)  de  triangle  ABC,  est  toujours  plus 
petit  que  la  somme  des  deux  autres  y  AG-f-BG.  Prolongeons 
AG,  prenons  GD=:CB,  et  menons  BD.  Le  triangle  GBD  est  iso- 
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scèle,  i^Dii  l'angle DssGBD  (ii«  i64)  et  l'angle  ÀBD>GBDeal 
aiiMÎ>D;  doDC  (n""  169)  1«  cété  AB<  AD  ou  AO+GB. 

a<>.  Cotnparons  la  droite  AB(fig.  25)  au  eontour  AICHB  formé 
de  lignes  droites  brisées  :  meoens  du  pomt  A  les  droites  AG^  AH 
à  tous  les  sommets;  nous  avons  AG  <  AI  4* IG  (i^.)  ;  de  même 
AH  <  AC  +  GH  ;  d'où  l'on  tire  à  fortiori  AH<AI+IC+CH  ; 
enfin  AB<AH  +  BB,  d'où  AB<AI+IG+CH+HB. 

3^.  Enfin  s'il  s'agit  du  contour  courbe  AIGHB,  on  tirera  des 
4toites  qui  joignent  les  points  deux  à  deux',  et  la  somme  de 
ces,  lignes  sera  >  AB  t  mais  puisque  le  contour  formé  de  lignes 
lirsiëès  peut  approcher  autant  qu'on  veut  de  la  courbe ,  en  rei^* 
dantlee  côtés  plus  courts  et  plus  nombreux,  en  même  temps 
qu'on  allonge  de  plus  en  plus  le  contour,  il  est  clair  que  la 
droite  AB  est  plus  courte  ^jue  le  chemin  courbe. 

171.  Si  dun  p&im  D  (fig.  a6)  intérieur  au  triangle  BAC,, 
on  mène  des  droites  DA,  DB ,  aux  extrémités  de  la  base  AB, 
le  chemin  extérieur  AC'^  CB  est  plus  long  que  F  intérieur 
AD  +  DB,  et  Vangle  Cest<C  ADB.  Prolongeons  AD  en  F, 
nous  avons  AF<  AC  +  GF  (n**  170,  i*»)  ;  ajoutant  FB  des  deux 
part*,  commeGF  +  FBrirGB,  on  aAF  +  FB<AC4.GB.  De 
ttteie  DB<DP+FB  ;  ajoutant  AD,  on  a  AD-f  DB<AF+FB  : 
donc  à  Jbrtiùn  AD-f-DB  < AG  +  GB. 

D'un  autre  cAté,  l'angle  ADB,  extérieur  au  triangle  DFB*, 
est  >DFfl  (n<»  167  )  :  de  même  Tangle  DFB>  extérieur  au  trian- 
gle AFG,  est>G.  Donc  ADB>  G. 

171.  Un  contour  AGDB  (fig.  2)  est  convexe  ou  concave,  lors- 
que toute  droite  IK  ne  peut,  le  couper  en  plus  de  deux  points  s 
la  concavité  est  tournée  du  côté  de  cette  droite  IK;  la  con* 
vetité  regarde  l'espace  extérieur. 

De  deux  chemins  convexes  ACDB,  AEFGB,  qui  mènent 
de  A  àB,  celui  qui  entoure  Vautre  est  le  plus  long,  Gar  en  pro- 
longeant EF,  on  a  visiblement  ICDK>IK: ,  d'où  ACDB>  AIKB  ; 
de  même,  AI4-EI>AE,  d'où  AIKB>AEKB;  et  ainsi  de 
suite;  on  arrive  enfin  à  AGDB >  AEFGB. 

La  même  chose  a  lieu  pour  deux  contours  curvilignes  AEMB 
>  AGB  (fig.  3  )  :  car  en  menant  une  droite  EF  qui  touche  kC^ 
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eo  un  pointe,  on  a£F<ÉHF  (n""  170)  ;  d'où  AEGFfi< AEMFB. 
D'autres  langenies  tk,  bn,  donneront  Aiit/ri»  B  <AMB;  et  ainsi 
de  suite ,  en  diminuant  de  plus  en  plus  le  contour ,  à  mesure 
que  les  côtés  rectiligues  deviennent  plus  courts,  et  approchent 
davantage  de  la  courbe  ACB  :  donc  enfin  AMB  >  ACS. 

173.  Lor$que  deux  iriangtes  ABC,  abc  (ûg.2g)r0rU  deux 
côtés  respectivement  égaux,  AB=rab,  AC^=iac ,  et  que  les  a^n^ 
gle$  compris  entre  ces  lignes  sont  inégaux  BAC^bac,  le 
3*  côté  est  le  plus  grand  dans  le  triangle  quia  t angle  opposé 
le  plus  grand,  BC>  bc.  En  effet,  faisons  Tangle  CADsr  6ac, 
pi:enon8  AD  r=  AB  r=  ab ,  et  menons  CD  ;  le  triangle  CADsr  caby 
car  AGssac  {l^po)^  kùxaiab  et  angle  GADsna  {oonstr.).  Ainsi 
ÂctasCD  qu'il  faut  prouver  <BG;  Tirons  AI  qi|î  coupe  par 
moitiés  l'angle  BAD;  Al  tombe  dans  l'angle  BA€>GAD;  par  le 
point  I  de  section  avec  BG,  tirons  ID.  Le  triangle  AID  =3  AIB, 
car  AB^is  AD  (eoiurir.),  le  cèté  AI  est  tomnun,  et  les  angles 
en  A  sont  égaux  {cùnstr.)\  donc  IDsxIB  ;  enfin ,  GD<GI4*ID 
ottBG. 

174*  Réciproquement,  si  deux  triangles  ABC,  abc  (fig.  39) 
ont  deux  côtés  respectivement  égaux  AB'ssiab,  ACsnac,  et  si 
les  3**  côtés  sont  inégaux  BC^bc,  V angle  a  opposé  au  moindre 
côté  bc  est  <^  BAC.  Gar  sî  cela  n'est  pas,  l'angle  is  est  ==::  ou 
>  BAG  j  or  si  a  =£  BAC,  on  doit  avoir  BC=î:*c;  et  si  a>  BAC, 
il  faut  que  ^Csoit  <C^bc^  conséquences  contraires  à  la  suppo- 
sition. Donc  a  <*  BAC. 

175.  Mesurer  une  droite  A  (fig,  3o),  c'est  chercher  (n*  36) 
combien  sa  longueur  A  en  contient  de  fois  une  autre  B  connue 
et  prise  pour  unité.  Le  plus  souvent  l'unité  B  n'est  pas  Contenue 
un  nombre  exact  de  fois  dans  A ,  et  en  portant  B  plusieurs  fois 
le  long  de  A,  on  trouve  un  reste  R  ^B  :  la  mesure  de  la  dis- 
tance A  est  alors  le  Rapport  de  A  à  By  qu'on  trouve  ainsi  qu'il 
suit.  On  porte  le  reste  R  sur  B  pour  trouver  combien  de  fols  B  » 
contient  R  ;  et  s'il  y  a  un  autre  reste  R',  on  le  porte  sur  R  ;  puis 
le  nouveau  reste  R''  est  porté  sur  h';  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à 
'  ce  qu'on  arrive  à  un  reste  r  qui  soit  exactement  contenu  dans 
Je  reste  précédent.  Ce  reste  r  est  visiblement  la  commune  me- 
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sure  de  A  eide  B,  c'est-à-dire  est  contenu  un  nombre  exact  nt 

de  fois  dans  A;  et  n  de  fois  dansB,  d'où  A  =  mr,  Brrrrtr.  Le 

A      Ttir     m     .  4       yw  _j  ^  , 

rappott  p=  —  ==  —  j  eton  a  A  :=:  — 1>.  Lorsque,  par  exemple, 

A  est  les  ^  de  B ,  cela  signifie  qu'en  coupant  B  en  7  parties  égales, 
\  A  contient  juste  5  de  ces  parties;  la  mesure  de  la  distance  est 
A=f  de  l'unité  B. 

L'analogie  de  cette  opération  avec  celle  du  commun  diviseur 
de  deux  nombres  (  p.  3o  )  est  facile  à  saisir,  puisque  porter  B 
sur  A  autant  de  fois  qu'on  peut,  c'est  cbercber  le  quotient  de 
la  division  de  A  p^r  B,  etc. 

Mais  s'il  y  a  toujours  un  reste  à  chaque  division,  l'opération 
n*a  plus  de  bornes,  et  le  rapport  de  A  à  B  est  încommensura^ 
ble ,  et  impossible  à  exprimer  par  le  rapport  de  deux  nombres 
entiers,  parcequ'il  n'y  a  aucune  longueur,  si  petite  qu'elle  soit, 
qui  puisse  être  exactement  contenue  à  la  fois  dans  A  et  B.  On 
se  contente  ordinairement  d'une  approximation  ;  en  négligeant 
celui  des  restes  successifs  qu'on  juge  assez  petit  pour  ne  pas. 
intéresser  le  résultat  (  n^  63). 

En  général ,  on  peut  toujours  représenter  des  lignes  par  des 
nombres  abstraits,  en  composer  des  formules,  et  les  soumettre 
aux  règles  ordinaires  des  calculs  numériques.  Dans  ces  exprès* 
sions,  on* entend  par  la  ligne  A,  le  nombre  entier  ou  fraction* 
naire  qui  est  le  rapport  de  cette  longueur  A  à  celle  de  l'unité  B. 
Réciproquement,  les  valeurs  numériques  peuvent  être  repré-v. 
sentées  par  des  lignes. 

Du  Cercle  y  de  la  Mesure  des  Arcs  et  des  Angles, ^ 

1 76.  La  ligne  circulaire  est  celle  dont  tous  les  points  ABDEF 
(fig.  Si)  sont  dans  un  plan  (n®  i54)  9  et  à  égale  distance  d'un 
point  intérieur  C  qu'oa  appelle  centre.  Le  contour  de  cette 
courbe  est  une  circojiférence  ;  la  surface  qui  y  est  renfermée. 
,  est  un  cercle;  les  droites  égales  CA,  CB,.  ..  qui  partent  da 
centre  et  se  terminent  à  la  courbe  sont  des  rayons  ;  un  diamhire 
AE  est  une  droite  qui  passe  par  le  centre  et  a  ses  deux  extré-v 
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mitçs  à  la  circonférence  ;  c'est  un  double  rayon.  Tous  les  dia- 
mètres d'un  cercle  sont  égaux. 

Une  partie  AGB  de  la  circonférence  est  un  arc  ^  la  droite 
AHB  qui  joint  les  bouts  de  Farc  est  sa  corde  y  la  surface  A€BG 
comprise,  entre  deux  rayons  et  l'arc  est  un  secteur  ;  celle  AGBH 
qui  est  enfermée  par  l'arc  et  sa  corde  est  im  segfnent. 

De  là  on  conclut  que  x^.un  diamètre  est  taphts  grande  des 
cordes,  car  BC-f  CA  >  BA  (n*  170,  l^)  ;  or  BG=:CE,  donc 
•CE  +  CA,  ouEA>BA. 

2°.  Tout  diamètre  AE  coupe. le  cercle  en  deux  parties  éga^ 
/e^y  en  effet,  en  pliant  la  fig.  suivant  A£,  les  deux  demi«cercles 
ABEy  AFË  doivent  coïncider,  car  sans  cela  tous  les  points 
de  la  courbe  ne  seraient  pas  à  égale  distance  du  centre  G. 

3^.  Par  la  même  raison ,  deux  cercles  dont  les  rayons  sont 
égaux ,  peuvent  être  appliqués  l'un  sur  l'autre  en  coïncidence ,, 
en  superposant  les  centres  :  deux,  arcs  de  ces  cercles  doivent 
aussi  se  coucher  l'un  sur  l'autre. 

4'.  Deux  diamètres-perpendiculaires  £A,  NF  coupent  la 
circonférence  en  quatre  arcs  égaux ,  qu'on  appelle  quadrans, 

177.  Quand  deux  angles  C,  ç  (fig.  3â)  sont  égaux,  les  arcs 
AB  ,  ab  j  décrits  de  leurs  sommets  pour  centre,  avec  le  même 
rajrony  sont  égaux.  C'est 'ce  qu'on  reconnaît  en  appliquant  les 
deux  fig.  l'une  sur  l'autre ,  et  cb  sur  GB  ;  car  le  rayon  ca  couvre 
CA ,  et  l'arc  ca  se  couche  sur  CA  ;  il  y  a  .coïncidence  entière. 

Réciproquement,  si  deux  angles  G-,  Cy  comprennent  des 
arcs  égaux,  ces  angles  sont  égaux.  Gela  se  voit  de  même. 

1®.  Les  arcs  égaux  ont  des  cordes  égales,  quand  les  rajrons 
sont  égaux;  car  soit  Tarç  AHL  =  DIF  (fig.  33);  menons  les 
rayons  CD,  CA,  CL,  GF;  les  triangles  AGL,  DGF  sont  égaux, 
comme  ayant  deux  côtés  égaux,  comprenant  un  angle  égal; 
donc  corde  AL=DF. 

2**.  Réciproquement ,  les  cordes  égales  soutendent  des  arcs 

.égaux  ;  en  çffet  si  la  corde  AL=:DF,  en  tirant  les  rayons ,  les 

triangles  CAL,  GDF  sont  égaux,  comme  ayant  les  trois  côtés 

respectivement  égaux  (n**  166);  ainsi  l'angle  AGL  =  DGF,  et 

l'arc  DIF  =  AHL. 
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d^".  Construire  un  angle  c  (fig.  82)  fui  soit  égul  à  un  angle 
donné  C?  Tirez  une  ligne  indéfinie  cb^  puis  avec  un  rayon  quel- 
conque ,  et  des  sommets  G ,  c  pour  centres ,  traces  les  arcs  AB, 
ab^  oelui«<i  indéfini.  Portez  de  ^  en  a,  sur  l'arc  aby  la  longueur 
de  la  corde  AB  ;  comme  les  cardes  AB  et  ab  sont  égales ,  les  ares 
sont  égaux  ;  donc  en  tirant  ca^  les  angles  C  et  c  sont  égaux.  St 
Ton  superpose  les^deux  figures ,  elles  seront  en  coïncidence 
l'une  sur  l'auti^. 

1 78.  jé jouter  deux  angles  donnés.  Faites  d'abord  l'angle  EGA' 
(fIg.  34)  égal  à  l'un  des  angles  ptoposés,  puis  BOD  égal  à  l'autre, 
en  y  plaçant  des  arcs  np,  nm  respectivement  égaux  à  ceux  qu'on 
tracera  du  sommet  des  angles  donnés  :  alors  DGA=BGA+BCD  ; 
et  si  ces  derniers  angles  sont  égaux,  vous  aurez  le  double  de 
Ttin  d'eux  :  on  en  aurait  de  même  le  triple,  etc. 

La  soustraction  est  aussi  facile  à  faire;  car  angle • 

BGArr^DGA — ^BGD.  Enfin  les  opérations  qu'on  veut  exécuter  sur 
les  angles  se  font  sur  les  arcs  décrits  de  leurs  sommets  pour  cen- 
tres avec  le  même  rayon. 

yg.  Mesurer  un  arc  AGD  (fig.  3i),  c'est  chercher  son  rap- 
port à  un  autre  ABN,  de  même  rayon ,  et  pris  pour  unité  connue 
{  n'**  36,  71).  Si  ces  arcs  étaient  rectifiés,  c'est-à-dire  étendus 
'  en  ligne  droite ,  on  les  traiterait  comme  il  a  été  dit  n®  175  : 
mais  la  rectification  n'est  nullement  nécessaire  ici.  On  porte 
sur  l'arc  AD,  autant  de  fois  qu'on  peut,  «une  ouverture  de  com- 
pas  égale  à  la  corde  de  l'unité  d'arc  AN ,  et  ou  obtient  ainsi  le 
nombre  de  fois  que  cette  unité  est  contenue  dans  l'arc  AB.  S'il 
y  a  un  reste  K,  on  porte  de  même  la  corde  de  qet  arç  R  sur 
l'arc  AN  pris  pour  unité ,  et  ainsi  de  suite  ^  pour  trouver  la  com- 
mune mesure  des  arcs ,  si  elle  existe  ;  enfin  tout  se  passe  comme 
pour  les  droites,  même  dans  le  cas  où  les  arcs  seraient  incom- 
mensurables. Gette  construction  résulte  de  ce  que  les  arcs  égaux 
repondent  à  des  cordes  égales. 

On  peut ,  comme  on  voit ,  ajouter,  soustraire ,  multiplier ,. 
diviser  des  arcs,  enfin  les  représenter  par  des  nombres-,  et  en 
composer  des  formules. 
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Quai^t  à  l'uni  le  d'arc,  elle  est  arbitraire;  on  préfèie  ordi- 
nairement le  quadrans  AN,  ou  quart  de  la  circon(erei;ice. 

Comme  on  prend  le  quadranç  pour  unité  d'arcs,  on  prend 
pour  unité  d'angles  l'angle  droit  que  dans  la  suite  nous  désigne- 
rons par  D. 

i8o.  De  deux  arc$  moindres  que  la  demi^circonférence ,  le 
plus  grand  a  une  corde  plus  grande.  Car  si  l'arc  AHL  >  DIB 
(fig.  33),  prenant  l'arc  DIFâsAHL,  et  menant  la  corde  DF, 
cette  corde  DFsbsAL  (n**  1 77  ^  i®.)  :  or  les  deut  triangles  DCB , 
DCF  ont  deux  côttti  égaux  qui  sont  des  rayons ,  comprenant 
l'angle  DCF  >  DCB  ,•  donc  le  3«  côté  DF  >  DB  ( nM  73 ) . 

Réciproquement ,  la  corde  la  plus  grande  soutend  le  plus 
grand  arc;  k^  si  la  corde  AL  >•  DB ,  les  triangles  ACL ,  DCB 
ont  deux  côtés  égaux ,  et  le  3*^  AL  ^  DB ,  dont  Tangle  ACL 
>  DCB,  et  l'arc  AHL  >  DIB. 

181.  Le  rapport  de  deux  angles  BCA,  DON  (fig.  35)  est  le 

même  que  celui  des  arcs  ba,  dn  compris  entre  leurs  côtés,  et 

décrits  de  leurs  sommets  comme  centres,  avec  le  même  rajr^n. 

*  1°.  Si  les  arcs  ba,  dn  sont  comiuensurablea,  leur  commune 

mesure  dx  sera  contenue  m  fois  dans  ba^  p  fois  dans  dn^  de  sorte 

que  -7-  =  — .  Par  chaque  point  de  division  a:,  r . . . ,  menons 
/^      dn        p 

I 

aux  sommets  O,  A  ^^^  lignes  Ox^  Qjr. . .  ;  les  angles  proposés 
s»ont  de  même  coupés  en  m  et  /»  aa|;les  égaux  xOdj,  jOx . . .  ;. 

^totkc  o»  a  -    -,  =  — .  Ces  deux  relations  donnent  (*). 

Ion  ~  dn ^^^- 

2**.  Si  les  arcs  sont  incommensurables,  divisons  Tun  dVux  nd 
éû  un  nombre  quelconque/?  de  parties  égales  dx^  ay . . . ,  et  por- 
toos^es  sur  l'autre  arc  ba;  soit  i  le  point  de  dirision  k  plu» 


MMlMAhaMM 


(^)  On  ne  doit  pas  oublier  que  Fégalité  de  deux  rapports  constitue  une  pro- 
portion (n^  71).  En  Géométrie ,  Tusage  à  prévalu  de  lire  ainsi  ces  sortes  d^ox- 
pressions,  3BCA ^5«  h  DON  comme  ba  est  à  dn,  et  de  préférer  cette  locutio» 
à  Péquivttlente,  BCA  divisé  par  DON  est  égale  à  ba  divisé  par  dn.  On  doit, 
en  dire  autant  dans  toute  la  Géométrie  élémentaire. 
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voisin  de  a;,  menons  CI-,  Cela  posé,  les  arcs  {//t,  ^/e' tant  coin- 
mensurables ,  on  a  ^  =;  ^  ;  l'angle  ICB  =:BC^'-{-^  ICA , 
Vai c  ^1  =  ha  -(*  «a/  donc 

BCA        ICA  ___  ha        ia 
DON  "^  DON  ""  dn  "*"  rfn* 

Or,  ICA  tX,  ia  varient  avec  le  nombre /i  des  divisions  de 
Tare  nd^  et  peuvent  être  rendus  aussi  petits  qu'on  voudra ,  tan- 
dis que  les  autres  quantités  restent  constantes  ;  la  2®  et  la  4^  frac- 
tion sont  donc  indéfiniment  décroissantes,  et  Ton  a,  en  passant 

,.    .        ,.  „      o\    '^CA        ha        . 
auxlnmtes(no,,3),^^,==-. 

182.  Pour  trouver  le  rapport  de  deux  angles,  il  n^est  pas  né- 
cessaire de  faire  sur  eux  l'opération  analogue  à  celle  qui  a  été 
indiquée  sur  les  lignes  (n®  1 75),  et  qui  serait  ici  fort  embarras- 
santé;  On  substitue  au  rapport  cherché  celui  des  arcs,  qui  est  le 
même.  Concluons  de  là  que,  1**.  le  rapport  des  surfaces  des 
secteurs  est  \^  même  que  celui  des  arcs. 

»o.  Si  Ton  prend  pour  unité  d'arc  dn  (fig.  35),  l'arc  <Jui  est 
compris  entre  les  côtés  de  l'unité  d'angle  Z>02V,  dn  et  DON 
étant  chacun  l'unité  de  leur  espèce,  notre  proportion  (^)  donne 
BCAz=:.ha.  Ainsi  (n?*  36  et  7 1) ,  tout  angle  a  pour  mesure  l'arc 
compris  entre  ses  côtés  et  décrit  dg  son  sommet  cofnme  centre  (*). 


(*)  Ceci  suppose  une  condition  tacite ,  car  Tangle  BAC  ne  peut  être  égal  à 

Parc  ba-j  mais  dans  l'équation  BCA  =s:&a,  ce  n'est  plus  un  angle  et  un  arc 

qui  entrent,  ce  sont  deux  nombres  abstraits  qui  indiquent  combien^de  fois 

«  l'angle  et  l'arc  contiennent  l'unité  de  leur  espèce  DON  et  dn  :  de  sorte  que 

BCA  =  ba.  signifie  en  effet  la  même  chose  que  -?     -  =tf..  C'est  ce  qui 

a  également  lieu  dans  toute  formule  ;  les  lettres  qui  y  entrent  ne  sont  que 
des  nombres  abstraits  qui  représenitent  les  rapports.des  choses. mesurées  à 
leur  unité. 

C'est  aussi  improprement  qu'on  dit  qu'un  are  est  la  mesure  d'un  angle, 
puisqu'on  ne  peut  établir  de  rapports  entre  deux  choses  hétérogènes  :  on  doit 
entendre  par  là  que  les  angles  croissant  dans  le  même  rapport  que  les  arcs,  le 
nombre  qui  exprime  la  mesure  de  l'angle  (n»  36),  exprime  aussi  celle  de  l'arc. 
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On  prend  ordinaiiemeut  pour  unités  d'angle  et  d'arc  Tangle 

droit  et  le  quart  de  circonférence  qu'on  npmme  Quadrans. 

3**.  Si  du  sommet  C  (fig.  36)  des  angles  DCJ,  BCA  on  décrit 

deux  arcs  abd^  ab  d  ^  le  rapport  >r^— r  est  =  — ,  our=  ->— , 
V    ^  DCA  ad^  dd 

La  grandeur  du  rayon  Cb  ou  Cb^,  est  indifférente  dans  la 

-  -         .  Q,o         od 

mesure  des  apgles  ;  donc  -777  =  -j— -,  les  arcs  a^  et  àh'  sont 

a  o        ad 

entre  eux  comme  leurs  circonf .  entières.  On  dit  que  ces  arcs  sont 
Semblables,  ^         ^ 

i83. .  Les  angles  tracés  sur  le  papier  se  mesurent  à  l'aide  du 
Rapporteur;  c'est  un  demi -cercle  divisé  en  une  quantité  quel- 
conque4^  parties  égales,  propres  à  donner  lerop/^e^rt  des. arcs 
au  quadrans  ;  ce  nombre  exprime,  la  mesure  des  angles,  ou 
leur  irapport  à  Tangle  droit.  Un  semblable  demi-cercle ,  porté 
.sur  un  pied  et  pourvu  d'alidades  mobiles  autour  du  centre, 
pour  pouvoir  être  dirigées.aux  objets  éloignés ,  se  nonime  Gra' 

phamètre,  et  sert  de  même  à  mesurer  les  angles  dans  l'espace. 
Au  reste,  on  a  construit ,  dans  ce  but,  des instrumens de  formes 
très  variées ,  et  dont  nous  ne  donnerons  pas  la  description ,  pour 
ne  pas  nous  écarter  de  notre  sujet,  (f^.  ma  Géodésie.  ) 

'On  a  coutume  de  diviser  le  quadrans  en  90  parties  om  degrés , 
chaque  degré  en  60  minutes  ,  et  la  minute  en  60  secondes  ;  un 
angle,  ou  arc  de  iS-degrés  54  minutes  55  secondes,  s'écrit  ainsi  : 
18°  54'  55'.  Gomme  les  tables  et  les  instrumens  ont  été  con- 
struits sur -ce  mode  de  division,  nous  le  préférerons  à  celui  qui 
est  plus  moderne  et  plus  simple  pour  .les  calculs,  qui  consiste  à 
partager  le  quart  de  cercle  en  100  Grades,  le  grade  en  .100  nii- 
S(utesy  la  minute  en  100  secondes.  Dans  ce  système,  18^  54'  55' 
revient  à  1 8^,5455  ou  Oyi 85455  quadrans. 

Des  Perpendiculaires^  des  Obliques  et  des  Parallèles. 

i84«  Par  un  point  A  (fig.  aS),  menez  la  perpendiculaire  AD 
sur  EF,  et  les  obliques  AC,  AF,  AB.  i*.  La  perpendiculaire  AD 
est  plus  courte  que  toute  oblique  AC  ;  2".  les  obliques  AC,  A  F 


^ 
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qui  sécàtierti  égalemeni  du  pied  D  de  la  perpendicutùire  sont 
égnles ,  et  font  des  angles  intérieurs  aigus  et  égaux  ;  3*.  de 
deux  obliques  AC,  AB,  celle  qui  s'écarte  le  plus  de  ce  pied  D 
est  la  plus  longue,  et  fait,  au  même  côté  AD ,  un  angle  aigu 
plus  petit ,  ABD  <ACD. 

!•.  Puisque  !e  triangle  ACD  est  rectangle  en  D ,  cet  angle  D 
est  >  ACD  (n*>  167,  i^) ,  d'où  AD  <  AC  (n"  169);  laplus 
courte  distance  d'un  point  A  à  une  droite  EO  est  saperpendi^ 
culaire  AD  :  tous  les  angles  ACD,  ABD  sont  aigus. 

2».  Si  CB  =  DF,  les  triangles  ACD,  AFD,  qui,  onti^  le  côté 
commun  AD,  et  les  angles  droits  D,  ont  le  côtsé  CD=:DF,  sçnt 
égaux  ;  d'oè  AC = AF,  angle  ACD  =i=  AFD. 

3«.  Lbwque  BÔ  >  CD,  Tangle  ACB  est  obtus  (n^  167,  4».  ), 
donc  cet  angle  ACB  >  AftC  (n*  167,  2") ,  et  par  suite  AB>AC. 
L'angle  ABE,  extérieur  au  triangle  ABC  est  >  ACB ,  et  prenant 
les  supplémens,  ABC  <  ACD.  Ainsi  à  mesure  que  les.  obliques 
s'écartent  de  la  perpendiculaire  AD ,  elles  deviennent  plus  lon- 
gues, et  font  avec  EF  de»  angles  aigus  du  coté  de  AD,  (fe  plus 

en  plus  petits. 

Donc  étant  donné  un  point  A  »ur  une  droite  AD  perpendicu- 
laire à  EO,  de  ce  point,  on  »e  peut  mener  plus  de  deux  obli** 

qucs  égales  entre  elles. 

i85.  Réciproquement  la  ligne  AD  est  pèrpendiculaii*e  aur 
£F ,  l<M«qu'dle  est  U  pins  courte  distance  de  A  à  EF.  Car  si  une 
a«tre  ligne  AC  était  la  perpendiculaire ,  elle  serait  <AD, contre 
l'hypothèse. 

De  même,  si  AC^AF,  il  s'ensuit  que  CDsbDF  ;  puisque  si 
CÏ>  -était  >  ou  <  DF,  AC  sesait  aussi  >  ou  <  AF. 

Enfin  si  AB  >  AC ,  on  doit  avoir  BD  >  CD ,  pmqa'en  sup- 
posant BD=  ou  <  CD ,  il  faudrait  qu'on  eût  BAiûc  ou  <  CA, 
contre  Thypothèse. 

1S8C  Cbntlteons  dé  là  que  si  AD  (  Bg,  à))  est  per{MiMfttiiiai#e 
au  milieu  D  de  CF,  tout  point  G,  A,  de  AJ)  est  autant  éloigné 
de  C  que  de  F,  AC=:AF,  GC^GÎP  t  car  ces  droites  sont  des 
obliques  qui  s'écartent  également  dii  pied  D. 

187.  Tout  point  I  situé  horà  de  la  pei-pendiculaire  AD  au 
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milieu  de.CF,  est  plus  voisin, de  celle  4e^  Aexa.  exXrémim  F 
qui  est  du  même  côté  que  cç  point  I.;.car  i^i^Q^aiitJlC,  IF  et  FG, 
rangle  GCF=GFC;  donc  l'angle  IFC  >  ICF^  et  Je  côté 
IC>IF  (nM69).       /.  ;    ,      . 

Puisque,  la  propriété  du  n""  i86  d'avoir  ses  pQÂAls  ^alenxent 
d^st^ns  des  points  C. et  F  n'appartient ^qu'àja .perpendiculaire 
5ur)e  miUeu.de  CF^  elle  la  caractérise  j  c'e^t^rdire  que  lorsque 
deux  points  A.çt  H. (fig.  38)  d'une. droite  AH  spnt.çbnieun  au^- 
tant  éloignés  de  C  que  de  F,  cette  droite, A^.  est  {^rpendi<;ti<* 
laire  sur  le  milieu  de  CF.  .    ,  .     ;:.'   j.  ^...  i 

Pour  mener  une  perpendiculaire  AH  au  milieu  d'unfi  droite 
CF  (fig.,38),  des  centres  C  et  F,  avec  le  ipême  rayon  quelcoo;- 
que^  tracez  deux  arcs  de  cerclje^::  si.  les  rayons  pi^t  été  pris  plus 
grands  que  la  moilié  de  CF,  ces. arcs  se  couperpnt  en  un  point 
A ,  qui  sera  sujr  la  perpendiculaire  demandée.  Refaites  la  même, 
construction  au-dessous  de  GF  avec  le  même  rayon  ;  les  arcs 
se  couperont  en  un  point  H  de  la  peifiendiculaire,  qui  sera  AH. 
Ou  peut  aussi  trouver  cette  ligne,  en  prenant  d'autres  rayons 
égaux,  qui  donnent  des  arcs  se  coupant  en  T^  car  I  sera  aussi 
l'un  des  points  de  la  perpendiculaire.  .^  i   '  : 

Cette  construction  donne  aussi  le  milieu  D  dune  longueur 

l88.  Par  un  point  donné  mener  une  perpendiculaire  AH 
(  fig.  39,  4o)  ^^*^  "'*^  droite  indéfinie  OB. 

1*.  Si  ccpointesten  D  sur  la  droite  (  fig.  89),  prenez  DC==DF 
à  volonté^  et  des  centres  C  et  F  avec  le  même  rayon  quelcon- 
que, tracez  deux  arcs  qui  se  coupent  en  A,  la  droite  AD  sera 
la  perpendiculaire  sur  DB. 

a^.  Si  le  point  donné  est  eu  A  (fig.  ^o)  hors  dp  la  droite 
DB,  du  centre  A  avec  un  rayon  quelconquesuffisamment  grand, 
tracez  un  arc  CF,  coupant  DB  aux  points  G  et  F  ;  de  ces  points 
comme  centres  et  avec  un  même  rayon  arbitraire,  tracez  deux 
arcs  qui  se  coupent  soit  en  H,  soit  en  I.  La  droite  Al  pu  4H 
est  la  perpendiculaire  demandée.    ,  .  ^, 

.     La  perpendiculaire  AP  (  fig.  87  )  donne  le  point  D  qu'on 
appelle  la  projection  de  A  sur  CF  :  chaque  point  de  CA  a  de 
T  ï.  16  ' 


* 


mètàtÈUfrojétAonf  ti  là  longueur  CD  êM  la  projection  de  ÂC, 
de  GG. ..  sftrk  droke  indéfinie  CF. 

i8g.  Étant  donnas  detixpoii^tsG  etB  (fig.  40  et  une  droite  AK 
indéfinie,  trouver  sur  cette  ligne  un  point  F,  t^l  qu'en  le  joignant 
^ux  poiiM  doBsrés  G  et  B,  les  droites  tGr,  FB  fassent  des  angles 
égaux  avéte  AK,  savoir,  angle  GFA  =  BFK.  Men^  du  point  B 
la  perpéttdiculàii^rBD  ^r  AK,  preneî  CDssGB,  et  tirez  ta  droite 
BG  ;  eette  droite  coupera  AK  au  p6in  t  F  demandé  :  car  les  trian- 
gles FGO,  FGB  sont  ^aux ,  d\yù  l'angle  BFGssCFDss  AFG. 

Dans  Tangle  NAC  (fig.  4^)  on  donne  les  points  B  et  G,  et 
en  deittaude  de  Ihrér  les  droites  BF,  FL,  LG  qui  fassent  des 
angles  égaux  deux  à  deux  avec  les  côtés  de  Tangle  A,  savoir 
BFG  sas  LFA  ,  et  FLA  :=  GLN-*^  Reproduisez  la  construction 
précédente  potir  lé  point  B  et  le  côté  AG,  c'est-à-dire  prenez 
CDbsBG  sur  la  perpendiculaire  BD  à  AG.  Tout  point  F  de  AG 
donne  deux  droites  FD,  FB,  également  inclinées  sut  AG  :  ainsi 
la  droite  cherchée  LF  doit  passer  par  le  point  D,  cftii  remplace 
B  dans  la  recherche  proposée-;  en  sorte  qu'il  ^e  s'agit  pfliis  que 
de  «avoir  tirer  du  point  D  deux  lignes  DL,  LG,  également  in- 
clinées sur  AN  :  il  faut  donc  encore  reproduire  la  construction 
"précédente  pour  le  point  Q  et  la  droite  AN.  Ainsi  on  tirera  DH 
perpendiculaire  sur  NA  prolongée ,  on  prendra  ID  =  IH  ;  par 
le  point  B,  on  mènera  HG  qui  donnei^a  le  point  L,  puis  LD 
qui  donnera  le  point  F,  enfin  la  droite  FB  :  donc  BR,  FL  et  LG 
rempliront  les  conditions  voulues. 

La  même  construction  représentée  fig.  43  donne  le  cc^^tour 
BFLHK.,  qui  joint  les  points  extrêmes  B  et  K  par  uibe  suite  de 
lignes  brisées  également  inclinées  deux  à  deux  sur  les  côtés 
snccessi£i  de  la  fig.  MNAG.  On  pourra  opérer  de  même  pour 
quatre  droites  formant  trois  angles ,  etc. .  • .  Ge  tracé  résOtit 
complètement  le  problème  des  bricolles  au  jeu  de  billard. 

190.  On  dit  que  deux  droites  AB ,  GD  (fig.  45)  sont  parais 
Rtes  ^uand,  situées  dans  un  plan,  elles  ne  se  rencontrent  pas, 
quelque  loin  qu'on  les  prolonge.  La  droite  ËF  qui  les  côiipè 
est  Bjpfeléé  séeante  ;  les  angles  EHB,  HID,  d'un  même  côté  de 
la  sécante,  l'un  en  dehors,  Tautre  en  dédans  des  parallèles, 
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so»^  diU  eçrresponi^ns  ;  les  angles  alternes  soot  sUués  des 
deux  côtés  de  la  sécante;  les  internes  sont  an  dedans  des  pa'- 
rallèlesy  les ^xteme^ sont, en,  dehors;  {«s  àUemes-interiies  sont, 
tels  que  AHI,  HID  de  part  eit  d'autte  de  la  «éeante,  el  entne 
les  parallèles  ;  les  aUem^S'^o^temes^  tels  que  EHB,  CIF,  sont 
aussi  d^s  deui^  cétiés  de  1^  sécante  ^  mais  eia  dehors  des  paral« 
lèles  :  dans  cçs  deux  derniers  cas,  les  angles  ont  leurs  ouver-^ 
.tures'tournéeç  en  seisus  çonjtrakes  »  et  Leui^  eomv^ts  aont  situés 
.^r  les  deux  parallèles.  Les  angles  internes  BHl,  BlD/'e^tlôs 
externes  EHB,  PID.sQnt  d un, même  ^étiiéetia^écàMe^ 

Deux  droites  AB,  CD  (fig;  4^)  ^Ont  parallbles  quAnd,  étant 
dans. Un  plan  et  coupées  par  une  sécante  ÉF,  elles  remplissent 
jf'Une  ides  cinq  conditions  suii^antes  :  *      - 

i*.  Les  angles  correspondans  égaux ,  EHB  •=  HfD;  2*  les 
angles  àltemes^internes  égaux ,  AHI  rr  HÏD;  3"  les  angles 
aliemes^extemes  égaux,  EHB  =  CXF;  4**  ^^  somme  des  an- 
gles internes  d'un  même  cÔté^  BHl-^-HID  z=:7.  droits;  5"  la 
somme  des  orales  esctemes  d'un  même  côté,  EHB'\-'DIFz=:7. 
droits. 

I*'  Cas.  EHB  =  HID  ;  car  si  lés  droites  AB ,  CD ,  se  renconr 
traient  en  0  (fig.  44)  >  ^^  aurait  un  triangle  HÔI,  où  l'angle 
extérieur  EHB  serait  >  HID  (n«  167),  contre  Thypothèse. 

a*  Cas.  AHI  =  HID  ;  si  le  triangle  HOI  était  possible,  on 
aurait  l'angle  extérieur  AHI  >RID,  contre  la  supposition. 

3«  Cas.  EBB  =  CIF;ces  angles  étant  opposés  an  sommet 
avec  les  précédens,  c'est  comme  si  l'on  donnait  AHIi;=HID. 

4^Cflw.  BHI+HÏDbs^  droits;  on  sait  (.<!*>  1167,  i*»)  que  k 
tnamgle  JHOI  ^t  aloi^  impossible. 

5*  Cas.  EHB-|-DIF=r2  droits,  comme  HID -{-DIFfeîfc 
droits  y.  ou    eu  ^OQndut  EHBaw:HïD»   qui  rentre  daas  le 

i*"^  cas. 

Doux  droiées:  ÀB.,  CD  (fig,.  4S)  perpendiculaires  à  une  troi- 
M¥méi  HM;  sont  pai-al&k^,  puisque  la  figure  remplit  les  cinq 
conditioits  ici«^esstt6.  £^  en  effet,  si  les  droites  A'B,  CD  se  ren- 
contraient en  un  point  0  (èg..44)r^H,  ÔI,  seraient  dewt  pei^ 

ï6.. 
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pendicttlaires  menées  du  point  O  sur  ËF;*  ce  qui  ne  se  fietit 
(n»i67,€*). 

191.  Les  réciproques  àe  toutes  ces  propfositiotis  sont  vraies. 
En  effet,  un  angle  BCA  (6g.  46),  quelque  petit  qu'il  soit,  est 
toujours  plus  ^rand  qu'une  bande  BGEF  formée  par  deux  per- 
pendiculaires BCj  £F,  menées  à  la  droite  CD.  Car  si  Ton  dé- 
crit du  sommet  C  l'arc  de  cerde  bd,  avec  un  rayon  quelcon- 
que, Tangle  BCA  sera  contenu  uti  nombre  fini  n  de  fois  dairs 
l'angle  droit  fiCD,  puisqu'il  sera  contenu  autant  que  l'arc  ba 
l'est  dans  le  quadrâns'Aaii.  Portons  n  parties  égales  CE,E6,... 
le  long  de  la  droite  indéfinie  .CD,'  jusqu'en  un  point  M  ;  puis 
abaif^sons  sur  CD  des  perpendiculaires  F£,HG,  .'*  NM,  en 
tous  Ibs  points  de  division.  Nous  aurons  ainsi  n  bandes  BGEF, 
FEGH,  etc.,. toutes  égales  entre  elles;  car  en  pliant  la  figure 
selon  la  droite  FE,  il  est  évident  que  les  bandes  BË,FG  se  su- 
perposeront en  coïncidence  parfaite.  Ainsi  la  surface  de  l'angle 
droit  BCD  est  formée  de  n  fois  l'angle  BCA ,  tandis  que  n  fois 

la  bande  CBEF  est  moindre  que  cette  surface,  ou.  ; 

n  X  BCA  >  n  X  BCEF ,  ou  BCA  >  BCEF. 

Ainsi  la  droite  CA  suffisamment  prolongée  doit  rencontrer 
ÊF  quelque  part  et  s'étendre  aurdelà,  puisque  la  bande  BCEF 
ne  peut  contenir  l'angle  BCÀ,  quelque  petit  qu'il  soit.  Toute 
droite  CA  qui  fait  a^eq  CD  un  angle  <  un  droit  doit  donc  coU" 
per  la  perpendiculaire  FE  sur  CD.  , 

Donc,  1°  Lorsque  deux  droites  AB^  CD  (fig.  45)  sont  parais 
Ihles,  ta  perpendiculaire  LM  menée  à  CD  est  aussi perpendi^ 
culàire  à  AB  ;  puisque  sans  cela  AB  devrait  couper  CD. 
Cela  revient  à  dire  qn^  par  un  point  L  on  ne  peut  mener 
qu'une  seule  parallèle  à  CD  j  savoir  AB  'perpendiOGilaii^ 
àLM. 

a*.  7'oute  sécante  EF  qui  coupe  deux^ pùraUèles  ABt  CD, 

fait  les  angles  correspondons  égaux  y  EHB^szHID;  les  angles 

alternes-internes  égaux ,   AHI:;=zHID  ;  les  angles  aleernes"' 

.externes ^aux y  EBBmCIF.  En  effet,  du  milieu  K  de  Kl, 

-soit  abaiissé  LM  perpendiculaire  sar  lés  denic  parallèles  (i^); 

les  deux  triangles  KIM,  LKH  seront  égaux >  à  cause  des  angles 
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dfQilsi^  Ql  M»  dai  angles  Ji  ofiposés  au  sommet;  et  de  Kl  ;:::KH, 
(c<>if»ir.);doat  l'angle  LHK.  =  K1]|I;  et  coinme  ces' angles 
sont  opposés  au^sçmmet  avec  EHB,  GIF,  ces  quatre  angles 
sont  égatix.  ' 

3®.  La  ^çnfjme  des  angles  internes,  bu  des  externes,  d\un 
mime  coté,  vaut  deux  droits  :  car  AHI+  BHI  =  2  droijK^,  et 
AHI=HID  (a"");  donc  BHI+HID=:2  droits.  De  même 
EHB  =  HID,  HID  +  FID  =  2  droits,  donc  ËHB -f- FID  = 
a  droits. 

4***  ^^  angles  que  fait  une  sécante  en  coupant  deux  parais 
tbles,  sont  égaux  quan^  ils  sonl  de  même  espèce  ,  et  supplé- 
fneniaires  quand  V un  est  aigu  et  Vautre  objtts. 

192.  Il  suit  de  là  que  i^  pouf  méfier,  par  un  point  dot^né^  C 
(6g.  47)  ^^^  droite  CD  parallèle  à  AB,^  on  pqurra  employer 
Fune  quelconque  des  six  propriétés  précédentes.  Par  exemple, 
d'un  rayon  quelconque  CB  et  du  centre  C,  on  décrira  uii 
Sive.BF;  puis  du  centre  B  l'arc  CH  :  enfin,  on  prendra 
Tare  BIxs  CH^  et  CI  sera  parallèle  biAB.  Car,  en  menant  la 
sécante  i9C,  les  angles  ABÇ^  B  CI  seront  égaiix  (n**  1J9,  3*). 
^  2^  Deux  droites  AG,  BD  (fig.  4^)  parallèles  à  une  troi" 
sième^EF  sont  parallèles  entre  elles  j  car  la  perpendiculaire  Kl 
à  EF  l'est  aussi  à  ses  parallèles  AC  et  SD  ;  celles-ci  ne  se 
rencontrent  donc  pas  (igio). 

3®.  Deux  angles  CAB,  DËF  (fig.  49)  dont  les  côtés  sontpa- 
r^^U^s ,  et,  Couverture  tournée  du  même  sens,  sont  égaux  .-  car 
prolongeant  EFen  G,  les  parallèles  AC,  ED  donnent  l'angle 
DEFszs  CGF  comme  correspondans  :  à  cause  des  parallèles 
AB,  GF,  on  a  l'angle  CQF=z  CAB  ;  donc  CAB  =  DE  F,  Si 
Ton  prolonge  un  coté  EFy  les  angles  DEl  et  BAC^  dont  l'on* 
yerture  n'est  pas  tournée  du  même  côté ,  ne  sont  plus  égaux  ; 
ces  angles  sont  supplémeus  l'un  de  l'autre. 

4*-  Deux  parallèles  AB.,  GD  (fig.  47)  sont  partout  équidis- 
tantes }  car  d^  deux,  points  quelconques  ^.et  B^  et  du  milieu  E 
de  ABy  menons  les  perpendiculaires  AC^  BD,  EFsuv  AB, 
elles  le  seront  aussi  sur  CD  ;  or,  en  pliant  la  figure  suivant  EF^ 
EB  se  couchera  sur  sou  égal  EA  ;  et  à  cause  des  angles 
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droHa»  BD  pfeêiànt  la  dJmtiàofk  jiC,  et  FÙ  se  oolichera 
sor  /TC.  Ainsi»  le  f9mtl>  lombera  sur  C;  d'oè  ACqsaBD. 

tgS.  tes //unies  de  deux  parallèles  AB^  CD  (fig.  5o)  in/cr- 
çeptées  entre  deux  autres  parallèles  BD ,  AG>  sont  égales,  car 
menant  BC,  on  a  deux  triangles  égaux  ABC,  DBC  (le  côté  BC 
est  commun  et  l'angle  ^CD  s=  ABG^  BGAsDBC,  comme  al- 
ternes^ihtemes).  Donc  ABssÇD  etBD==AC.  Le  théorème  pré-' 
cèdent  (4")  est  tm  cas  particulier  de  celui-<:i. 

Réciproquement^  si  ABssCD  et  AC  =sBD,  lès  detix  triangles 
sont  encore  égaux,  comme  ayant  leurs  trois  côtés  respective- 
ment égaux;  d'où  l'on  tire  angle  DCB=  ABC,  CDB=BACz 
donc  AB  est  parallèle  à  CD  ;  AC  l'est  à  BD. 

Enfin,  si  Ton  suppose  AB  égal  et  parallèle  à  CD,  AC  est  aussi 
égal  et  parallèle  à  BD,  parce  que  les  deux  triangles  sont  en** 
core  égaux,  etc. 

194.  Sur  le  côté  Kl  (fig.  5i)  d'un  angle  donné  IKÇ,  soit  pris 
un  point  quelconque  £,  et  mené  £D  parallèle  à  KÇ;  prenons 
K£a=KF,  et  tirons  KF.  Dans  le  triangle  isosççle  KEF,  l'aide 
EKF&sF;  mais  F=:FKC  comme  alternçs-interoes  ;  ainsi,  KF 
coupe  par  moitiés  l'angle  tKC.  De  même,  prenant  FKs^FD,^ 
l'angle  DKC  est  moitié  de  FKC,  ou  le  quart  de  IKG,  etc. 
Cette  construction  sert  à  diviser  l'angle  IKÇ  en  3,  4f  ^«  *  •  ^* 
parties  égales . 

^  _  •  _  • 

JJes  Perpendiculaires  et  Parallèles  considérées  dans. 

le  cercle,  et  des.  Tangentes. 

igS.  Tout  rayon  CD  perpendiculaire  à  une  corde  AB,  la^ 
coupe  au  milieu  E,  ainsi  que  tare  soulendu  ADB  (fig.  62), 
En  effet,  les  pbliqules  égales -<^C,  C5,  prouvent  que  i?  est  le 
milieu  de  AB  (n*i84);en  pliant  la  figure  suivant  CD  y  le 
pointa  tombe  en  J9;  AD  se  couche  sur  DBy  ainsi  D  est  le 
milieu  de  l'arc  .^Z)^. 

196.  Le  centre  C,  le  milieu  £^  de  la  corde,  et  celui  D  4e 
Varc,  étant  en  ligne  droite,  il  s'ensuit  que  toute  ligne  CD  qu.î 
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patse  pAr  deux  de  ces.  poinlSi  passe  aussi  pair  \e-3^y  et  est 
^rpendiculfûre  à  là.  corde  AJS>.  De  plns^  pukqiie  par  Uii 
poiat  C»  E  ou  Z>f  ou  ne  peut  mener  qii^'une  seule  peqpendien-r- 
kire  à  ABy  dès  qu'une  droite,  passsiut  par  Tan  de  ces.  tnoia 
points,  sera  perpendîeulàijre  à  A  Si  y  on  en  cojuclttra  qu'elle 
passe  par  les  deui^fitttves.  Donc,  de  cesgualfis  condiiùmf^éire 
perpendiculaire  à  une  corde,  passer  son  milieu,  pari»  miliau 
de-,  rare  e^pat  l(%tçemre,  dmm-éusn^  SMfftûséesM  ks  dmtataaUres 
s'ensuivent  nécessairemeuUi    .       . 

Onneuty  au  resie,  démpntreto  directement  chacun  deasÎE 
cas  compris  dans  ce  théorème^  en  le  traitant  ciomme  celi^i  .qui 
nous  a  servi  de  base.  . 

197.  Pour  diviser  un  Mrc  ADB(fig«  ^),  on  ^n  angh  ACBe» 
d^x parties  égales,  il  suffit  d'abaisser  là  perpendicuhdre  CD 
sua  la  corde  AB  (n*^  187).  Comme  par  le  mème'mpyen  dnpeuf 
de  nouveau  faire  la  bissectioa  de  chaque  moïtàé^  etc.,  on  sait 
diviser  un  arc  ou  un  angle  en  2 , 4  »  ^  •  •  *  2**  Parties  i%ales.  (  Fi(jri 
n»i94.) 

198.  Faire  passer  une  circonférenet  de  cercle  par  trois poini^ 
donnés  N,  B  et  D  (fig.  S3)«  Menons  JV!B  et  BD^  puis  les  per- 
pendiculaives  HE^  IF  sur  leurs  milieux  E  et  F,  Chacun  des 
points  de  HE  est  autant  éloigné  de  IV  que  de  J9  ;  ces  points 
jouissent  seuls  de  cette  propriété  v  ainsi  toiis  les  eetdfi9  passant 
par  le» points  iVetS  ont  leurs  centres  §ur  la  perpendiculaireJSrjSk 
de  même  pour-F/relativemait  à  B  et  D«  Donc  le  pdint  C  o& 
se  coupent  HE  et  F7 ,  est  é  la  même  distance  de  iV,  B  et  D^  et 
remplit  seul  cette  condition  t  ainsi  C  est  le  centee  du  cerck 
wUque  qui  passe  par  les  trois  points. 

Lesiperpendiculaires  F/  et  HE  ne  se  rencontreraient  pas  si 
lés  trois  points  N^BetD  étaient  en  figoe  dnoite  (n^  igt  >  1^.)  ». 
et  le  problème  serait  impossible.  Mais  dans  tout  antre  cas,  Ft 
coupera  HE^  puisque  cd  FI  i^t  HE  étaient  parallttes ,  les  droi- 
tes BN,  BD  qui  km:  sont  respectivement  perpendiculaixvs^ 
ne  feraient  qu'une  seule  et  même  lig)ie  ;  car  sans  cela  on  auiait 
deux  perpendiculaires  à  HE  partant  de  B^  jsavoir  NB  et  le 
prolongement  de  BD, 


Observez  que  }^  pe^peadkulairé  ahaUsee  sur-  le  iniiîeu  de  k 
eorde  ND,  pi^8Sp  aUsii  par-  le  point  6\  puisqu'il  est  à  la  même 
dîstance'de'iZV  et  deD\  en  sorte  que  les  trois  perpendiculaires 
doiv'ent  contourir  eu  C,  et  qii'*on  determiiie  ce  centre  en  ^ 
servatit  de  deu^  quelconques  des  trois  4:oMes  NJf^  BB,  ND. 

«DotiCy  ']  ^  deilx  cercles  ne  peuvent  avoir  tm»  points  coinmuni^ 
sanssecéilfo^dte.     '         '     '  «  J^'         .    .^    ; 

sl^•Il  «Bt  fadledetrogaver  te  centre  d'un  cercle  odi^d'un  arc 
donné  :  il  suffit  d'y  marquer  ^ois  points  iV,i^etJ9,Vrt  de  faire 
la  cènstncetton  qu'on  vient  d'indiquer.  s 

199»  Une  droite  ne  peut  couper  ua  cercle  en  pfais  ae  deux 
points,  puisque  s'il  y  avait  trois  points  communs,  en  y  me<- 
nantdes  l'ayons,  on  aurait  trois  obliques  e'gales  (n^  164 ,  3^); 

'Une  ligne  7*0 (fig.  54)  qui  ne  rencontre  le  cercle^ qu'en  un 
point  F  s'appdle  Tangente.  Le  rayon  GF  e^t,  perpéhdieuUUre 
à  la  tangente  enF  i  ci^r  tout  autre  point  G  de  cett&  tangente 
ëtant^bors  du  caocle,  CG  e^t  >  €£=  CF;  donc  6"-^  est  la 
plus  courte  distance  do  C  à  TG^  c'est-à'-dire  que  CFest  per- 
pendiculaire k  TG  (n*»  184,  I*).' 

Réciproquement;  si  TG  est  perpendiculaire  au  rayon  CF> 
cette  droite  TG  est  tangente  au  cercle.  Car  tout  oblique  CG 
étant  >CF,  tout  autre  point  G  dé  VG  est  liors  du  cerde.  « 

Ainsi,  pour  mener  une  tangente  en  F  au  cercle  CA^  il  Caïut 
mener  le  rayon  ÇFet  sa  perpend.  TG  (n®^  i88etai2, 1)» 
■  200.  Étant  donnés  deux  points  (fig.  55),  l^^un  en  A  sur  la 
droite  AT,  r autre  en  B,  cherchons  le  cercle  ABT  guipasse  eh  A 
et  B9  eiqui  touche  la  droite  AT/  jiB-  étant  une  4:<Mrde,  &B 
perpend.  sur  le  milieu  de  AB-  contient  le  centre  C;  ce  centce 
est  aussi  sur  ^G perpend.  kAT-j  donc  il  est  à  l'intersection  C 
Ainsi  menant  les  perpend.  GAk  AT^  et  FE  au  milieu  de  ABy 
le  point  C  de  section  sera  le  centre  ;  le  rayon  sera  AC.        -    ^ 

201 .  Les  arcs  AU,  BE  (fig.  54)  compris  entre  deux  cordes 
parallèles  AB,  DE,  sont  égaux.  Qbx  soit  le  rayon  CF  perpend. 
à  ces  deux  cordes;  on  a  (n**  igS)  l'arc  AFzzLBFti  DF^xsFE; 
eîi  soustrayant,  il  vient  AD::=^EB,  Les  deux  cordes  peuvent 
f  ncore  comprendre  en^re  elles  le  centre  C  ;  telles  sont  AB  et 
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iySf\  oû  a  alort  AF^FBy  D'F'::rzF'E^'y  en  soustrayant 
cesdéicix  équations  de  la  demi-circonf-  FAF'z^zPBPy  il  vient 

La  même  chose  a  encore  lieu  pour  une  cprde  AB  et  la  tan- 
gente TG  <{ui  lui  est  parallèle  ;  car  le  rayon  FC  nfené  au  point 
de  contact  F,  étant  perpend.  à  la  tangente,  Test  aussi  à  AB\ 
donc  AF:s=zFB. 

Des  Intersections  de  Cercles. 

202. 31  deux  Circonférences  G,  G^  (fig.  56)  ont  unpoini  A  com-^ 
wnunsurla  ligne  (Xj  qui  coniierU  les  centres ,  elles  ne  se  rencon- 
trent en  aucun  autre  point  :  car  en  un  point  quelconque  H  de 
Fane  y  menons  CH  et  CH^  nous  avons  CC  ou  CA^^-AC 
<CH  +  îàO%  ôtant  les  égales  CA  et  CH,  il  reste  AC<BCi 
le  point  iE^eat  donc  liors  de  la  circonf.  C  Si  les  centres  sont 
en  C  et  C"  d'un  même  côté  .du  point  commun  A^  on  à  CHr 

ouC^<  ce  ^C'H^y  et  retranchant  CC\  il  reste . 

CAK^  CHy  le  point  ^Test  donc  hors  de  la  circonf.  C  * 
'  La  perpend.  AT  sur  CC  au  point  ^,  est  tangente  aux  deux 
circonf.  qui  se  touchent  en  A, 

Mais  si  les  deux  cercles  CetC  ont  en  M.  un  point  commun 
(fig.  59)  hors  de  la  ligne  qui  joint  les  centres,  ces  cercles  se 
coupent.  Menons  ilfiV^  perpend.  sur  CC;  et  prenons  NJ^=:IM* 
Les  obliques  égales  Cllf  et  CN  prouvent  que  N  est  un  point  de 
la  circonf.  C;  A^  est  aussi  sur  la  ciixonf.  C,  car  CM=:z  ON* 
Donc  ces  circonf.  ont  un  2*  point  commun  en  N.  Un- S*  p^Hul 
commun  serait  impossible  (n^  198). 

Don^  ^  1^  «I  les  pirconjërences  dont  qu'un  seul  point  corn-- 
mùn,  il  est  situe  sur  la  ligne  qui  joint  les  centres,  et  récipro- 
quement :  en  outre,  la  distance  {les  centres  est  égale  à  la  somme 
ou  à  la  différence  des  rayons;  carona(&^.  56)  CC=:CA+CAy 
ou  CC:=:CA'^  C'Aj  suivant  que  l'un  des  cercles  est  extérieur 
ou  intérieur  à  Vautre. 

2®..  Si  les  cercles  se  coupent,  la  ligne  qui  joint  les  centre ?> 
çs,t  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  la  corde  commune.  l>ç 
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p\us^  la  diêUmee  âôs  centres  est  moinuttie.  que  fa  somme  des 
répjrons,  et  plus  grande  que  lewr différence fi^^x  otiairisiblettlaiit 
(fig.  57)  ce  K^CM-f  CM  et  CC'\-C'M>CMiw. ..... 

OOCM^OM. 

3^.  Enfin,  si  les  cercles  n'ont  aucun  point  commun,  la  dfs^ 
tanée^  des  centres  est  plus  petite  que  la  djtfférence  des  ruions 
ou  plus  grande  que  leur  somme,  suivant  que  led  cercles  sont 
ou  ne  sont  pas  compris  Fun  dans  l'autre;  car  on  a  (fig.  58) 
CD^DO—CA^AO,etCC:z::CA+CB^AB. 

On  conclut  de  là  que  D  étant  la  distance  des  centreSyjR  et  r 
les  rayons,  on  a,  lorsque  les  circonférences 
se  coupent, i. •.•••...   D  ^  R  -^  r  et  D  "^  fl— •  r 

-         f  extérieOrement, •.' ••,....  D  bs  R  -f-  r 

se  touchent  1    .  , .  .        -,  r^         » 

t   intérieurement •  • .   D  s*=  R  —  r 

n^ont  aucun  point  commun  (  extérieurs. ....  D  *^  R  +  r 

et  sont  Fun  à  Vautre  \   intérieurs» .  • . . .  D'^  U  -—  r 

ao3.  La  re'ciproque  de  chacune  dô  ces  propositions  e^t  éga^ 
lement  vraie.  Si,  par  ex.,  on  a  &  la  foisl^  <^  R  -f.  r  et  >  jR-^r,. 
les  deux  circonf.  se  coupent  ;  car,  i**  si  elles^se  toucbaient  on 
aurait  D^ssR^r^  ou  =si{ — r;  et  si  elles  n'avaient. aucun 
point  de  section,  D  serait  ^  /î  -f  r,  ou  <iî •— r. 

De  même,  si  i^o&fl^-r,  les  cercles  se  touchent  Qi;tçneure^ 
ment}  car  si  icela  n'est  pas,  il  faut  admetti^  l'un^  des  quatre, 
autres  dispositions.  Or,  s'ik  se  coupent,  on  a  Z>  ^/î  *f-  r,  ce 
qui  est  contraire  à  la  supposition  ;  a**  s'ils  se  touchent  inté- 
riettrement,  on  a  Z)ss:/{«^r,  ce  qui  ne  peut  être,  puisque 
b  =  B+r,  etc.  (*). 

9o4'  Quand  on  connaît  les  centres  et  les  rayons  de  deux  cer- 
cles^ pour  s'aasurer  s'ils  se  coupent,  ou  se  touchent >  etc.. 


.•• 


t 


{*)  £b  général ,  Jonqa'oa  a  prévu  ton»  lea  ois  ppssilileB  d^un  «ystèi^e,  et 
que  chacun  comporte  des  conditions  qui  ne  peuvent  coexister  avec  celles  que 
donnent  les  autres  cas,  les  réciproques  ont  lieu,  et  se  démontrent  comnie  on 
vient  de  le  voir  ;  c^est  ce  qu'on  remarque  dans  la  théorie  des  obliques^  no  184, 
ainsi  qu'an  110*209,  etc.  *  •        ^ . 


ïlm*e9t  donc  pas  nécessaire  de  décrire  les  cirçcMUrf .  ;ilfiiiBra  d^i-r 
jouter  et  de  soturtrake  les  rayons,  et  de  cow^àtet  les  résiiUats 
à  fat  distance  des  centires,  pour  décider  auquel  des  cinq  cas  pos-* 
âbles  là  figure  yaroposée  se  doit  rapporter. 

Étant  donnés  deux  point8>  Tun  en  A{ûç.  55),  sur  un  cercle  C, 
etrautre  en  Bj  pour  décrire  une  circonf.  qui  passe  parées  points 
^et  B  et'touche  ce'  cercle  C^  en  ^,  on  mènera  la  tangente  ATj 
et  le  problème  sera  rameàé  à  celui  du  n*  aoo. 

I  Des  Triangles. 

so5.  La  sçmme  des  trt>îs  angles  de  tout  triangle  A  BC  vaut  deux 
droits  (ûf^.  59).  Prdlongeons  en  CD,  l'un  des  côtés  AG  du  trian- 
gle ABC,  et  menons  CF  parallèle  à  AB;  les  trois  angles  en  C 
sont  ceux  du  triangle;  carFGDssA  comme  correspondants; 
BCFsssB  comme  alternes-internes  :  ajoutant  ces  équa- 
tions, FCD+BCF,  ou  BCD=A+B  ;  ainsi  l'angle  extérieur  B  CD 
f  un- triangle  ABC  es  via  sonùne  des  deux  intérieurs  opposés  A 
et  B  (ce  qui  généralise  lef  théorème  n"*  167}.  On  a  donc:  •  • . 
A  +  B  +  C  =2  droits. 

Si  Fôn  fait  (fig.  60)  Tangle  MONssA,  MOLœB,  LOKa=:C, 
la  ligne  OK  serale  prolongement  de  NO.  Cette  construction  fait 
connaître  Pùn  des  trois  angles  d'un  triangle,  quand  les  deux 
autres  sont  donnés. 

Concluons  de  là  que^  1^  deux  triangles  qui  ont  deux  angles 
respectivement  égaux,  sont  équiangles. 

2^.' Un  triangle  peut  avoir  ses  trois  angles  aigus,  mais 
il  ne   peut  avoir  qu'un  seul  angle  droit  ou  obtus.  (^^^* 

n«i67,V.y  ,./ 

3**  Les  deux  angles  aigus  d'un  tris^ugle  rectangle  ABC  (fig:  61  ) 
aontcoioplémeBtaires,  B-f-.Css  un  droit  D. 

4^.  Quand  la  ligne  BC  tourne  sur  le  point  B  pour  s'écarter  do 
la  perpendiculaire  Bà,  e<  devient  BC^  l'angle  ABG  croit,  et 
l'angle  G  décroît,  la  sompie  de  ces  àkiglcs. aigus  restant  lour 
jours  x=P« 


i 
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9*.  Les  Urtiis  a,ngl^  d'un  triangle  ëqiâUtAnil  étant  «égnux 
(n**  164 )»  ^baiciMi  amitiés  deux  tiers  d'androit.  . 

6^.  Dans  un  triangle   isoscèle  ABC  (fig.  i5)y  A-ssR    et. 
A+B+C=2D;  donc  2A+G»2D,  A?»©— iC ,  C=?a  (Dr-rA)  :^^ 
il  suffit  de  connaîtra  un  seu)  des  angles  pour  trouver  les  deux 
autres, 

9®.  Dçtisç  angles  dont  lfiic6iés,sont  respecUvcmentperpendir 
culaircs  sont  égaux  s'ils  sont  de  même  nature,  aontme. BAC,, 
ff  A'C  (fig.  62)/  ils  sont  supplémentaires  si  l'un  est  aigu  et 
Poutre  obtus,  tels  que  BAC,  C A!  0\  Car  en  prolongent  A'B' 
et  A'C,  en  D  et  D',  jusqu'à  leur  rencontre  avec  AB,  ÂC,  qui 
leur  sont  perpendiculaires  ,  les  triangles  rectangles  APF, 
A^D'F  ont  l^s  ajQrglea  A  et^  A'  ég£^uX|  çomn^e  compléments. des, 
angles  égaux  c»i  ï". 

8'.  Quand  deux  droites  AB,  GB  (fig.  63)  vont  çonçoupr  en, 
un  point  éloigné  ou  inaccessible  B,  on  peut  trouver  l'angle  B 
sans  le  mesurer  actuellement,  «oit  en  menant  DE  parallèle 
à  BG,  qui  donne  B= ADEJ;  soit  en  tirant  une  droite  quelcon*. 
que  AG,  mesurant  les  angles  A  jet  G,  et  prenant  le  supplément 
de  leur  somme  A-f-  G,  ainsi  qu'on  l'a  fait  ci -dessus. 

206.  Un  triangle  est  déterminé  lorsqu'on  en  connaît,  1®  Deux 
côtés  m  et  n  et  V angle  Jk  quhils  fçrment  (fig,  1.8);  on  feni 
(n^  177,  Z^),  un  angle  k^r^hj  et  sur  les eô.tés  indéfinis  AGr,  AH,, 
on  prendra  AG  =  m ,  AB  =  n;  enfin  on  tirera  BG. 

2°.  Vn  côté  n  et  deux  angles  k  et  l  adjacents^  sur  l'un. des 
côtés  indéfinis  ba,  bc  d'un  angle  a=lcj  on  prendra  ab=:^n'^ 
on  mènera  bc  faisant  l'angle  b  =  ly  le  ti'iangle  demandé 
sera  ofrc. 

3**.  Un  côié.n,  un  angle  k  adjacent^  et  un  angle  i  opposé:  On 
cherche  d'abord  le  3*  angle  (n"*  2o5)  qui  est  adjacent  au  côté  /?; 
on  connaît  l'angle  A:,  et  on  retombe  sur  le  cas  précédent. 

4®.  Trois  côtés  m,  n;p)  on  prendra  (fig.  57)  CG^^rr  m,  et  dès 
centres  Cj'C,  avec  les  rayons  GM=sn,  C'M=/?  on  déci^ra 
deux  circonférences.  Les  intersections  M,N  déterminent  les 
deux  triangles  égaux  GMC%  CNf/,  qui  résolvent  k  problème. 
Les  deux  cercles  ne  se  coupent  qu'autant  que  ?wt>  n^^p^ 


et<n4-/»;  sans  cetié  double  condflio^y  le  tmogle  ne  peut 
exister  (  n^  202)  • 

207.  Construire  un  triangle  ABC  (fig:  64)  dont  on  connaît 
deùxcSiés  a,  c,  et  V angle  K  opposé  à  a?  Faites  l'angle  BCArmK  ; 
sur  Fan  des  cdtës  indéfinis,  prenez  CB  2: au  côté  adjacent 
donné  a  ;  le  côté  opposé  c  devra  se  placer  connme  BA  pour  fer- 
mer  le  triangle.  Or,  du  centre  By  avec  le  rayon  BAtszCy  dé- 
crives un  cercle  -^-«^f'  ;  les  points  A\  A  de  section  avec  le  côté 
A  Cy  déti^rmitierôntles  triangles  ÀBC\  A'BC^  qui  satisfont  tous 
deux  à  la  question  ;  on  a  dbnc,  eu  général,  deux  solutions ^il^C, 
A'BC  ;  mais  il  faut  distinguer  cinq  cas.  • 

f  **.  Si  le  rayon  c  du  cercle  est  plus  petit  que  la  perpend.  BV , 
c  <[  BDy  le  cercle  ne  coupe  pas  AC^  et  le  problème  est  im- 
possible. 

2^.  Si  ce  rayon  égale  la  perpend. »  cz=zBD,  l^arc  est  tangent 
en  un  point  Z>,  et  le  triangle  rectangle  CBD  satisfait  seul  à  la 
question.  Donc  un  triangle  rectangle  est  déterminé  par  deux  de 
ses  côtés;  et  deux  triangles  rectangles  sont  égaux,  quand Thy^ 
poténuse  et  un  côté  sont  respectivement  égaux. 

y.  Si  le  rayon  e  est  >^£>  et  <:^  CB  s=s  «,  les  obliques 
BA^^BA*  sont  ^  BC  ^  et  par  conséquent  situées  d'un  même 
côté  -Ûe  BCXp?  i84)  ;  les  triangles  ABC^  A'BC  sont  l'un  et 
Taatre  conformes  aux  conditions  du  problème  ;  ce  sont  les  deux 
solutions.  Remarquons  que  A  est  supplément  de  l'angle  CA'B^ 
puisque  le  triangle  isoscèle  ABA*  a  l'angle  A  =  BA! A  \  ainsi , 
l'un  de  nos  deux  triangles  est  acutangle,  Fautre  obtus  angle. 
Si  Ton  savait  d'avance  que.  le  triangle  chèrclié'  a  ou  n'a  pas 
d'aujgle  ob(u»,  Tune  de  çc(s  ^solutions  se  trouverait  exclue. 

4**.  Si  c  ^  a,  ou  BA  ^  BCy  les  points  A  et  A*  tombent  des 
deux  côtés  de  BC  (fig.  65)  ;  on  n'a  donc  qu'une  solution  ABC. 

5^«  KouB  avoils  jusqu'ici  supposé  que  l'angle  donné  K^x^A 
est  aigu;  sll  est  obtus ^  tel  que  i9^C,  la  même  construction 
sert  encore  à  donner  la  solution !^^C (fig.  64),  qui  est  unique, 
parce .^ue  le  triangle  ABCm^ymt  cpuveiiir  à,.la  questiofi.  Ob- 
servez quiele  côté  c  opposé  ii  l'an^lQ  obtttS££f<fkii^  étire  le  plus 
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:fgt9Lïiàf  et  que  si  Toa  edt  âonné  c<^a^  le  problime  eôi  été 
absurde. 

Deux  triangles  qui  ont  deux  côtés  respecii^^emerit  égaux,  et 
un  angle  égal  opposé  à  Vun  de  ces  côtés ,  sont  donc  égaux  quand 
ils  sont  de  même  nature  (l'un  et  Tàutre  rectangles ,  ou  acutan- 
gles ou  obtusangles)  (^). 

208.  Les  cordes  égales  CD,  AB  (fig.  66)  sont  à  égales  dis^ 
tances  du  centre  0.  Menons  les  perpend.  G/,  OK;\es  triangles 
rectangles  OCJ,  OAK  sont  égaux,  à  cause  de  CI  çt  AK  qui 
«ont  des  moitiés  de  cordes  égales.;  donc  0/=  OK. 

Réciproquement,  si  lO  zss  OK,  les  triangles  sont  encore 
égaux;  d'où  CDr=LAB. 

Si  par  un  point  donné  M  ou  J,  intérieur  ou  extérieur  au  cercle, 
on  veut  mener  une  corde  CD  de  longueur  donnée,  on  la  portera 
arbitrairement  en  AB  sur  la  circonf.  ;  puis ,  menant  la  perpend. 
ÔKy  et  traçant  le  cercle  KJ ,  la  corde  cherchée  sera  tangente  â 
cette  courbe.  Ainsi ,  il  restera  à  mener  trette  tangente  par  le 
point  M  (n*  21^,11),  et  on  aura  les  deux  solutions  du  problème. 

209.  De  deux  cordes  inégales  AB,  CD  (fig;  63),  la  plus 
grande  AB  est  la  plus  proche  du  centre  0.   Car  on  a  l'arc 

.  AEB'^CFD  (h*  180)  :  prenons  l'arc  AE  :=:  CD^  la  corde 
AE  sera=CP,  et  à  la  même  distance  du  centre  O;  d'où 
ÔLsszOI.  Gommé  AE  tombe  en  dessous  de  AB^  on  a 
Or^OG ^  et  par  copséquent  >  OK. 

Réciproquement ,  si  OÎi>  O/f ,  la  corde  CD  est  <iA'B\  car 
autrement  on  aurait  CD  =  ou>  AB^  à* oh.  l'on  concliirait 
ÔL  =  ou  <  OK ,  par  la  proposition  directe  (noté  n®  2o3). 

210.  Résolvons  maintenant  quelques  problèiùés. 

I.  ïnscrire  un  cercfe  (fig.  68)  étansun  triangle  A^BC  j  t*ést-à- 


(«)  En  véMi^itiilaiit  t<ml  loa  «as  d^<4fHlité  du  triungle»,  en  pas*  dire  que 
^Igfgx  triâ9gks  4Wt  igpMx  .lors^'ils  ont  trois  ,de*  parties  jqui  les  com- 
posent respectivement  égales;  mais  il  faut,  i».  exclure  le  cas  de  trois  i^nglcs 
donnés  ;  s®*  exiger  que  si  Ton  u  deux  angles  donnés ,  ils  soient  placés  de  même 
à  regard  du  eâté  donné  ;  V^,  enfin  som^ntëndre  que  8%  ont  deux  cdtés  égaux 
^  ifn  Âttglftiégal^ppdséài'km >>le«  triâm^  soiont  de  mêmeiialHfB. 
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dire  itûcer  ^ne  ^irconfSremiç  de  cet^k  qui  siffk  Umgehte  'Aux 
trois  cétés.  Ce  problème  revient  à  trouver  un  point  O  iaHé» 
rieur,  qui  soit  à  égale  distance  des  trois  côtés  du  triangU  ABC) 
car,  si  les  perj^nd.  OEy  OD^  OF  MaX  ^ales,  le  «erde  décrit 
du  centre  O ,  avep  le  rayon  OE^  serA  tangent  aux  troî»  tbiéH 
(û*  tgg). 

tlherchôns  d^abord  un  point  o  à  égale  difstatiee  dés  deux  cAtés 
ACj  KiiB  ;  menant  Jo^  le^  perpend.  égales  ^>tf^  of  âonnèfit  les 
triangles  rectangles  ^aiix  JieOf  Aûf(n^  207,  a**.)*  ïioniB  jto 
divise  Tangle  A  en  deux  parties  égales. 

Réctproquement ,  si  la  droite  ^o  coupe  Tangte  A  en  deux 
parties  égalés,  tout  point  0  de  cette  ligne  donne  les  deus  pèr-* 
pendîculaires  égales  oe,  cf. 

Donc ,  tous  les  points  de  1a  ligne  ^Osont  à  même  ^istaiice 
de  AB  que  de  AO^  et  led points  de  cetteligne  jouissent  %euls  de 
cette  propriété  ;  en  sorte  que  AO  eât  U  Ueu  de  tous  les  centves 
des  cercles  làngens  à  ces  deux  côtés,  et  que ,  par  conséquent , 
le  centre  cherché  est  l'un  des  poitits^de  AO.  Gé  centre  doit  aWâ, 
par  la  même  raison,  se  trouver  sur  la  droite  Oi9,  qui  divise 
.l'angle  B  eh  deux  ^parties  égales  ;  it  sera  donc  à  leur  Intersec* 
tion  O,  qui  non-seulement  sera  à  égale  distance  des  trms^ côtés 
du  triangle  ^  mais  encore  qdi  jouira  seul  de  cette  propriélé:  Me- 
nonis  la  droite  OC  ;  elle  divisera  l'angle  C  en  deux  parties  égales, 
puisque  les  deux  triangle^  rectangles  ECQ^  DCO  ont  l'hypo* 
ténuse  commune  et  un  côté  égal ,  OD  s=s  OE. 

Gdncluons  donc  de  là, 

i*.  Qu'on peui  ihstHre  un  cercle  déms  tout  triangtp; 

"i?.  Qu'on  n'en  peut  inscrire  qu'un  seul) 

3*.  Que  le  centre  est  situé  à  Vimersection  de  deux  lignes  qui 
divisent  en  parties  égales  deux  des  angles  du  triangle; 

4*.  Que  la  droite  menée  de  ce  centre  au  3*  angle,  cOMptpt»* 
reniement  cet  angle  en  parties  égales. 

Soit  p  le  contour  ou  Périwihtre  du  triangle  (fig.  68);  comme 
on  ai  AFzrtAÊ,  BFz^BD,  CE^'CD,  on  en  tire,.»,.' 
/>=2-/^F+2J5D+2CZ>,  onp^^AF+nÊCià'aà 

AFi=z\p^BC=AE=\{AB  +  AC—BCy 
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Il  eai  donc  aisé  de  trouver  les  points  Fj  E^  et  par  saîte  Df 
piaiiK|ae  CÈ=CD;  on  pourra  résoudre  le  problème  en  Csiisant 
passer  une  ciroonf.  tangente  aux  trois  côtés,  en 77,  Ej  F. 

II,  Décrire  un  cercle  (fig.  52  )  dans  lequel* deux  droites  don- 
nées AB^ssim^  ADssnj  soutendent  des  arcs  doubles  Tun  de 
Tautre  ?  Gomme  le  triangle  ADB  doit  être  isoscèle ,  après  avoir 
tiré  AB  s=:  m ,  on  décrira  des  centres  AetBy  avec  le  rayon  n , 
des  arcs  qui  détermineront  le  point  D  et  le  triangle  v<^^Z>, 
auquel  il  ne  s'agira  plus  que  de  circonscrire  un  cercle. 

III.  Construire  le  triangle  rectangle  BAC(û^.  69),  dont  un 
côté  AB  de  Tangle  droit  et  le  périmètre  BE  sont  donnés? 
PiiisqueSC+  CA^ssAEy  élevons  en  A  IsLf  et  fend.  A  D=^AEi 
nous  aurons  BC:=^CDj  et  le  triangle  BCD  sera  isoscèle;  ainsi , 
CI  perpend.  au  milieu  de  BD  donnera  le  point  C 

.  IV.  Par  un  point  /  (6g.  Sg),  mener  dans  l'angle  BCA 
une  droite  AIB  qui  forme  le  triangle  isoscèle  ABC^  savoir 
AÇ-=^BCj  et  Yw.^e  A^B.  L'angle  extérieur  BCD  étant 
^szA  +  B  (n®  2o5)  ss  2^,  si  l'on  mène  CF  qui  coupe  par 
moitiés  l'angle^  CD,  FCDsetdiz^A,  et  CF  parallèle  à  ^^. 
Donc,  il  &ut  tracer  CF^  et  par  le  point  donné  /  mener  AIB 
parallèle  à  CF. 

V.  Par  un  point  donné  A/  (fig.  66) ,  mener  CD  telle ,  que  la 
partie  dD  interceptée  entre  les  deux  circonfér.  concentriques 
DBj  4&  soit  de  longueur  connue  /?  Si  CD  est  la  droite  cher- 
chée, toute  corde  AB  =  CD  est  à  la  même  distance  du  centre, 
ou  KO  =  O/,  KB  =  /D,  Kb=Id;  puis  Bb  =:  Dd  =  L 
Qu'en  un  point  quelconque  B  on  porte  la  longueur  làeB  en  b, 
entre  les  deux  circonfér.;  qu'on  mène  la  droite  bB  prolongée 
en  A }  enfin,  qu'on  trace  le  cercle  OIK  tangent  à  Ab,ï\  le  sera 
aussi  à  la  droite  cherchée  CD  ;  il  ne  s'agira  plus  que  de  mener 
par  le  point  M  une  tangente  CD  à  ce  cercle  IK  ;  ce  sera  la 
droite  demandée. 

YI.  Construire  un  triangle  recUngle  BCD(ûq.  64),  dont  on 
connaît  l'hypoténuse  J9C,  et  la  somme  ou  là  différence  des 
côtés  CD  y  BD  de  l'angle  droit?  Soit  ADs^  ÔD  =  A'D;  les 
triangles  rectangles  isoscèles  BAD,  BA'D  ont  les  angles ^^  et  A' 
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égaux  à  la  moitié  d'un  droit  (n"2o5,  3*.)-  Dans  le  triangle  BAC 
ou  BAC^  outre  ÛC,  onconnaîl  donc  l'angle  A  ou  A ,  et  le  côté 
AC  ou  A'C,  et  il  aisé  de  décrire  ce  triangle.  Sur  la  base 
AC  ou  AC^  on  tirera  AB  ou  AB  sous  la  direction  d'un  demi- 
angle  droit;  du  centre  Cy  et  avec  le  rayon  CB^  on  tracera  un 
cercle  qui  coupera  AB  ou  AB  au  sommet  B  (  il  y  a  en  général 
deux  points  d'intersection  ,  et  par  conséquent  deux  solutions 
n^  207  )  ;  41  restera  ensuite  à  abaisser  la  perpend.  BD  qui  ter- 
minera le  triangle  demandé  BCD. 

Mesure  des  angles  dans  le  cercle. 

211  .Nous  connaissons  la  mesure  des  angles  dont  le  sommet 
est  au  centre  (n^  181);  cherchons  cette  mesure  lorsque  le  sommet 
est  situé  d'une  manière  quelconque  ;  et  d'abord  examinons  le 
cas  où  l'angle  est  formé  par  deux  cordes ,  le  sommet  étant  sur 
la  circQuf.;  on  dit  alors  que  l'angle  est  Inscrit  :  il  a  pour  mesure 
la  moitié  de  l'arc  compris  entre  les  côtés, 

1°.  Si  l'un  des  côtés  AD  de  l'angle  GAD  (fig.  70)  passe  par 
le  centre  C,  en  menant  EF  parallèle  à  AGj  on  a  GE=:iAF 
(  n®  20 1  )  ;  mais  aussi  ED  =  AF^  à  cause  des  angles  égaux  A  CF 
etpCE'fdimsi,  E  est  le  milieu  de  l'arc  GD,  et  l'angle  ECD  ou 
son  égal  GAD  (  n^  1 82  ^  4"^  )  >  ^  P^^^  mesure  ED  ou  la  moitié  de 
l'arc  GD. 

2°.  Si  le  centre  C  est  entre  les  côtés  de  l[angle  BAG^  en  me- 
nant le  diamètre  AD  y  les  angles  BADy  DAGay  ant  pour  mesure 
les  moitiés  de  BD  et  de  DG ,  la  somme  »  ou  la  moitié  de  l'arc 
UDG^  est  la  mesure  de  l'angle  BAG. 

3".  Si  le. centre  C  est  hors  de  l'angle,  comme  pour  ^^^ ,  on 
a  de  même  \  HD  et  l  BD  pour  mesures  des  angles  HAD,  BAD; 
en  retranchant,  on  trouve  ^  HB  pour  mesure  de  l'angle  HAB, 

4**-  Enfin,  s'il  s'agit  de  l'angle  TABj  formé  par  une  tan-^ 
gente  AT  et  par  une  corde  AB^  le  diamètre  AD  est  perpend. 
sur  ATf  l'angle  TAD^  a  donc  pour  mesure  le  quadrans  ou  la 
moitié  de  l'arc  AHBD  ;  celle  de  BAD  est '-BD  ;  la  différence  de 
ces  aires  est  ^  AHB,  mesure  de  l'angle  TAB. 

T.  1.  17 
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Réciproquement ,  si  un  angle  BAG  a  pour  mesure  •;  BG ,  te 
sommet  A  est  sur  la  circonf.;  car,  si  ~  BG  pouvait  mesurer  l'an- 
gle BIG ,  on  formerait  l'angle  BÀG  qui  aurait  même  mesure , 
d'où  BlGssBAG,  ce  qui  nese  peut  (d?  171). 

Prolongeons  en  K  le  côté  HA  de  l'angle  HAG  ;  la  moitié  de 
l'arc  G  AH  est  la  mesure  de  l'aagle  KAGj  puisque  KAG  est 
supplément  de  l'angle  HAG. 

On  verra  aisément  que 

5*.  Vaûgle  BAD  (  fig.  7 1)  inscrtl  dans  le  demi-cercle,  est  droit, 
car  il  a  pour  mesuré  la  moitié  de  la  demi-circonférence. 

6*.  Tous  les  angles  inscrits  ^,  Cj  D^. . .  (fig.  72),  qui  s'ap- 
puient sur  le  même  arc  BE ,  ayant  même  mesure,  sont  égaux. 

7*».  Si  un  angle  BAE^  de  grandeur  fixe ,  se  meut  de  manière 
que  ses'  côtés  passent  sans  cesse  l'un  en  B ,  l'autre  en  £ ,  le 

sommet  prenant  successivement  les  positions  ^,  C,  D^ 

décrira  la  circonf. 

^12.  On  résout  divers  problèmes  à  l'aide  de  ce  théorème. 

I.  Abaisser  une  perpendiculaire  AD  (fig.  71)  à  V extrémité 
iïune  ligne  AB  sans  la  prolonger.  Puisque  l'angle  A  doit  être 
droit ,  toute  ligne  BD  doit  être  le  diamètre  d'un  cercle  passant 
en  A  (5*.).  On  décrira  donc,  du  centre  quelconque  C,  un  cercle 
qui  passe  eu  A  ;  puis  par  le  point  B  où  ce  cercle  coupe  AB  y 
on  mènera  le  diamètre  BD^  qui  donnera  le  point  Z>;  DA  sera 
la  perpend.  cherchée. 

ir.  Par  un  point  extérfeurJ)  (fig.  78)  mener  une  tangente  AD 
au  cercle  CAB,  Puisque  l'angle  CAl>y  'formé  par  la  tangente 
et  le  rayon  y  doit  être  droit,  cet  angle  est  inscrit  dans  le  demi- 
cercle  dont  CD  est  le  diamètre  (5**.).  On  décrira  donc  cette  cir- 
conf. CADB\  elle  coupera  le  cercle  proposé  CAB  slu.  point 
de  contact  A.  On  aura ,  outre  la  tangente  ADj  une  autre  so- 
lution BDj  et  il  est  prouvé  que  ces  deux  lignes  satisfont  seules 
à  la  question. 

III.  Partager  r  angle  quelconque  ACB  (fig,  74)  en  trois  parties 
égales.  Traçons  du  sommet  de  cercle  JFAB;  concevons  la 
ligne  AO  tracée  de  manière  à  former  l'angle  0==^  ACB.  L'an- 
gle ACB  est  extérieur  au  triangle  ^OC,  d*où  30  -0  +  OAC\ 
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et  OAC:=aol  O.  Mais  menant  le  rayou  FC^  le  triangle  isoscèle 
Fu^C  donne  OACt=sAFC;  or  l'angle  AFC,  extérieur  au  triangle 
OFC,  esl=0+FCO=O^C=aO  :  il  en  résulte  que  l'angle 
FCO=iOf  et  que  le  triangle  f'CO  ^st  isoscèle  ;  OF=s  le  rayou  . 
CP  du  cercle. 

Le.problème  proposé  consiste  donc  à  sàroir  mener  la  droite 
u40  telle,  que  la  partie  extérieure  OF  sdit  égale  au  rayon  ; 
Tangle  O  sera  le  tiers  de  Tangle  ACB^  l'arc  BG  ou  F/  le 
tiers  de  l'arc  AB,  Mais  il  n'appartient  pas  à  la  Géométrie  élé- 
mentaire dé  donner  des  moyens  de  mener  cette  droite  AOt 
comme  dn  n'y  traite  que  deft  propriétés  de  la  ligne  droite  et  du 
cercle  ,on  n'y  emploie  aussi  que  la  règle  et  le  compas;  on  terra 
d'ailleurs  des  moyens  d'opérer  la  trisection  de  t angle ,  ce^qu'oii 
ne  peut  faire  ici  que  par  tâtonnement. 

IV .  Décrire  un  cercle  qui  passe  en  deux  points  donnés  B^  E 
(fig.  7$),  et  qui  soit  tel ,  que  les  angles  O  inscrits  soient  égaux  à 
un  angle  donné  A'y  c'est  ce  qu'on  appelle  décrire  sur  une  droite 
BEy  un  segment  capable  de  V angle  A.  La  tangente  en  È  fera 
aussi  l'angle  BEKz=zAt=.  O  (n*  21  i,  4*);  «i  donc  on  mène  la 
droite  KEI  telle  que  l'angle  BEK  soit=^,  elle  sera  tangente.  La 
question  est  donc  réduite  à  faire  passer  en  i?  un  cercle  tangent 
à  KIqxl  point  ^  (n®  204  ).  On  élèvera  les  perpend.  CE  k  Kly 
et  CG  sur  le  milieu  de  BE]  C  sera  le  centre. 

Cette  construction  est  souvent  employée ,  surtout  lorsqu'il 
s^agit.de  former  un  triangle  dans  lequel  on  connaît,  entre  att- 
très  choses ,  un  côté  et  l'angle  opposé ,  comme  dans  les  ques- 
tions suivantes. 

V.  Décrive  un  triangle  BDE  (fig.  76)  dont  on  connaît  la 
base  by  la  hauteur  h  et  l'angle  A  du  sommet.  Après  avoir 
tracé  BE=^b  et  sa  parallèle  DD' ,  à  la  distance  IIG  =  h  de 
BE9  on  décrira  sur  BE  un  segment  capable  de  l'angle  donnée, 
et  les  points  où  DD'  coupera  le  cercle,  donneront  pour  solu- 
tions les  triangles  demandés  BDÉ^  BD'E. 

VI.  Soient  trois  poinU  Jî,  ^,  C  (fig.  77)  traces  sur  une 
carte,  fixer  le  lieu  d'un  quatrième  point  Z?,  connaissant  le» 
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angles  BDC  et  BDA.  On  décrira  sur  BC  le  segment  fhiB  ca-^ 
pable  de  l'angle  BDC^  ainsi  qu'on  vient  de  le  dire,  et  le  point 
cherché  D  fera  sur  cette  circonférence  tnrd^  qui  est  le  lieu  des 
^  sommets  D  de  tous  les  angles  égaux  à  BDC.  De  même,  sur  BAy 
le  segment  77^^  capable  de  BDA  :  le  point  D  seraà  rintersectiou 
des  deux  circonf.  Quand  Tune  de  ces  circonf.  passe  à  la  fois 
par  les  trois  points  ABC  y  selon  que  l'autre,  est  ou  n'est  pas 
dans  le  même  cas,  le  problème  est  inde'terminé  ou  absurde. 

VU.  Construire  un  triangle  ABC  (fig.  68)  dont  on  connaît 
la  base  AB^  l'angle  opposé  C  et  le  rayon  OF  du  cercle  inscrit? 
Puisque  OA  et  OB  divisent  en  deux  parties  égales  le9  angles 
^  et  ^  du  triangle  cherché  ABCj  dans  le  triangle  AOBy 
l'angle  O,  supplément  de  OAF^  OBF,  ou  de  ^  (^  +  ^)> 
est  0=2D  — ;-  (A+B);  et  comme  A  +  B  =  !iD  —  6\  ou 
a  0=szD  +  {  C.  L'angle  O  étant  connu,  on  déterminera  le 
point  O  (prob.  V),  puis  traçant  le  cercle  EDFy  qui  touche 
ABenFy  les  tangentes  AEy  BD  achèveront  le  triangle  cherché . 
yill.  Étant  donnés  un  triangle  A' B' C  (fig.  78)  et  deux 
circonf.  concentriques  AO^  CO  y  construire  un  triangle  ABC 
qui  ait  deux  commets  A  étB  sur  la  grande  circonf.,  et  l'autre  C 
sur  Ijf  petite,  et  qui  soit  équiangle  avec  le  proposé  A-r^A'^ 

B=B\  c=c: 

L'angle  A  ayant  pour  mesure  \  BDy  si  de  A\  comme  centre, 
et  du  rayon  AO  on  décrit  l'arc  Hly  il  sera  moitié  de  BD.  On 
prendra  donc  en  un  lieu  quelconque  l'arc  BD=z2,  HI;  les 
côtés  AB  ei  jiC  passeront  par  B  et  D.  De  plus,  Fangle  BCD 
étant  supplément  de  C\  on  aura  le  lieu  du  sommet  C,  en  dé- 
crivant sur  la  corde  BD  un  segment  BCcD  capable  de  cet 
angle  2D-T-C;  la  droite  i)C>rf  donnera  le  point y^,  et  le  triangle 
cherché  ABC. 

Le  point  c  donne  le  triangle  aBc^  autre  solution  du  pro^- 
blème;  outre  qu'on  peut  attribuer  à  la  corde  BD  une  infinité 
de  situations ,  ce  qui  donne  autant  de  solutions  doubles. 

2 1 3 .  L* angle  BAC ,  dont  le  sommet  A  est  en  un  lieu  quel-  I 

conque  du  plan  (fig .  7g  et  80  ) ,  a  pour  mesure  la  moitié  de  la 
somme  ou  de  la  différence  des  arcs  BC,  DE,  compris  entre  les 
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côtés,  selon  que  le  sommet  A  est  au-dedans  ou  au'dehors  de  la 
circonférence. 

Menez  EF  parallèle  à  Z)C  i*  Si  A  est  situe'  dans  la  circonf . 
(fîg.  79),  la  mesure  de  l'angle  Ezs^BAC  est 

\BF=\{BC'^CF)=,\{BC+DE). 

3^.  Si  A  est  situé  hors  du  cercle  (fig.  80),  la  mesure  de 

l'angle^  =:^J5:P est  ^i9F  =  H^^—^^)=H^^  —  ^^). 
Ainsi,  la  mesure  de  l'angle  ^est  \  {a±:b),  en  faisant  a=:BCj 

à=::DE.  Cette  formelle  est  même  générale,'  car  ô=r  o  répond 

au  cas  où  le  sommet  est  sur  la  circonf.^  et  6=  a  à  celui  où  il 

est  au  centre. 

Lignes  proportionnelles.  Triangles^  semblables. 

214.  Soient  deux  droites  quelconques  AH^  ah  (fîg.  81  );  si» 
sur  l'une  on  prend  des  parties  égales  AB  y.BC,  CD. . . . , 
et  que  par  les  points  de  division,  on  mèiie  des  parallèles  Aa, 
Bb\  Ce. . .  Hky  dans  une  direction  arbitraire,  les  parties  abj 
bcy  cd. . .  qu'elles  interceptent  sur  ah^  sont  égales  entre  elles . 
Gir  si  Ton  mène  m,  £/,  cm^. , .  parallèles  à  /éH^  on  aura 
dçs  triangles  aib^  blcj  cmd, , .  égaux  entre  eux,  à  cause  de 
ai=zbl=z cm • . .  =  AB  =  BCs;s , ,.. 

Il  suit  de  là  que  AB  sera  contenu  dans  AH  autant  de  fois 

AE      ae 

que  aà  dans  ah,  etc.  d'où  -— ^z=  --  ;  AE  l  EH  llae  :  eh^ 
^  '  EH      eh 

21 5.  Deux  droites  AH  et  ah  (fig.  82)  sànt  coupées  en  parties 

proportionnelles  par  trois  parallèles  quelconques  Aa,  Ee ,  Hh , 

,     AE      ae 
savoir,  gg=g^;  car, 

1^.  Si  les  parties  AE,  EH  sont  conunensurables,  en  portant 
la  commune  mesure  sur  AH,  elle  sera  contenue  un  nombre 
exact  de  fois  dans  AE  et  EH  :  on  retombera  donc  dans  le 
cas  ci-dessus,  parce  que  les  parallèles  à  Aa,  menées  parles 
points  de  division ,  couperont  ah  en  parties  égales.. 
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a**.  Si  j4E  et  HE  sont  incommensurables,  divisons  AE  eu 
un  nombre  arbitraire  de  parties  égales,  et  portons  l'une  d'elles 
de  E  vers  B;  soie  /  le  point  de  division  lé  plus  près  de  H; 
menons  li  parallèle  à  Hh.  Gela  posé,  AE  ^t  EJ  étatnK  eom-' 

mcnsurables,  on  a-=-^=  —  :   et  comme  EIzss  EH  —  HT; 

EA       ea 

<?i  =eA — Ai,  il  vient  — -:  —  î=r-5=  -^ •  Or,  les  distances 

EA      EA      ea      ea 

HT  et  hi  peuvent  être  rendues  aussi  petites  qu'on  voudra,  en 

prenant  le  nombre>de  divisions  de  AE  de  plus  en  plus  grand,. 

les  autres  termes  étant  constans  :  de  sorte  que  les  points 

H  et  h  sont  les  limites  de  /  et  t.   Puisque  les  2**  termes  des 

deux  membres  décroissent  indéfiniment,  le  principe  fondar- 

/w   o      *x^  A  EH      eh 

mental  (n®  i  r3j  donne  donc  encore  7^r-;  =  — . 
^  ^  EA       ea 

De  la  propCMrtioQ  démontrée,,  on  tire  (n°  73} 

AE^fl^     ,  ,^      AE  _  EH 
AB*^ ak^  ah  ea  ""**  eh* 

:>  iÇ.  Une  parallèle  ÈB  à  la  ba^e  d'un  triangle  HAC  (fig.  83); 
eoupe  les  cotés  en  parties proporiiçnnelleSj  puisque  AdT='.ae^ 
SC==:€h;d'oà 

AE_AH  _EB 

AH~  AC^  BC 

On  peut  répéter  sur  le  triangle  HAC  ce  qu'on  a  dit  sur  la  fig.  81. 

Réciprçquem^nif  û  l'on  a  -^  ::?=  -k7\,  EB  est  parallèle  à  //C; 
car  si  cela  n'était  pas,  menant  HL  parallèle  à  EB^  on  aurait 

217.  Il  suit  de  là  que,  1°  lorsqu'on  a  trois  lignes  m^  n,  p 
(fig.  82),  pour  trouyer  une  quatrième  proportionnelle ,  c.-à-d. 

une  ligne  X,  telle  qu'on  ait  — =  ~,    on  feia  un  angle  quel- 

conque  HAC,  on  prendra.sur  ses  côtés  AE:=:my  ABz=.n^ 
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AH=:p;  puis  meBaat  EB  et  sa  parallèle  BCj  AC  sera  la 
quatrième  proportionnelle  thercbëe  ar. 

-i".  Les  lignes  quelconques  AB,  AC,  AD,  AE,  AF, 

(fig.  QZ)  panant  d!un  même  point  A,  sont  coapées  en  parties 
proportionnelles  par  les  parallèles  BF,  bf  ;  car  en  n'ayant  égard 

u   jn    .An  AB        AC     ,        ^        AC        AD     ^ 

qu  à  AB  et  AC^  on  a  --rr  =  -^  ;  de  mênjLe  —r-  ==  — :i  >   ^ 

cause  des  droites  ^Cet  ADy  etc.  Re'unissant  ces  proportions  qui 
ont  rapport  commun ,  il  vient 

AB  _AC  _AD      AE  _  AF 
Ab  ~  Ac  ~  Ad  ~  A^~  Af' 

S"*.  Four  diviser  une  droi4e  donnée  AF  (ôg.  84)  en  plusieurs 
parties  égales,  par  ex.  en  cinq,  on  mènera  une  ligne  quel- 
conque indéfinie  aF^  9ur  laquelle  on  portera  cinq  fois  Tou- 
verture  de  compas  arbitraire  i^èsse^asdcs:. . . ,  puis-  me- 
nant Aa  et  les  parallèles  Bb^  Ce  y  Ddy  Ee,  on  aura.,  .w 
AB  =  BC==:CD= 

4*^.  Pour  partager  une  ligne  donnée  a'F  (fig.  85)  en  parties 
proportionnelles  à  celles  dune  €mtre  droite  donnée  af,  on  tirera 
la  ligne  quelconque  AFy  sur  laquelle  on  portera  FE=::/e, 
EDs=ed^  DC=:idc, ...  ;  puis  menant  Aa'  et  les  parallèles  Bb\ . . , 
on  aura  les  points  de  division  cherchés  e%  d^ ,  c' . .  • . 

Si  fa  est  l'une  des  dimensions  d'une  figure,  et  qu'on  veuille 

que  cette  dimension  devienne  Fa\  il  faudra  changer  les  parties 

fèj  fd. , .  en  Fe',  FûT.  . .  L'échelle  d'un  plan  étant,  par  ex, , 

/à,  elle  est  devenue  Fa^.  C'est  à  cette  construction  que  se 

rapporte  Van  de  réduire  un  plan  à  une  échelle  donnée. 

ai8.  Deux  triafigles^5C,^-/^'iî'C  (fig-  86)  dont  lesangles sont 
respectivement  égaux,  sont  nommés  Semblables  ou  Équianglest 
les  c6tés  de  même  dénomination  sont  appelés  Homologues, 
Soient  A:=^A',B  =  ff^  C=  C  ;  AB  est  homologue  de  A'B\ 
BC  de  ffC^  ACà^A'C .  Les  côtés  homologues  se  distinguent 
en  ce  quils  sont  opposés  aux  angles  égaux. 

Deux  triangles  semblables  ont  les  côtés  homologues  propor- 
tionnels. Eu  effet,  plaçons  le  triangle  A'B'C  sur  ABCy  de 
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ïorte  que '4e  côté  -«^'C  tombe  sur  son  homologue  vrfC  de  A 
en  E\  ^'^' tombera  sur  AU  de  ^  en  D,  à  cause  de  ui^=^A* : 
Mais  l'angle  AED^  Cz=iC\  donc  Z>^  est  parallèle  à  BC,  et 

'   ,         AD      AE    .     .      AE      BF  ^  „„         , 

Ion  a  -j^  =  -^  :  de  plus,  -770=  07=;*  ^*^  menant  jEF  paral- 
lèle à  AB  \  et  comme  BFz=iDEr=-B'C ^  on  a  enfin 

A'ff  _A'C  _B'C 
AB'^  AC~  BC  • 

Réciproquement,  deux  triangles  qui  ont  les  calés  homologues 

à'  R^     â'  r^     n'  r^ 

proporllonnels,sontsemblables,EneiïétySi  '        -v    .^■,=  ^^^  , 
prenons  AD=A'B\  et  menons  D£  parallèle  à  56*,  nous  avons 
-j—  ==  -771=  -«71»  et  à  cause  que  AV=A  B  ,  le  i'*^  rapport 

u%0  AK^  JjKy 

est  commun  aux  deux  proportions;  les  autres  rapports  sont 
donc  égaux,  savoir  A'C=.AEy  B'C=:DE.  Les  triangles 
ADEy  AB' C  sont  égaux,  et  par  conséquent  ABC^  A*B'C 
sont  équiangles. 

21g.  Deux  triangles  ABC,  A'B'C'  (fig.  86)  qui  ont  un  angle 

égal  A:=A.\  compris  entre  des  côtés  proportionnels  — -^r  =  ^— ^  , 

sont  semblables^  Car  en  appliquant  A'C  de  A  )^n  Ej  A' B' 

tombera  en  AD^  et  A'  B  C  en  ADE.  Or,  par  hypothèse,  on  a 

AD      AIE 

—7ji^=^-j7^\  donc,  DE  est  parallèle  à  BC  (n®  216),  et  les 

triangles  ABC  et  ADE  ou  A'B'C  sont  équiangles. 

220.  Donc  (fig.  86),  1°  deux  triangles  -dont  les  côtés  sont 
respectivement  parallèles ,  sont  semblables  •  Cela  est  évident 
pour-y^^Cet  A'B'C  (n«»  192,  3».);  quant  à  ^i5C  et  C7^,  en 
prolongeant  les  côtés  vers  ^'et  B\  puis  menant  A'B*  parallèle 
à  m  ou.  AB  y  on  a  Iz=A' ^  H-=:zB'  comme  alternes-internes. 
Ainsi,  C7£rétantéquiangleà  ^'-S'C,  Vestk  ABC.  Les  côtés 
parallèles  sont  homologues,  » 

2".  Deux  triangles  ABC,   A'B'C  (fig.  87),  dont  les  côtés 
\        respectifs  sont  perpendiculaires,  sont  semblables  ;  car  prolon- 
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geofis  les  côtes  A*C y  fi' C  jusqu'à  leur  rcucontre  en  F  et  B 
avec  ACy  les  angles  C  et  E  sont  colnplémens,  ainsi  que  C  et  E^ 
à  cause  des  triangles  rectangles  ECGy  ECF  :  donc  €=€■» 
On  prouve  de  même  que  A  =1  A\  B  :=s  B' .  Les  côtés  perpendi- 
culaires sont  homologues . 

3^  Les  lignes  AB,  AC,  AD. . .  (fig.  83) partant  dun  même 

point  A,  coupent  en  parties  proportionnelles  deux  parallèles 

quelconques  BF,  bfj  car  les  triangles  ABCy  aZ»c^  semblables 

,  J.C      BC     .        .        ^^,-      ^,  AC     CD 

donnent =  —, —  ;  de  même  ALD^  acd,  donnent  —7-= — r; 

ac         oc  -     Ac      cd 

.     .,,         CD       BC    ^        .^       CD      DE 
amsi  1  on  a  — r  =  -r-  •  On  a  de  même 


ca         Oc  cd         de 


•  •  •  • 


4^.  Si  les  lignes  Aa^  Ee,  Hh  (ùg,  82)  sont  des  parallèles 
équidistantes,  Ey  e,  sont  les  milieux  de  AH  et  ah^  et  réci- 
proquement. De  plusf  Ee  est  la  moitié'  de  {Aa^Hh)^  puis- 
qu'en  menant  AC  parallèle  à  aA,  la  ligne  EB={  HCy  et 
Be  =  Aaz=iCh='^{Aa+'Ch).J^ouiiEe=\(Aa'^Hh). 

5^.  C'est  sur  ces  principes  qu'est  fondée  la  construction  des 
Échelles.  Après  avoir  porté  un  nombre  quelconque  de  parties 
égales  sur  une  droite  indéfinie  C/  (fig.  88),  par  ex.,  5  de  C 
en  D,on  élève  par  les  points  de  division  des  perpend.,  puis  ou 
porte  de  même  sur  CA^  5  parties  égales  arbitraires  Ca, ac, ,; 
par  les  points  a,  c,  e. . . .,  on  mène  des  parallèles  indéfinies 
à  CJy  enfin,  on  tire  les  Transversales  CB,  20  F,  i5  G,...  Il  suit 
de  cette  construction,  que  puisque  Ca,  Cc^  Ce, ...  sont  ^,  t»  5  *  •  * 
de  CA  ;  aby  cdy  ef, . .  sont  de  même  ^,  ft  |.  •  •  de  AB  ;  eo  est 
=  ^+^ou(|  +  ^)de>^fi,  ou  enfin  il  de  CD . 

On  a  donc  ainsi  partagé  la  ligne  CD  en  25*%  ce  qu'on  n'aurait 
pu  faire  autrement  d'une  manière  aussi  distincte,  vu  la  peti- 
tesse des  parties.  On  peut  se  servir  de  cette  échelle  pour  diviser 
une  longueur  en  parties  égales  :  on  cherche  combien  cette  lou- 
gueur  contient  de  parties  de  l'échelle,  en  portant  une  égale  ou- 
verture de  compas  sur  une  des  parallèles  indéfinies,  et  observant 
qu'elle  réponde  à  des  divisions  à  peu  près  exactes  :  si,  par  ex., 
elle  tombe  de  L  en  (?,  la  ligne  contient  57  divisions.  Pour  cou- 
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per  Lo  en  9^  on  calcule  le  9*  de  57,  qui  est  6,  et  Ton  pread 
une  Longueur  de  six  parties  de  l'échelle. 

Cette  e'chelle  est  surtout  employée  pour  réduire  les  lignes 
d'un  dessin  dans  un  rapport  donné  t  on  a  coutume  de  former 
CD  et  CA  de  dix  parties,  et  de  numéroter  convenablement  les 
transversales,  afin  d'en  faciliter  l'usage.  C'est  alors  une  échelle 
de  dîxmcs.  .(  P^ojr,  fig.  89.) 

6°.  Voici  un  autre  moyen  remarquable  de  sous -diviser  une 
échelle  en  fractions  très  petites.  Si  les  longueurs  égales  ABy  CD 
(fig,  90)  sont  partagées,  l'une  ea  5,  l'autre  en  6  parties  égales 
aux  points  i,  a,  3...  et  11,  12...,  la  longueur  A^ly  que  nous 
désignerons  par  û ,  sera  le  5*  de  AB^  0  =  5  ABy  et  Ci = g-  AB  ; 
d'où  Aii  —  Ci  =  lAB—\AB^s:^'^ABy  ou  \a.  Donc,  les 
règles  étant  appliquées  C  en  A^  D  en  J?,  le  n*  11  dépassera 
len"  I  de  I  a,  12  dépassera  2  de  |  a,  i3  de  | a. . . . 

D'après  cela,  si  l'on  a  trouvé  qu'une  longueur  portée  sur  fé- 
clielle  AB  s'étend  du  point  zéro  jusqu'en  z,  elle  contient  1 3  par- 
ties, plus  la  fraction  2t3,  qu'il  faut  évaluer.  On  applique  la 
règle  CD  (qu'on  appelle  Vernier  ou  Nomus  du  nom  des  inven- 
teurs) en  CD'  le  long  de  ^B,  de  manière  que  C  réponde  en  i; 
examinant  la  suite  des  divisions,  on  en  reconnaît  deijix  qui 
coinctâent,  H  et  5;  ainsi  la  division  17  dépasse  ^àe  |  a,  16  dé-* 
passe  3  de  I  tf . . .  ;  enfin  1 3  dépasse  C  ou  i  de  ^  a=i  i3;  c'est 
la  fraction  cherchée ,  et  1 3 1  est  la  longueur  proposée  en  parties 
de  l'unité  a. 

On  a  soin  de  faire  les  devisions  serrées,  afin  que  les  frac- 
tions soient  plus  petites,  et  qu'on  soit  assuré  que  deux  divisions 
coïncideront  toujours  sensiblement.  Si  n — i  parties  de  AB  ré- 
pondent à  Ml  divisions  du  vemier  CD  y  celui-*ci  sett  à  évaluer 
le  Ti^d'one  division  deréckelle;  etslla  coïncidence  est  établie  à  la 

k 
graduation  k*  du  vernier,  la  fraction  est-.  L'entier  est  donné 

n 

par  k  clûffire  de  la  ligne  AB,  et  la  fraction  par  celui  du  vernier. 

L'échelle  de  la  fig.  91  a  9  de  ses  divisions  coupées  ea  lo 

sur  le  veniier  AB^  qui  donne  les  lo*^'  :  les  divisions  en  colnci'- 

dence  sont  au  n^  6  du  nonius^  et  la  longueur  de  c?  à  ^  est  57,6. 
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Le  même  principe  s'applique  à  la  division  des  arcs  de  cercle, 
dans  les  instrumens  propres  à  mesurer Hes  angles.  Si  Ton  a 
divke'  (p.  339)  la  circonférence  en  36o  parties  égales  oa  degrés ,. 
et  chaque  degré  en  deux  ;  qu'une  alidade  mobile  autour  du 
centre  porte  à  son  extrémité  ou  vernier  dont  3o  parties  inter- 
ceptent a^de  ces  demi-degrés  ^ces  sous-divisions  du  uoniusdépas- 
seront  de  -^^  ^,  ^» . .,  les  demi-degrés,  et  donneront  ainsi,  à 
la  seule  inspection ,  des  60**  de  degrés  ou  des  minutes.  Si  le 
zéro  dcl'alidade  est  d'abord  placé  (fig.36)  en  â,  au  n^  o  du  cerclée, 
et  st  elle  est  dirigée  à  un  objet  A^  l^instrument  restant  ainsi  fixé 
dans  le  plan  dea  points  Jt  C  B  ;  qu'on  fasse  glisser  l'alidade  sur 
le  limbe  pour  la  diriger  à  l'objet  By  le  zéi;o  de  l'alidade  sera 
porté  sur  un  point  b  du  cercle,  et  l'arc  au  qui  mesure  l'angle 
proposé  ACB  sera  formé,  par  ex.,  de  53  degrés  et  d'une  frac- 
tion que  le  vernier  sei^vira  à  faire  estinîer  en  minutes.  Il  suffira 
d'examiner  quelle  est  la  division  du  vernier  qui  coïncide  avec 
une  de  celles  du  cercle,  et  de  compter  son  rang  à  partir  de  zéro^ 
Â  cet  effet,  on  grave  les  chiffres  des  divisions  du  vernier  de  5 
en  5  ;  on  lit  ainsi  les  degrés  sur  le  cercle  et  les  minutes  sur 
le  vernier. 

221.  Soit  un  triangle  ABC  (fig .  92)  rectangle  en  A;  si  l'on 
abaisse  sur  l'hypoténuse  ^C  la  perpend.  AP,  les  deux  triangles 
pétrtiels  ABD^  ADC  seront  semblables  entre  eux  et  à  ABC\ 
Car  l'angle  B  est  commun  aux  triangles  ABD  et  ABC;  outre 
l'angle  droit,  en  D  pour  l'un,  et  en  A  pour  l'autre  :  il  suit 
donc  delà  que  l'angle  C  est  égal  a  BADy  C'=at,  De  même  C 
est  commun  aux  triangles  ADC  et  ABC,  outre  l'angle  droit; 
ainsi  0=zB.  Les  triangles  ABD  et  ADC  ont  d'ailleurs  les 
côtés  perpend.  En  formant  des  proportions  avec  les  côtés  ho- 
mologues ,  on  trouve  que , 

I*.  La  perpendiculaire  AD  est  moyenne  proportionnelle  entre 
les  deux  segmens  de  l' hypoténuse  BC.  Car  les  triangles  ABD 

et  ^OC  donnent  ^  =  ^,  d'où  AD^=BD^DC. 

,    a*.  Chaque  côté  AB  de  Vangle  droit  est  mojr en  proportionne t 
entre  Vhjrpoténuse  entière  BC  et  le  segment  BD  correspondant. 


\ 
\ 
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Car  les  tiiaDgles  ABDy  ABC  donnent  -j^  =  -^ ,  ou 

AB^=:BDX  BC;  ADCet  ABC  donnent  AC^  =  DCxBC. 

3**.    Le  carré  de  rhjpoiénuse  BG  est  au  carré  dun  des 

côtés  BA  de  V angle  droit,  comme  Vhjrpoténuse  BC  est  au 

segment  BD  correspondant  à  ce  côté.  Cela  suit  de  Te'qu 

AB^=BD  X  BCy  divisée  par  ^C%  puisqu'on  a^rï;  =  -nZ* 

4".  L^  carré  de  l hypoténuse  est  égal  à  la  somme  des  carrés 
des  deux  autres  côtés.  £n  e£fet ,  ajoutant  les  e'quations. ..... 

AB^^siBBx  BCy  AC'  =  DCxBCj  ou  trouve 

AB^  +  ^C*=:BC(^BD  +  DC)  =  BC*, 

Désignant  par  a,  ùy  c  les  côtés  opposeV respectivement  aux  an-* 
gles  ^,  B^  Cj  a  étant  l'hypoténuse,  on  a 

Cette  proposition,  la  47^  d'Ëuclide,  et  la  plus  importante 
de  toute  la  Géométrie,  apprend  à  trouver  la  longueur  de  l'un 
des  côtés  do  tout  triangle  rectangle ,  connaissant  les  deux  au- 
tres; on  a  en  effet, 

Rapportant  donc  les  côtés  a,  b^  c  à  une  unité,  on  en  mesurera 
deux  (n!*  i  ^5) ,  et  l'on  conclura  par  un  calcul  simple  le  nombre 
d'unités  du  troisième.  Soit,  par  exemple,  6  =  3,  c  =  49  ^^ 
trouve  a*  ~r  9  +  i6  =  25,  d'où  a  =  5.  ' 

La  réciproque  de  cette  proposition  résulte. des  deux  suir 
vantes.  On  peut,  au  reste,  démontrer  directement  que  si.. . . 
AC  =  AD*  +  DC'  (ûg.  i5),  le  triangle  ADC  est  rectangle: 
ca/,  menons  DB  perpend.  sur  CZ>,  et  prenons  DBz=:AD; 
le  triangle  DCB  est  rectangle,  et  l'on  a  CB^=:DB*  +  DC*; 
ainsi  CB^'—ACy  et  les  deux  triangles  ACDy  BCD  sont  égaux. 
Donc  l'angle  ADC=CDB  =  i  droit. 

222.  Le  carré  d'un  côté  de  tout  triangle  quelconque  est  égal 
à  la  .somme  des  carrés  des  deux  autres  côtés  ±  le  double  du 
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produit  de  la  projection  de  l'un  de  ces  deux  côtés  sur  Vautre 
multipliée  par  ce  dernier  côté.  On  prend  +  quand  le  premier 
côté  dont  on  cherche  la  valeur  est  opposé  à  un  angle  obtus, 
et  -7-  quand  ce  côté  est  opposé  à  un  angle  aigu . 

En  effet,  si  l'angle  A  (fig.  64)  du  triangle  jéBC  est  aigu,  en 
abaissant  la  perpend.  BD  sur  ACy  on  a  deux  triangles  rec- 
tangles CBDy  ABD  qui  donnent 

BOz=:BD*  +  DC%  BD*  =  AB^—AD*; 

d'où  SC^ssDO  +  AB^^AD^j  à'^zc^  +  DC^—x^ 
en  désignant  par  a^  b^  c  les  trois  côtés  BCy  AC  y   JB  du 
triangle^  et  faisant  AD  =  x.  Or,  DCz:^AC —  AD  =  ^  — •  x  ; 
en  substituant  il  vient  • 

a*=;ô*  +  c* — ibx. 

V 

Si  le  triangle  proposé  a  son  angle  A  obtus ,  comme  cela  arrive 

à  A  BCy  tout  se  passe  de  même,  si  ce  n^est  que 

DC=CA'  +  A'D  =  h  +  x,  d'où 

û'  =  ô*  4-  c^  4-  2  Jx. 

Ici  X  désigne  le  segment  adjacent  à  l'angle  A  qui  est  opposé  au 
côté  a  dont  on  cherche  la  valeur. 

223.  Ainsi,  lorsque  les  trois  côtés  d'un  triangle  sont  donnés,  il 
est  bien  aisé  de  juger  de  la  nature  de  chacun  de  ses  angles;  on 
prendra  les  perpend.  AB  et  :/^C(fig.  i6)  égales  aux  deux  petits 
côtés  6  et  c,  et  Ton  mènera  i?C;  suivant  que  BC  sera.  <;,>ou=:a, 
l'angle  opposé  au  grand  côté  a  sera  aigu ,  obtus  ou  droit  :  dans 
ce  dernier  cas,  BAC  serait  le  triangle  même.  , 

Si  les  côtés  sont  donnés  en  nombres,  après  en  avoir  fait  les 
carrés  a',  b^  et  c"",  on  comparera  le  plus  grand  à  la  somme  des 
deux  autres,  et,  suivant  qu'il  sera  égal,  plus  petit  où  plus 
grand  que  cette  somme,  l'angle  oppose  sera  droit,  aigu  ou  obtus. 
Le  calcul  peut  même  donner  la  longueur  de  la  perpend.  BD  =  h 
(fig.  64).  Car  on  tire  de  notre  formule 

X  devient  négatif,  lorsque  l'angle  A  auquel  se  rapporte  le  seg- 


i 


270  tSÉOMETRIK. 

ment  x  est  obtus ,  comme  pour  le  triangle  A*BC ,  pour  lequel 
^*  >  ft*  -f-c*.   La  fraction  prend  le  signe  -f-  quand  a  <c, 

4:omme  fig,  65. 

Le  second  segment  de  la  base  est  CD  ::=  jr:^k  —  x;  enfin 
la  hauteur  est  (*) 

h  =  BD=  l/(c  +  jc)  (c  — jcjr 
Toutes  ces  formules  se  prêtent  aux  log.  Soient,  par  exemple  , 
^1=:  i5o,  è=66,  C3=  iio;  on  voit  que  le  triangle  est  pos- 
sible (n'^aoS,  4**.)»  car  i5o<:;i  10  +  66,  et>  1 10  —66.  De  plu» 
1 5o'  >  1 1  o*  +  66%  donc  Tangle  A  est  obtus  ;  on  trouve 

ADz=xxz=s3Z  —  78,78.  .  .=— 45)7878* .  .BDsazhsziOO^Ql']. 

224*  *^*  ^^  ligne  AC  (fig.  98)  dwise  en  deux  parties  égales 
T angle  A  au  sommet  du  triangle  BAD,  les  côtés  AB  et  AD 
sont  proportionnels  aux  segmens  BG  et  CD  de  la  base.  En 
effet,  en  prolongeant  DA  en  Ej  jusqu'à  la  rencontre  de  BE 

parallèle  à  ACy  on  a  ^  =  ^  :  or  ,  l'angle  BAC  =  ABE 

=DAC,  déplus E=DAC;  donc  E:=z ABE.  Le  triangle  JE^^ 

e'tant  isosc'èle,  on  a  AE  =  AB  ;  donc  y—,  =  -^^. 

,  JJC        BC 

225.  Les  parties  de  deux  cordes  UE ,  DC  (  fig.  94  )  qui  ^se 

coupent  en  A  ,  forment  des  produits  égaux  (**) 

BAxAEzzzDAxAC.  En  effet,  menant  BC  et  DEj  nous 
avons  les  triangles  BAC^  DAE  qui  sont  semblables  à  canse  des 
angles  (p.  258)  inscrits  au  même  arc,  E^s^C,  Bz=zD.  Com- 
parant les  côtés  homologues,  il  vient -—=i=  -j^;  d'où 

BAxAE^ADxAC. 


{*)  On  peut  donc  trouver  la  surface  d^un  triangle  dont  on  connaît  les  trois 
côtés ,  puisqu^on  a  sa  base  b  et  sa  hauteur  h.  Dans  notre  ex.  n^nlélique,  cette 
aire  est  =766  x  1005017  =  3300,56. 

(**)  On  énonce  ordinairement  ainsi  ce  théorème  et  celui  du  n®  aaS  :  Les 
cordés  se  coupent  en  parties  réciproquement  proportionnelles  ;   les  sécantes  sont 
réciproquement  proportionnelles  à  leurs  parties  extérieures.  Nous  avons  préféré 
les  énonciatiuns  ci-dessus ,  comme  comprises  dans  une  phrase  plus  claire  et 
plus  facile  à  se  présenter  à  l'esprit. 
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.  226.  La  perpend.  AD  (fîg.  gS)  au  dia^nètre  BE  s^  nomme 
une  ordonnée, 

U ordonnée  AD  est  mojrenne  proportionnelle  entre  les  seg^ 
mens  AB,  AE  du  diamètre;  car  AD::^AC  dans  la  proportion 
qui  prceèdc.  D'ailleui*»  ceci  revient  au  n**  221,  1".,  puisque 
(fîg.  92)  le  triangle  rectangle  ABC  est  inscriptible  au  demi- 
cercle. 

Si  l'oil  veut  donc  une  ligne  x  mojrenne  proportionnelle  entre 
deux  lignes  données  m  e/  n  (  fîg.  gS),  on  prendra ,  sur  une  droite 
indéfinie,  ABz=sm,  AE=.n;  on  élèvera  une  perpend.  DC au 
point  A  y  et  sur  le  diamètre  BE  on  tracera  un  cercle  BDEC; 
AD  sera  x. 

227.  11  résulte  aussi  de  la  proposition  (u*^22i,  2^.)  que 

(fig.  92)  la  corde  AB  est  mojrenne  proportionnelle  entre  le  dia-^ 

mètre  BC  et  le  segment  BD  correspondant.  On  a  donc  (fig.  96) 

Bâ^       RD 
BA^=BCxBDetBE*=:BCx,BF^d'on~=^f^z  ainsi 

JjHa         lit 

les  carrés  de  deux  cordes  qui  partent  d'un  même  point  de  la  cir- 
conférence sont  entre  eux  comme  les  segmens  du  diamètre  qui 
passe  par  ce  point. 

228.  Toute  sécante  KE*  y  AC  (fig.  97)  multipliée  par  sa  partie 
extérieure  A  B,  AD,  donne  le  même  produit,  AB  X  AE = ADx  AC  : 
en  menant  les  lignes  DE  y  BC  y  on  a  les  triangles  sembla- 
bles ABC  y  A  DE;  car  outre  l'angle  commun  A  y  ils  ont  C=jF 

(p.  258).  Ainsi  on  a  ^  =  4S  »  ^'<^^  ^^  X  AE:=zAD  X  AC. 
^^        ^  AD      AE 

La  fangenie  AB  (fig.  98)  est  moyenne  proportionnelle  entre 

une  sécante  quelconque  AC  et  sa  partie  extérieure  AD*  En  effet , 

en  menant  BDy  les  triangles  ABDy  ABC  sont  semblables, 

car  outre  l'angle  A  commun,  on  a  C::^/4BD  (ri*  211,  4®  )  ;  ainsi 

AB        AC 

Ces  théorèmes  peuvent  être  renfermés  en  un  seul  ;  car,  soient 
a  et  6  les  distances  mesurées  sur  la  droite  AC  (fig.  94,  97), 
d'un  point -^  à  la  circonférence,  oa-<^Z>  =  a,  AC:szb\  soient 
de  même  a'  et  V  les  parties  analogues  pour  une  autre  ligne  ABE^ 
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OU  j4B  =  a'  y  y4E  s^  h'  \  on  dLabz=^  a'b' ,  quel  que  soit  l'aûgle 
sous  lequel  les  ligues  se  coupent,  et  en  quelque  lieu  quesoitle 
point  A.  Si  Ton  fait  tourner  j4E  autour  de  A,  tes  points  d'in- 
tersection B  et  E  changeront ,  et  lorsque  la  ligne  AB  (  fig.  97) 
:>cra  tangente  y  BeiE  coïncideront  ;  ainsi  d  z=s.b\  d'où  ab=a'''. 
32g.  Voici  plusieui^  problèmes  qu'on  résout  par  ces  divers 
principes. 

I.  Mesurer  la  hauteur  d'un  édifice  AB  (fig.  99).  On  plante 
verticalement  un  piquet  ou  Jalon  DE}  puis  on  dirige  un  rayon 
visuel  DB  an  sommet  B^  et  l'on  marque  le  point  C  où  il  ren> 

contre  l'horizon  ;  on  a  Yp=,  =  -j^  ;  tout  est  ici  connu ,  excepte' 

le  4'  terme  AB^  qu'on  détermine  par  le  calcul  (n®  72,  2®.  ). 

On  pratique  cette  opération  plus  commodément  en  se  servant 
des  longueurs  ACtX  CE!  de  l'ombre  que  projettent  les  hauteurs 
AH,  T/E  sur  l'horizon. 

II.  Mener  une  tangente  à  deux  cercles  (fig.  100).  Soit -//Z>'D 
cette  tangente;  joignons  les  centres  par  la  ligne  AC  C,  et  menons 

AC    ciy 

les  rayons  CD\  Clf  \  nous  avons  -j^  ="7r77-  ^^'^  pour  une 
sécante  AJ ^  en  mettant  Cl  et  CV  au  lieu  de  CD  et  CZ>',  on 

AC    cr 

aura  —rp\  =  "^77  i  ^^nc  CI  est  parallèle  à  CT, 
AC        Ci 

On  mènera  donc  deux  rayons  parallèles  quelconques  C/, 
Cf  ;  la  droite  IT  ira  couper  C'Csm  point  A  y  par  lequel  me- 
nant la  tangente  à  l'un  des  cercles,  elle  le  sera  aussi  à  l'autre. 
Lorsque  les  cercles  ne  se  coupent  pas ,  il  y  a  une  seconde  solu- 
tion en  A'f  ce  qui  fait  quatre  tangentes. 

III.  Par  deux  points  donnés  C  et  D  (fig.  98) ,  tracer  une  cir- 
conférence qui  touche  la  droite  donnée  AB?  Cette  droite  ne 
passe  pas  entre  C  et  £>,  puisqu'elle  couperait  la  corde  CD  :  en 
joignant  C  et  D  par  une  droite  prolongée  en  A  jusqu'à  la  ren- 
contre avec  AB ,  AD  et  A  C  sont  connus ,  et  il  s'agit  de  trouver 
ABy  car  il  ne  restera  plus  qu'à  faire  passer  un  Cercle  par  trois 
points  donnés  B^CyD  {  n"  198).  Or,  AB  est  tangente  et  AC  sé- 
cante (n®  229),  d'où  AB^'ziz:  ACx,  AD  :  on  trouvera  aisé- 


; 
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ment  (n^  226)  la  moyenne  proportionnelle  entre  AC  et  AD. 
Le  problème  d  deux  solutions,  attendu  qu'on  peut  porter  la 
longueur  AS  en  sens  opposé  ;  vof,  h*  3a^,  III,  et  la  fig.  197, 
où  ^  et  ^  sont  les  points  donnes  et  DE/  la  tangente. 

Si  la  tangente  était  donnée  parallèle  à  la  coifde,  comme  fig.  54, 
oxiA^  B  sont  les  points  donnés^  et  TG  la  tang. ,  le  centre  serait 
Tisiblement  sur  FF^  perpend.  an  milieu  de  la  corde  AB ,  et  le 
pied  F  serait  le  jxiint  de  contact.  Il  faudrait  ensuite  tracer  le 
cercle  qui  passe  par  ^ ,  ^  et  F. 

IV.  Décrire  Un  cercle  CAB  qui  passe  par  un  point  donné  m 
(fig.  loi),  et  touche  deux  droites  données  DA,  BD.  Ou  a  vu 
(n*  2 10,  i)  que  le  centre  de  ce  cercle  est  sur  CD  coupant  par  moitié 
l'angle  ADB,  D'ailleurs  la  corde  im  perpend.  sur  CD  est  coupée 
eo  o  par  \fi  milieu  :  ainsi  on  niènera  cette  perpend.  sur  CDj  on 
prendra  o^ss^t ,  et  il  restera  à  faire  passer  un  cercle  par  i  et  m, 
^ui  touche  DB  ou  DA. 

Si  le  point  donné  est  en  A  snr  Fune  des  droites ,  le  centre  est 
à  la  rencontre  C  de  DC  a^ec  AC  perpend.  à  DA. 

On  sait  donc  tracer  un  cercle  qui  passe  par  trois  points ,  ou 
ipar  deux  points  et  touche  une  droite,  ou  parmi  point  et  touche 
deux  droites ,  ou  enfin  un  cercle  qui  touche  trois  droites  don- 
nées (n**  210,  i). 

V.  Tracer  un  cercle  BiA  (fig.  toi)  tangent  à  deux  droites 
Ï>A,  DB,  et  à  'un  cercle  Km  donné.  Le  centre  C  est  sur  CZ>, 
<{ui  coupe  en  deux  parties  égales  l'angle  BDA  t  dé  ce  centre 
inconnu  C  traçons  un  cercle  HKG  passant  parle  centre  donné 
K  ;  que  ce  centre  K  soit  transporté  en  un  point  quelconque 
de  HKG^  le  cercle  CAm  doit  être  tangent  à  ce  cercle  mobile. 
-Considérons  celui«-ci  dans  sa  position  HA ,  où  il  touche  DA  ; 
la  tangente  LH  à  l'arc  HK  est  perpendiculaire  au  rayon  CB^ 
et  par  conséquent  parallèle  à  DA.  Donc  la  droite  LH  est 
xonnue^  puisqu'elle  est  parallèle  à  DA^  et  distante  de  DA  de* 
la  quantité  donnée  Km=zHA.  Il  faut  en  dire  autant  de  jL'H' 
parallèle  à  DB.  Ainsi  le  cercle  HKGH'  sera  fiacile  à  décrire , 
puisqu'il  est  tangent  aux  droites  tracées  LH,  VH'  ^  et  passe  en 
K  :  ce  cerck  #CG  a  le  même  centre  C  que  celui  qu'on  cherche  ; 
T.  I.  iB 
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il  ne  reste  donc  qu'à  mener  CK ,  et  Cm  sera  le  rayon  demandée 
Comme:  les  parallèles  LHy  Lïf  peuvent  être  menées  dans 

Tangle  D ,  le  problème  comporte  deux  solutions ,  pourvu  que 

la  circonf.  Km  ne  coupe  DA ,  ni  DB, 

On  trouve  y  dans  le  2*  Supplément  à  la  Géwn.^descr.  de 

M.  Hachette,  un  grand  nombre  de  problèmes  de  ce  genre. 
YI.  Trouver  un  point  C  (fig.  117)  sur  la  circonférence  ABD , 

tel  que  les  cordes  BCy  CD ,  menées  à  deux  points  donnés  AetD 

de  cette  courbe  ,   soient  entre  elles  dans  un  rapport  donné 


772 


=r  —.  £n  supposant  le  problème  résolu,  la  ligne  CO  qui  coupe 


n 


en  parties  égales  Tangle.jSC-D  (n®  224),  donne  j;jr  =  -—=:—; 

m 

on  prendra  donc  le  milieu  ^  de  l'arc  DAB  ^  et  l'on  partagera 
en  O  la  corde  DB  dans  le  rapport  donné;  la  droite  AO  pro- 
longée donnera  le  point  C. 

YII.  Étantdonnées  la  corde  ABz=ik^  etlahaateur />£=  A 
d'un  segment  ABDE  de  cercle  (fig.  52),  trouver,   par  le* 
calcul,  le  rayon  DC=r7  Le  triangle  rectangle  A  DE  donne 
AD*  ^ih  +  h*;  mais  on  tire  du  n*  227,  AD^=z  7.hr-^  ainsi, 

en  égalant  ces  deux  valeurs ,  on  trouve  r=  |  A  +  ^.  On  a  cou- 
tume de  donner  le  nom  dépêche  du  segment  à  sa  hauteur  DE, 

Si  >&  =  3i3  et  A=:  12,32,  on  trouve  r=  1000.  Cette  formule 
peut  servir  à  faire  retrouver  le  centre  C  d'un  arc  tracé. 

YIII-.  Par  le  point  B  (fîg.  102)  d'intersection  de  deux  cercles, 
mener  une  corde  CD  qui  ait  une  longueur  donnée  M.  Suppo- 
sons le  problème  résolu  ;  menons  par  le  povpt  B  une  ligne  quel- 
conque EF,  et  joignons  A  aVec  Ey  C,  F  et  D\  les  triangles 
AEFy  ACD  ont  l'angle  E'=zC^  comme  appuyé  sur  le  même 

FF        AF 
arc  BIA  ;  de  même  F=  D  :  ainsi  ^rrr  :=  — -  ,  et  AC  est  une 

quatrième  proportionnelle  à  J&F,  M  et  AE  ;  on  prendra  donc 
FL:=M\  on  mènera  LK  parallèle  à  AF^  AK  scrsiz=z  AC  -, 
il  ne  s'agira  plus  que  de  décrire  du  centre  A ,  avec  ce  rayon  AK , 
un  cercle  qui  donnera,  par  son  intersection,  le  point  Cou  d 
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■on  a  ainsi  les  deux  solutions  du  problème  >  qui  sef ait  absurde  si 
^'arc  de'crit  avec  le  rayon  AK  était  entièreijnent  au  dehors  du 
xrercle  AE, 

IX.  Proposons-nous  de  couper  une  ligne  CA  (fig.  io3)  en 
deux  parties  telles,  que  la  plus  grande  jffCsoit  moyenne  pro<- 
portionnelle  entre  l'autre  partie  AB  et  la  ligné  entière  AC\ 
c'est  ce  qu'on  appelle  couper  la  ligne  AC  en  moyenne  et  extrême 
raisqn.  La  proportion  AB  l  BC  II  BC  l  AC  ne  peut  faire 
connaître  ^C,  parce  qu'elle  contient  une  2*  inconnue  AB  ;  mais 
augmentant  chaque  antece'dent  de  son  conse'quent  (n^  ^3 ,  i^.) , 
i^omme  ACz=  AB  +  BC ^  ond.  AClBC::  BC+ACl  ACom 
AC^=  BC{BC  -f  AC)  ;  il  s'agit  dpnç  de  déterminer  sur  AC 
un  point  B  tel,  que  AC  soit  moyen  proportionnel  entre  ^C  et 
^C+  AC;  c'est  ce  qui  aura  lieu  si  l'on  construit  un  cercle 
dont  AC  soit  la  tangente,  BC-^AC  la  sécante  entière ,  et  BC 
la  partie  extérieure  (par  conséquent  ^Cla  partie  interceptée 
dans  le  cercle).  Élevons  en  A  la  perpendiculaire  AD-=\  ACy 
menons  l'hypoténuse  DC  ;  nous  avons  AC"^  ==  CE  X  CF 
=  CE  X  (  CE  +  CA)  ;  donc  CE  est  la  longueur  inconnue 
qu'on  doit  porter  de  C  en  5;  B  sera  le  point  demandé  (*). 

X.  Inscrire  un  triangle  def  dans  un  autre  ABC  (fig.  io5)l, 
c.-à-d.  le  placer  comme  DEF^  de  sorte  que  d  tombe  en  D  sut  le 
côté  ACy  etc.  En  supposant  le  problème  résolu,  et  traçant  par 
les  points  EFB  une  circonférence,  ainsi  que  par  AD  F  y  on  voit 
que  le  segmeri  t  FOE  est  capable  de  l'angle  donné  B ,  et  le  seg- 
ment FOD  capable  de  l'angle  y^(n**  2 12,  lY).  Décrivons  donc  sur 

Je  et  fd des  segmens  capables  de  i5  et  y^.  La  base  AB  est  donnée, 


(^}  Od  peut  encore  opérer  comme  il  suit  (fig.  io4;.  On  a  trouvé 

AC»=fiC>4-ACxBC=fiCx  (BC+AC)=  BC  x  J&D, 

en  prolongeant  la  ligne  AC  de  CD  =  CA.  E  étant  le  mUîeu  de  DC,  on  a., . , 
JBC=  BE—  EC,  BD  =  BE-^EC\  le  produit  change  notre  équation  en. . . 
AC*:=BE*  —  JBC*  ;  ainsi  AC,  BE ,  EC  sont  les  trois  côtés  d'un  triangle  rec- 
tangle EFC.  On  mènera  donc  CF  égal  et  perpendiculaire  à  AC  ;  tirant  Phy- 
poténuse  EFei  la  portant  de  £  en  B ,  ou  aura  le  point  B.  Cette  construction 
Rapplique  avec  élégance  au  théorème  n^'  ^^o. 

18.. 
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et  forme  une  double  corde  dans  les  dew  cercles .  Si  donc,  d'âpre» 
le  problème  VIII,  on  décrit  en /la  corde  abssAB^  il  ne  res- 
tera plus  qu'à  mener  les  lignes  arf,  be  prolongées  en  c,  etToii 

'  aura  le  triangle  abcss^ABC;  par  conséquent  on  connaîtra  les 

points  Z>,  E,  F  y  puisque  ^JS=Ae,  etc,  Comm^on  peut  mener 

\.'  la  corde  ab  Aq  deux  manières ,  le  problème  »  deux  solutioD». 


Des  Polygones. 

aSo.  On  nomme  Poljgone  toute  figure  ABCDEF  (fig.ioG) 
terminée  par  des  droites.  Le  Quadrilatère  a  4  côtés,  le  Penta- 
gone 5,  l'Hexagone  6  y  V  Octogone  8  ^  le  Décagone  iq,  leDodé-- 
cagone  12,  le  Pentédécagone  i5,  etc.  Le  nombre  des  angles  est 
le  même  que  celui  des  côtés  ;  car  tant  que  le  polygone  n'est  pas 
fermé,  chaque  côté  qu'on  trace  fait  un  angle  de  plus,  et  la 
figure  reçoit  un  côté  de  plus  qu'elle  n'a  d'angles  ;  enfin  le  côté 
qui  ferme  le  polygone  fait  deux  angles. 

Une  Diagonale  est  une  ligne  AD  (fig.  118)  qui  traverse  le 
polygone  d'un  angle  à  l'autre.  La  diagonale  AC  sépare  le 
triangle  ABC  du  polygone  ABCD. . .  de  n  côtés,  et  réduit  la 
figure.à  ACDEFde  n— i  côtés.  Chaque  diagonale  menée  de  A 
sépare  de  même  un  nouveau  triangle,  et  réduit  le  polygone  à 
avoir  un  côté  de  moins  ;  enfin ,  lorsqu'on  n'a  plus  qu'un  quadri<- 
latère  ADEF^  la  seule  diagonale  AE  le  partage  en  deux  trian- 
gles. Ainsi  ily  avait  d'abord  autant  de  diagonales  que  de  triangles 
et  de  côtés  supprimés  -,  mais  pour  la  figure  de  4  côtés,  une  seule 
diagonale  donne  2  triangles;  donc  le  nombre  de  diagonales 
au  on  peut  mener  d'un  même  angle  A  à  tous  les  autres  estn —  3  ; 
eelui  des  triangles  c*ln  —  2. 

Tous  les  angles  de  l'hexagone  u^^ CD. .. .  soui  Saillans ;- 
l'angle  A  (fig.  107)  est  Rentrant  (n^  172). 
'  23 1.  Pour  construire  un  polygone  dont  tontes  les  parties 
soient  données,  après  avoir  pris  sur  une  droite  indéfinie  (fig.  io6X 
une  longueur  AB  égale  à  l'un  des  côtés ,  on  formera  en  .^  et  i? 
deux  angles  BAF ,  ABC  égaux  à^ceux  qu'on  sait  devoir  être 


i 


POLYGONES.  377 

adjacens  à  AB  ;  puis  on  prendra  sur  BC^i  AF  les  longueurs 
données ,  et  ainsi  de  suite. 

Après  avoir  ainsi  tracé  les  cétés  FA^  AB^  BCy  CD  et  DE^ 
le  côté  FE^  destiné  à  fermar  l'hexagone,  est  déterminé,  ainsi 
que  les  angles  E  et  F.  Si  donc  n  désigne  le  nombre  des  angles 
d'un  polygone ,  2/1  sera  celui  des  parties  qui  le  composent , 
2ft — 3  est  celui  des  quantités  qu'il  suffit  de  connaître  pour  pou* 
voir  le  construire.  Il  y  a  donc  des  relations  qui  lient  entre  elles 
ces  in  parties,  de  sorte  qu'on  puisse  déterminer  2  côtés  et  un 
angle ,  d'après  la  connaissance  des  autres  parties.  Ce  problème 
de  Poljrgonoméirie  ne  peut  maintenant  être  résolu  ;  mais  il  est 
facile  d'assigner  la  relation  qui  existe  entre  les  angles. 

232.  Si  n  est  le  nombre  de  côtés  et  D  l'angle  droit,  la  somme 
des  angles  intérieurs  estiiD  (n-»*2),  ou  :tfois  autant  d  angles 
droits  que  le  polygone  a  de  côtés  moins  deux.  Car  menons  d'un 
point  quelconque  intérieur  O  (fig.  106),  les  lignes  OA^  OB 
OC, . .  ;  elles  formeront  autant  de  triangles  OAB,  OBC* .  • . 
qnll  y  a  de  côtés,  La  somme  de  tous  les  angles  est  donc  deux 
droits,  répétés  autant  de  fois  qb'il  y  a  de  côtés,  ou  2nD. 
Mais  la  somme  des  angles  en  O  vaut  quatre  droits  :  donc  on  a 
2nD— 4^*  C'est  aussi  ce  qui  résulte  d^ce  que  ces  angles  sont 
la  somme  de  ceux  des  (ra— 2)  triangles  en  lesquels  le  polygone 
est  décomposé  par  ses  diagonales  (fîg.  118}. 

233.  Les  quatre  angles  d'un  quadrilatère  Talent  donc  quatre 
droits.  Si  cette  figure  a  deux  de  ses  côtés  parallèles u^a,  Hh  (fig.  81), 
on  la  nomme  Trapèze;  c'est  un  Parallélogramme  (fig.  io8),  si 
les  quatre  côtés  sont  parallèles  deux  à  deux.  On  sait  d'ailleurs 
(nf  ig3),  que  la  diagonale  BD  partage  tout  parallélogramme 
en  deux  triangles  ^aux  ABDj  BCD  ;  que  les  angles  opposés 
sont  ^^ux  A^szCy  Br=D;  que  les  côtés  opposés  sont  égaux. 
Réciproquement,  91  AB=DC et  AD  =  BC,  IsLÛgurtABCD 
est  un  parallélogramme.  T^s  diagonales  ACy  BD  se  coupent 
mutuellement  en  deux  parties  égales  ;  cela  résulte  de  l'égalité 
des  triangles  ^OD  et  5 OC.  ^ 

Le  Rhombe  ou  Lozange  est  un  parallélogramme  (fig.  109) 
dont  les  quatre  côtés  sont  égaux .  11  est  visible  que  les  diagonales 
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AC  et  BD  sont  à  angle  droite,  parce  que  les  quatre*  triangles. 
AODy  AOB ^  DOC  et  BOC  sont  égaux.  Réciproquement, 
si  ^d=  OC  et  I^O^r  05 ,  la  û^meABCD  est  un  parallélo- 
gramme y  qui  devient  même  un  rliombe ,  lorsque  AC  et  BD 
sont  à  angle  droit. 

Enfin ,  si  le  parallélogi^amme  ABCD  (fig.  1 10)  a  Tun  de  ses. 
angles  A  droit,  l'angle  opposé  C,  qui  lui  est  égal,  sera  aussi 
droit;  il  en  est  de  même  des  autres  B  et  Dj  puisque  réunis, 
ils  valent  deux  droits,  et  qu'ils,  sont  égaux  ;  la  figure  a  donc 
ses  quatre  angles  droits.  C'est  pour  cela  qu'on  nomme  Rectan^ 
g  le  le  parallélogranime  qui  a  ses  angles,  droits.  Les  di<agonaIes 
ACj  BD  sont  égales. 

Si  AB  =  AD^  le  rectangle  s'appelle  Carré;  le  carré  a  donc 
les  quatre  côtés  égaux  et  les  quatre  angles  droits. 

234.  Lasomme  des  angles  extérieurs  GAB,  HBC..,(fig.  m), 
formés  en  prolongeant  dans  un  même  sens  les  côtés  dunpoljr—, 
gone,  vaut  toujours  quatre  angles  droits.  En  effet,  les  angles 
extérieurs  sont  supplémens  des  intérieurs  a djacens  :  mais  l  angle 
AOB  est  supplément  des  angles  OAB  +  OBA  ;  de  même 
BOC  l'est  de  QBC-f-  OCB,,  etç;  donc  la  somme  des  angles 
en  O  ou  quatre  droits, ^st  la  somme  des  supplémens  des  angles 
ABC  y  DCD. . .  du  polygone  \c.  q,f.  d. 

235.  Les  polygones  qui'  ont  les  côtés  égaux  et  les  angles. 
.  égaux  sont  appelés  Réguliers.  Un  cercle  qui  touche  tous  les 

côtés  4'un  polygone  est  appelé //umit;  le  cercle  est  Circonscril 
quand  il  passe  par  les  sommets  de  tous  les  angles. 

On  peut  toujours  inscrire  et  circonscrire  un  cercle  à  unpoljr-^ 
gone  régulier  ABCDEF  (  fig.  112).  1°.  En  effet,  divisons  les 
angles  ^  et  ^  en  deux  parties  égales ,  par  les  lignes  AO  et  BO^ 
et  du  point  O  de  concours  menons  O  C,  Le  triangle  AB  0=B  O  C, 
car  ABtszBC-,  le  côté  OB  est  commun ,  et  l'angle  ABC  a  été 
divisé  en  deux  parties  égales  :  donc  OA=  OCz=:  OB.  Onprou-r 
vera  de  même  que  OB=  OD  =2  OC  y  etc. 

On  voit  donc  que  le  point  O  est  le  centre  du  cercle  cir-r 
conscrit  au  polygone  ;  que  les  lignes  menées  de  ce  centre  aux 
Singles  sont  égales  ;  qu'elle^  divisent  ces  angles  en  deux  parties 


■ 
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égales;  qu'elles  ibnnent  des' triangles  isoschles  AOB ^  BOC. 

Enfin  que  les  angles  au .  centre  AOB ,  BOG sont  e'gaui; 

entre  eux.  ^    • 

2®..  Les  cordes  AB^  BC. . . .  étant  à  la  même  distance  du 
centre  O ,  les  perpendiculaires  OG^  OI. .  •  s6nt  égales  (n®2o8)  ; 
si  donc  on  écrit  du  centre  O  avec  le  rayon  OG  une  circonfié^ 
rence ,  elle  touchera  tous  les  côtés  du  polygone  en  leur  milieu 
G*  y  / . . .  • 

236.  Nous  savons  donc  circonscrire  et  inscrire  des  circonfé- 
rences à  un  polygone  régulier  dopné.  Le  problème  inverse  con- 
siste à  inscrire  ou  circonscrire  un  polygone  régulier  d'un  nombre 
de  côtés  déterminé  à  une  circonf.  donnée  :  or,  il  s*en  faut  de 
beaucoup  qu'on  sache  résoudre  ce  problème  en  général.  Nous 
allons  exposer  les  cas  dans  lesquels  on  peut  en  trouver  la  sphition. 

Avant 9  nous  remarquerons  que,  lorsqu'un  polygone  est  ins- 
crit, il  est  aisé  d'en  circonscrire  un  d'un  même  nombre  de 
côtés,  et  réciproquement.  En  effet,  soit  ABC.  • .  (fig.  ii3),. 
un  polygone  régulier  inscrit  donné  ;  aux  points  A,  B^  C . . . 
menons  les  tangentes  iif,  ab^  bc,,,^  leur  système  formera  le  po- 
lygone circonscrit  demandé;  car,  les  tiiangles a>^J? ,  bBC, . . 
sont  égaux  et  isoscèles,  parce  que  leurs  bases  AB^  BC.  ^ , , 
sont  égales,  et  que  leurs  angles  adjacens  ont  la  i^ême  mesure 
(n**2i  I,  4*.)  •  doncû5=^6=AC=Cc. . . ,  l'angle  az=ihz=.c. . . 

On  pourrait  aussi  (fîg.  112)  mener  des  tangentes  pai:  les  mi- 
lieux gji^k.. .  des  arcs  AgB^  BiCj  CkD. . .  ;  abcdefiormemt 
le  polygone  demandé  :  car  les  côtés  étant  parallèles  à  ceux  du 
polygone  inscrit,  les  angles  sont  égaux  (n*  192,  3^)  :  déplus, 
i*angle  GO/ est  divisé  en  deux  parties  égales  par  OBj  puisque 
B  est  le  milieu  de  l'arc  gî.  D'un  autre  côté,  le  triangle  gOb=::bOi\ 
et  Ob  coupe  le  même  angle  gOi  en  deux  parties  égales  :  ainsi 
les  trois  points  O,  B^  b  sont  en  ligne  droite.  Il  en  est  de  même  de 

^  r.  j    ^     «   .j     r>       j       ^^      OB     BC       OB 

O,  Cet  c,  de  O,  Pet  a...  On  a  donc — r-=Trr»   -7—  =^-7rr: 
'  ab       Ob       bc        Ob 

d'où  abz=:bcy  puisque  ABzssBC.  Et  ainsi  des  autres  côtés. 

Cette  double  construction  serait  assez  pénible  :  il  est  préfet- 

rable  de  mener  une  seule  de  ces  tangentes  a^  (fig.  1 12),  de  la. 
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conduire  jusqu'aux  rayons  OAf  OB  prolongés ,  puis  de  décrire 
^}^  rayon  O^.une  circonférence ,  sur  laquelle  on  porte  ab  autant 
de  fois  qu'il  y  a  de  côtés. 

Réciproquement ,  si  le  polygone  circonscrit  aàcdefest  donné, 
'oi^  mènera  du  centjre  O  les  lignes  aO,  bO... ,  puis  par  les  pointât 
^,  B, .. ,  où  elles  coupent  la  circonférence ,  on  décrira  les  cordes 
AB9  BC. .  • . ,  et  le  polygone  régulier  sera  inscrit. 

237.  Puisque  la  somme  des  angles  au  centre  est  4^9  chacun 

vaut  —  lorsque  le  polygone  est  régulier,  n  désignant  le  nombre 

de  côtés  du  polygone.  ' 

L'aiigle  au  centre  du  triangle  éq^lUtéral  ecit  donc  |  D , 
Celu^  du  carré  est  D ,  du  pentagone  régulier  ^  D , 
De  riiexagone  f  Z>,  du  décagone  |  D\  et». . . 
La  $omme  des  angles  à  la  circonférence  (n^  23a)esl  3Z>  (i^t-<^)  ;. 

diacun  vaut  donc -.  Ainsi  Tansle  du  carré  est  droit; 

celui  de  pentagone  régulier  est  |  X?,  de  l'bexai^one  f  D^  du  àéf. 
ç^igone  I  Z>. . .  • 

C 

Chaque  côté  AB^  BC. . .  soutend  un  arc  =  —  >  C  désignant 

la  çircQnférencç. 

288.  Le  côté  F£  de  l'hepccigone  régulier  inscrit  est  égal  <k£« 
ra^on  OF  (fig.  114)2  caïf  l'angle  FOE  est  le  6*  de  4  droits,  ou 
Oz=:^D;  les  angles  égaux  JS  et  F  du  triangle  iso^cèle  QFE 
valent  ensemble  2D— |  Z>  ou  |Z>  :  chacun  vaut  donc  f  X>9  et 
le  triangle  QFE  a  ses  trois  angles  égaux  ^  d'pù  FE  =^OF* 

Si  l'on  joint  les  angles  de  deux  en  deux  ,  on  aura  le  triangle 
BDF  équilatéral  inscrit  ;  comme  EO=sEF=sl&  rayon  A^ 
ODEFe$t  un  rhombe,  les  diagonales  sontà  angle  droit  (n^  233), 
ct/0=jE;/=J^;  ainsi(n*^22i,  4*.) 

d*où  FD  =  R\/3.  C'est  le  côté  du  triangle  équilaiéralimçnti. 
^n  divisant  en  2,  \j%. ,,  parties  égales  les  arcs  ^^ff,  BC. .. . 
o^  aurs^  les  polygones  inscrits  de  1 2 ,  24 ,  4^  « ,  •  3  X  si'  c^te>. 


X 
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a3g.  Puisque  (n""  287)  l'angle  au  ceoCre  4a  carré  (fig.  1 10)  est 
drpil,  pour  inscrire  un  carre'  dans  ua  cercle  ABCD^  on  mè*- 
neradettx  diamètres  perpendiculaires  AC^  BD^  et  l'on  joindra 
leurs  extrémités.  On  voit,  en  effet,  que  la  figure  ABDC  a  les 
quatre  angles  droits  et  les  cotés  ^ux.  On  a 

~^  =s  )/ti,  on  voit  que  la  diagonale  du  carré  est  ih^ 

çommensurable  avec  son  côté  (  n®  63  ) . 

On  sait  donc  inscrire  les  polygones  de  4»  8,  16. . .  a'  côtés. 

a4o.  Soit  AB  (  fig.  1 15)  le  côté  du  décagone  régulier  inscrit , 

l'angle  O  au  centre  est  ^  D  (n^  ^^l)i  !«*  angles  égaux  OAB^ 

OBA  réunis  valent  2D  —  §  />  ou  |2?;  donc  chacun  vaut  |  £>, 

c.-à^.  est  double  de  O.  Pour  trouver  le  rapport  de  AB  au 

rayon  AO ,  divisons  Tangle  B  en  deux  parties  égales  par  la 

droite  C^;  l'angle  ABC=0=zCBOj  indique  que  le  triangle 

QB€  est  isoscèle,  d'où  OC=  CB.  Mais  le  triangle  ACB  Vest 

liussî,  à  cause  de  €=  ^D  =  A;  ainsi  CBsxABzs:  OC.  Or, 

,  ^      ,.AC        AB  AC       AB  ,      ...   ^x, 

ona(nOa24)^,=  ^,  ou   ^^  ^  :^ .  oj,  U  càte  AB 

inoyen  proportionnel  entre  AC  et  AO;  d'ailleurs,  CO  ou 
AB^AO  doiine  aussi  AC<iAB:  donc  (n*  2129,  IX) 

En  divisant  le  rajron  en  moyenne  et  extrême  raison  ,  laptus 
grande  partie  sera  le  côté  du  décagone  régulier  inscrit. 

ABz=.BFAoiake  ^Fpourle  côté  dupentagonerégulier  inscrit. 
On  pourra  aussi  inscrire  les  polygones  réguliers  de  20, 4o...  5X2^ 
côtés.  Et  comme  les  côtés  de  l'hexagone  et  du  décagone  sou- 
tendent  des  arcs  qui'^ont  le  6*  et  le  10'  de  la  circonférence  C, 
la  différence  de  ces  arcs,  ou  |  C — y^C=-^C,  est  soutendu 


par  le  côté  du  polygone  régulier  de  i5  côtés ,  et  de  là  ceux  de 
3o,  60. . . .  iS  X  2' côtés. 

^  Tels. sont  les  polygones  réguliers  qu'on  sait  inscrire,  et 
qu'on  peut  comprendre  dans  la  formule  aX  2',  a  étant  Tun 
des  quatre  nombres  3,  4»  ^^t  i5,  et  i'n^o,  ou  un  nombre 
entier  et  positif  quelconque.  Quant  aux  autres  polygones  ,  on 
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fe  contente,  faute  de  mieux ,  de  diviser,  en  tâtonnant ,  la  cir- 
conférence en  un  nombre  convenable  de  parties  égales.  On  ré- 
sout aussi  le  problème  à  l'aide  du  compas  de  proportion  et  du 
rapporteur  ;  mais  comme  ces  instrumens  sont  eux-mêmes  cons- 
truits par  tâtonnement ,  on  ne  peut  regarder  ces  procédés 
comme  géométriques.  La  division  de  la  circonférence  en  par- 
ties égales  est  surtout  importante  pour  faire  les  instrumens 
propres  à  la  mesure  des  angles.  (  Voy.  la  Géom.  du  Cçmpas, 
par  Masckeroni,  )  Comme  la  trisection  de  l'angle  compléterait 
cette  opération  (n^2i2,  III),  on  s'est  long- temps,  mais  en 
vain ,  efforcé  de  trouver  la  solution  de  cette  question.  Elle  est 
maintenant  démontrée  impossible  par  le  secours  de  la  règle  et 
du  compas  seuls  (n^  4^4  >  1)* 

,  24  !•  Nous  terminerons  par  l'exposition  de  quelques  pro-^ 
priétés  deê  quadrilatères  inscriptibles  au  cercle. 

I.  On  a,  dans  le  quadrilatère  ABCO  (ûg.  116),  ^+  C=a 
droits,  puisque  les  angles  A  el  C  embrassent  la  circonférence 
entière  (n®  211)^  de  même  B  +  O  zsz^  droits.  Ainsi,  dans^ 
tout  quadrilatère  inscriptible  au  cercle,  les  angles  opposés  sont   , 
supplémentaires. 

Réciproquement ,  si  .^  -f  C=s  5  +  O  =  2  droits ,  le  quadri- 
latère ABCO  est  inscriptible  au  cercle ,  puisque  si  la  circon- 
férence passant  par  AOCy  ne  passait  pas  en  B,  Tangle  B'  ne 
serait  pas  le  supplément  de  O  (n^  2i3). 

Donc  on  peut  toujours  circonscrire  uri  cercle  à  tout  rectangle  \ 

ABCD  (  6g.  1 1  o  )  ;  les  diagonales  BD ,  AC  sont  les  diamètres. 

II.  Dans  tout  quadrilatère  inscrit  ABCD  (fig  117),  le  pro^ 
duit  des  diagonales  égale  la  somme  des  produits  des  côtés 
opposés.  Car,  menons  CK  qui  fasse  l'angle  KCDt=:BCO; 
d'où  BCKz=:OCD^  en  ajoutant  OCK  aux  deux  membres: 
or,  l'angle  BAC=BDC  (n«2ii);  ainsi  les  triangles  BAC 
et  KCD  sont  semblables.  De  même  l'angle  CBK^zzCAD^  et  le 
triangle  CBK  est  semblable  à  CAD.  Donc  on  a 

/ÇD_^         BK  _  AD 
CD~  aC       BC~  AC  \ 


r 
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d'où KD>:jiC=ABxCD,  BKxAC=zJDxBCt ajou- 
tant ces  ëq.,  il  vient  enfin  ACxBD^=iABxÇD+'ADxBC. 
III.  Si  des  points  AetB  (ûg.  1 08) ,  on  abaisse  sur  la  base  DC 
dtt  |>aralléiogramme  ABCD  les  perpendiculaires  AE^  BF^ 
les  triangles  ADC^  BDC  donneront  (n^  222) 

AC^=AD^  +  DO^%DCxDE, 
BD'z^BC'+DO+iiDCxCF. 

En  ajoutant  ces  équ. ,  comme  DEss  CF  et  AB  =  DC,  on  a^ 

BD^  +  AOz=:;AD^+BO  +  DO  +  AB\ 

Ainsi ,  dans  tout  parallélogramme ,  la  somme  des  carrés  des 
diagonales  est  égale  à  la  somme  des  carrés  des  côtés,  La  pro- 
position est  d'ailleurs  e'vidente  pour  un  rectangle  (n®  221^  4^.)- 

Des  Figures  semblables  et  delà  Circonférence. 

243.  On  dit  qjie  deux poljrgones  (fig.  118)  ABCDEFy  abcdef 
fiont  semblables ,  lorsqu'ils  sont  formés  des  triangles  T  et  t^ 
T'  et  t' ,  T"  e<  t" . . . .  ,  respectivement  semblables  et  disposés 
dans  le  même  ordre. 

Sur  une  droite  donne'e.^^,.  homologue  à  AB^  il  est  aisé  de 
décrire  un  polygone  abcd. . . .  semblable  à  ABCD. . .  On  fera 
d'abord  /  semblable  à  7*,  ce  qui  ne  présente  aucune  difficulté 
(n^  218)  ;  puis  t'  semblable  à  7^,  isur  €ic  homologue  à  ACj  etc. 

Les  polygones  semblables  ont  les  angles  égaux  et  les  côtés 
homologues  proportionnels.  Car  les  triangles  semblables  T  et 
t  ont  l'angle  B=zb,  ainsi  que  l'angle  BCAz=zbca;  déplus 

n**2i8),  — 7- ==-7—= .  De  même  7^  et  f  ont  1  angle 

'     ab         oc        ac  ^ 

ACD  =  acd;  d'où  l'on  voit  que  l'angle  BCO  =  bcd  :  en  outre, 
r=s  — -  =  -rr- .   On  prouverait  de  même ,  à  l'aide  de  T'  et 


ac         de        bc 

I*,  que  l'angle  CDE-=^cdey  et  que  ^^=*^- ,  etc. 
Réciproquement,  si  les  polygones  ont  les  angles  respectivement 


CD  _^E 


À 


\ 
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.  .     ,    AB      BG  '    CD        ,       ,         , 
égaux,  et  si  déplus  -=-  =  T--a=  --r.  =  etc. ,  les  poyrgones  sont 

semUaèlesj  car  Bmibj  ei  ke  cAtës  qui  comprennent  ces  an- 
gles sont  proportionneisy  par  bypo thèse;  d'où  il  suit  (n*  219) 

que  Teit  sont  semblables,  et  de  plus,  -7—= >  €t  Tangle 

BCA  =  bca.  Retranchant  ces  angles  de  BCD  -^z  bcd ,  il  reste 

Tangle  ACP:::^acd;  et  comme  on  suppose  que  -r—  =  —r^ 

AC        CD    ,      ^     ^  BC 

on  a  =  — T-,  à  cause  du  rapport  commun,  -r—  ;  ce  qui 

prouve  que  V  est  semblable  à  Z';  et  ainsi  de  suite. 

i^.  Les  polygones  réguliers  d'un  même  nombre  de  câtés  sont 
des  figures  semblables,  puisque  leurs  angles  sont  respectivement 
égaux ,  ainsi  que  leurs  côtés  (  n^  235). 

2''.  Si  après  avoir  conduit  les  diagonales  des  angles  ^  et  a 
(fig.  1 19),  on  a  des  triangles  semblables  chacun  à  chacun,  les  an- 
^essont  égaux ,  et  les  ce  tés  homologues  proportionnels  :  donc , 
si  l'on  mène  les  diagonales  d'un  autre  angle  tel  que  E^  e,  les 
nouveaux  triangles  composaus  seront  aussi  semblables. 

3^.  Donc  deu^^diagonales  homologues  quelconques  BE^  be 
(fig.  119)  sont  proportionnelles  à  deux  côtés  quelconques  CD,  cd^ 

.     BlE      CD 

savoir.  -T—  =  —T» 
^  be        cd 

4*.  Soient  deux  polygones  semblables  AB  C. . .  €ibc. . .  (fig.  119): 
si  Ton  prend  deux  côtés  homologues  quelconques  ED^  et  e  J,  et 
si,  de  leurs  extrémités,  on  mène  les  diagonales  à  tous  les  autres 
jçingles^  on  formera  des  triangles  respectivement  semblables, 
f:DF  à  ed/y  EDA  à  eda,  EBD  à  eW,  etc.,  ;  car  les  angles 
des  polygones  sont  égaux,  et  les  diagonales  homologues  sont 
proportionnelles  aux  côtés. 

5**.  Lever  un  plan  n'est  autre  chose  que  construhe  des  poly^ 
gones  semblables  à  ceux  que  forment ,  sur  le  terrain ,  les 
droites  qui  joignent  des  points  dont  la  situation  respective 
est  connue.  Pour  cela  ,  on  mesure  sur  le  terrain  un  nombre 
suffisant  de  parties;  puis  ou  décrit   ensuite,   sur  le  papier 
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(n*»  ai8....),  d'autres  triangles  semblables  à  ceux  qui  com- 
posent les  polygones  dont  il  s'agit. 

243.  Si,  dans  deux  polygones  semblables  (fig.  1 19),  on  mené 
deux  droites  Gh,  gh,  placées  semblablement  ^  cf-à-d.  cou- 
pant  les  coté»  BC^  be  en  parties  proportionnelles,  ainsi  qne 
FE  etfe,  les  longueurs  GH ,  gh  seront  dans  les  rapports  des  cS- 

GH      BC  . 

tés^  ou  -^  =  ^,  et  feront  des  angles  égaux  avec  ces  côtés.  En 

cfifet,  soit  pris  sur  £C  et  de  des  points  ff  et  *,  tels  qu'on  ait 

HC      CB       CE  „^     ,      ^ 

^  =  "^  =  — f  et  menons  JETE,  Ae.  Les  triangles  HCE^ 

ftee  seront  semblables  (n*2i9)puisque,  l'angle fi^C^— Ace.  Il 

s'ensuit  que  l'angle  EHC=: ehc  et^^^^- 
^h  ne         bc* 

Maintenant  ,  en  considérant  les  polygones  semblables 
jiBHEFf  pbhef  SI  les  points  G  et  ^  coupent  les  côtés  FE  etfe 
proportionnellement,  la  ligne  G£?  jouira  de  la  même  propriété 
qnelTE.  Donc,  etc. 

244-  D'un  point  quelconque  O  (fig.  lao),  pris  dans  l'intérieur 
du  polygone  JB  C . . ,  menons  des  lignes  OA ,  OB. . .  aux  som- 
mets u^^C  .  •;  prenons  sur  cesligne&des  longueurs  qui  leur  soient 

11            .11         '       \OA        OB        OC 
proportionnelles ,  ou  telles  qu  on  ait =  — --  =  . —  ,       . 

'  oa  ob  oc     ' 

Les  triangles  OAB^  Oab  seront  semblables ,  et  ^^  parallèle  à 
ab.  En  raisonnant  de  même  pour  OBC^  Obc,  etc.  ,  on  verra 
que  les  polygones  ABC. . .  abc. , .  ont  les  côtés  parallèles  et 
proportionnels,  et  par  conséquent  sont  semblables. 

De  même,  sur  les  lignes  Ob\  Oa^  si  l'on  prend  des  parties^ 
OA,  Ok  proportionnelles  aux  côtés  ae^AE;  puis  OF,  o/pro-^ 
portionnelles  à  oô^  AB,  etc. ,  les  polygones  KFG. , .  k/g, 
seront  semblables ,  comme  formés  de  triangles  OKf^  Oki 
OKFf  okf..êy  respectÎTement  semblables. 

a45.  Les  périmètres  de  poljrgones  semblables  sont  comme 

iéurs  lignes  homologues;  car  (fig.  1 18)  on  a ^. 

AB       BC        CD  ,     ,  ,    , 

-^  ==  -^  =  -^  =. . . ,  et  le  théorème  (n*  78,  3*».)  donne 


i 
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C3=zR  sont  lesnjons  donnés  dci  cîrconf.  •înccrite  et  cîrcotls^ 
crite.  Menons  DB,  DE,  pois  la  perpendkitlaire  CG  tombant 
au  milieu  G  de  la  corde  DE  ;  et  par  le  point  G,  /G  parallèle  à 
BE\  JG  sera  moitié  de  BE  (n«  218).  Comme  Fangle  EDB 
est  moitié  de  ECB^  EDB  sera  Tangle  au  centre ,  et  G/  te 
côté  dtt  polygone  régulier  d'an  nombre  double  de  côtés  ; 
DFss/y  DG-zr/f  seront  les  rayons  de  cercles  inscrit  et  cir^- 
conscrit  à  ce  demier.-Or  on  a  DFzss  1 DA:^  \  (  DC-^CA) ,  00 
/»!  (A+/);  dans  le  triangle  rectangle  CGD,  DG^i^DCyiDP 
n®  ^aiy  2"*),  Q\3LR*=ili/j  ainsi  i^  etlV  sont  donnés  par  les  éqn. 

Répétant  ce  calcul  sur  le  polygone  IG ,  on  trouvera  de  même 
les  rayons  r*  et  Ifl^  des  polygones  réguliers  isoperimètres  d'un 
nombre  double  de  côtés  du  précédent;  puis  les  rayons  r",  B^^eit, 
OD  aura  ainsi  une  série  de  résultats 

r,  iR,  r,  R'j  r^,  R^^  r  ,  R' , , . , 

dont  chaque  r  est  la  moyenne  arithmétique ,  et  chaque  R  la 
moyenne  géométrique  entre  les  deux  termes  précédens.  Tels 
sont  les  rayons  des  tercles  inscrits  et  circonscrits  à  cette  suite 
de  polygones  réguliers  isopérimètres  d'un  nombre  de  côtés 
continuellement  doublé. 

Mais  F  étant  au  milieu  de  AD ,  AF  ou  DF>  ÂCy  f^y>r; 
puis  l'hypoténuse  DC  >  DG^  om  R'  <^  R  :  ainsi  r,  r',  r*. . . 
croissent,  et  R,  R\  R" . , . ,  décroissent  continuellement.  Ces 
quantités  tendent  sans  cesse  vers  iVgalité  à  mesure  que  les 
côtés  deviennent  plus  nombreux;  car  BC^-^CA^^sBA^j  ou 
/{*—  r^=4û*,  donne 

et  a  décroît  autant  qu'on  veut  ^  tandis  qne  r'  augmente.  On 
voit  donc  que  si  l'on  superpose  tous  ces  polygones  en  faisant 
coïncider  leurs  centres  C,  D,  « . .  les  circonf .  inscrites  s'en  écartent| 
et  les  circonscrites  s'en*  ra|^oche»t  de  plus  en  plus.  Elles 
finissent  par  ne  laisses  entre  elles  qu'un  espace  aussi  petit  qu'on 
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vea«,dan» lequel  se  trou^  tn>c<l  W  polygone  wJgalier.  Quel'»., 
«t  poussé  le  calcul  des  r  «t  R  jusqu'à  ,«  cbiffres  décimata 
Ijr  exemple ,  et  l'on  tro«yera  enfin  deux  rayon,  dont  ces  dix 
chiffres  seront  les  mêmes  :.  la  distance  du  polygone  à  ses  deux 
circonf.  sera  nulle  dans  cet  ordre  d'approximation ,  et  l'on 
pourra  prendre  le  périmètre  de  ce  polygone  pow  longueur  de 
ces  circoiif.  \        ^  ^ 

Soit  donc  a  le  côté  du  i  •'  polviTAtM»  #1-  «  ^a*^^ 

,   .  ,     ,  potygone  de  n  côtes  ;  na  sera  don 

coAtour ,  et  celui  de  cbacua  des  autres  polygones  :  et  sî  :r  estle 
rayon  des  cercles  inscrit  et  circonscrit  dans  rordre  de  difci-   ' 
maies  conservées  au  calcul ,  ou  celui  dé  la  circônf.  définitive 
=7iû,  onaura  7i«==2;rx,  5r=  ^. 

P^r  exemple  le  côté  de  l'e^agone  inscrit  «== ,  ;  k  périmètre 
:=6;  fl= ,,  r=  ^ (OB-'-.IB')  (fig.  .aa),  ou  r=fv/3  :  on 
<n  tire  successivement  les  résultats  suivans  ,• 

r=  0,8660»  5404  0,95356  573.  0,95490  8353 

«  -  I  o,sp,  ,;;69  0.95494  o3i. 

r  =o,933oi  ajoa  0,95458  SySo  0.95493  433, 

«'=0,96593  58a6  0,95510  012a  0,95493  a32a 

1=°'5|^  ^  "'95484  4436  0,9549a  8327 

R  =  »'95766  ai97  0,95497  3370  0,95493  o3a5  (*) 

Dès  qu'on  arrive  à  deux  rayons  successifs  égaux  x,  ce  nom- 
bre est  le  rayon  de  la  circonf.  isopérimètre  qui  est  =^=2*0:* 
orx=o,  95492  9662  ;  ainsi  «•=3,141592654.  Onpeutobte- 

-       '  '  '  '  '  •  

(*)  Le^lcnl  des  rayons  R  est  facile  par  log.  ;  mais  on  Pabrépe  encore  T,»r 
le  procédé  suivant.  Soit  B=  f^+d.d  étant  la  différ.  des  deux  rayon»  entri 
lesquels  on  veut  une  moyenne  géométrique,  /{''^^^(r^a^^^j .  ^^     ,  .  ^ 
en  extrayant  la  racine  ^     "^^ 

Ce»  formnlM  «bi^eiit  Ie«  opérations  :  mail  on  nnaarqne  que  si  d  n'a  «„ 
que  la  moitié  des  chiens  de  ?,  en  considéitat  ces  nombre»  comme  entî^." 
d'  e»t<8  r'  parce  que  d'  n'a  pins  que  la  même  quantité  tle  chiffre»  <ni«7 
Po,»^«roir  une  valeur  de  «'approchée  à  moins  de  *,  on  peut  donc  .econtan.'l: 
de  «'=,/+xrf,  qui  e»t  moyenne  arithmétique  entre  fi  et  r':  Ainsi  dé.  „" 
e»t  Mjpivé  à  deux  taleuw  consécutive,  de  fi  et ,/ ,  dont  l,  moitié  à  g^Z  Z 

'9 


3^  G^OKÉmB. 

okieânii  w  arec  telle  approximation  qu'on  veot.  Au  resie ,  noa» 
exposerons  des  procëdég  plus  expédttifs.  On  obtient 

w  =?  3;i4i59  2^535  69793  33846  36433  83379, 
log.  «•  =  0,49714  98736  94i35  85435  13683  88391. 

Si  dans  re'cp».  cire.  R^siawRj  on  tût  Rsz  \  ^  et=iy  il  vient 
cire.  =7,  et  I  cire.  =:9r  :  donc  le  rapport  constant  ^  de  toute 
drcûn^rence  à  son  diamètre  exprimé  aussi  la  circonf.  dont 
le  diamètne  est  wi^^etla  demi-circonf.  fui  a  un  pour  ri^ron. 

Si  on  limite  la  Takur  à  ir^sss  8, 142. .  •  on  ti*oave  qu'on  peut 
poser  «-3=  V  es  3  f«  Ce  résultat  très  simple ,  dû  à  Archimède , 
est  adopté  dans  les  arts.  Adrien  Métius.,  en  prenaut  3 ,  i\i5^^^ 
a  trouvé  9r=ff|,  nombre  remarquable  en  ce  que  les  termes 
eoot  formés  des  trois  premiers  impairs,  répétés  2 fois ,  1 1 3,355. 
Ce  résultat  ayant  6  décimales  exactes ,  ne  produit  pas  une  er- 
reur d'un  centimètre  sur  une  cire,  de  1^8000  mètres  de  rayon 
(  I  ligne  sur  4900  toises d^  rayon). 

yoici  une  rectiScation  graphique  approchée  de  la  circonf. 
On  a  prouvé  (n**  238,  239)  que  le  côté  du  carré  inscrit  est 
/{(/2;  que  celui  du  triangle  équilatéral  est  R^Z  :  la  somme 
est /î(  V/^+  V^3  )  ou/î  X  3,146^7.  ..t . ,  égale,  à  un  demi- 
centième  près ,  à  la  demi-circonf.  rectifiée.  Ainsi ,  après  avoir 
inscrit  au  cercle  proposé ,  par  les  procédés  connus  ,  un  carré  et 
un  triangle  équilatéral,  oki  ajoutera  le  côté  de  l'un  au  côté  de 
l^autre ,  et  l'on  aura,  à  très  peu  près,  une  droite  égale  à  la  demi* 
circonférence. 


•  •1"      .  »         •■      i        I  n}  t 


lenn  chiffres  est  une  partie  commune,  on  n'^a  plus  à  prendre  que  des  moyen- 
nes arithmétiques.  Cest  ce  qui  arrÎTC  ci-dessus  au  nombre  marqué  ('*')  et  à 
tous  les  suivans.  Alors  il  n'est  plus  nécessaire  4^  calculer  oes  moyennes  snc- 
cessiTCs;  car  soit  m  un  de  ces  nombres  et  m-f-^  le  suivant,  leur  mdyenne 
estvit  -|-  \  J'=£  m  W-  \  ^-— i  /;  «I  «on4ln«an(  de  prendra  lea  moycMitt,  on  tf^ure 

nombres  dont  la  limite  esjt  m  4-  f  /  :  ti»lle  «|t  1^  \9\ma  ^ikWXvi^  des  qaanftité» 
r  et  9  lors<fu'9Ufl!ft  sont  49veni«ei  égales. 
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D  =  -C  =  *C*=i=ro,3ï83i,..,log^==7,5o285oi3. 

«L'iwc  A^B  (6g.  122)  «étant  le  ni^"^''  de  la  circoaf  . ,  ou  Fanglè  O 
le  n""'  de  4  droits,  «  àon  pombre  de  degrés ,  on  a  la  propoif- 
tion  rSo*  l^Ri:  ml\k  longueur  z  de  l'arc  ACB^  donc- 

^  =  -jg^  ~  -r—  .=  Aiî«,  et  en  faif  ^t  log*  .;=  îT,  34  ï.87  737 . 

IL  J)^ .  SURFACES. 


j^ires  dqs  Pqljrgpn^s  et  du  Cercle. 

249.  Une  Aire  est  l'étendue  comprise  entre  les  lignes  qui 
.i^ennin^fît  une  ^gure  fermée.  Les  aires  Equivalentes  sont  ce^es 
qui  sont  d'égale  étendue ,  sans  qu'elles  puissent  coïncider  par 
la  superposition. 

Deux  rectangles  AEFDj  aefd{ûg.  124)  sont  égaux  lorsque 
leurs  bases  spiit  égales,  et  que  leurs  hauteurs  le  Stont  aussi ,  ou 
AD  =  adet  AE:=i  ae  :  on  voit  en  effet  qu'on  peut  faire  coinci- 
•deriifune  ^de  ces  figures  a vec' l'autre.  Mais  si  l'on  compare 
le  parallélogramme  ABÇDsin  rectangle  ^£ F/),  on  les  ti:oavera 
«implement  équivalens ,  parce  que  le  triangle  AEB-^z  DFCr 

Les  parallélogrammes  ABGD y  abcd,  ^i  <m:t  des  bctses  égales 
et.dcs-  hauteurs, légales  sont  équivalens,  puisqu'ils  équivalent 
.aux  rectangles  égaux -.^^FE,  Af^. 

iknt  un  triangle  ABC{&^,  ia5)  ;  menons  CD  et  BD  paral- 
lèles à  AB  et  ^C\  les  deux  triangles  ACBy  BCD  sont  égaux  : 
ainsi,  tout  vriangle  est ^ la  rnpitié  d^un  parallélogramme  de 
même  base  et  de  même  hauteur.  De  sorte  que  tous  les  triangles 
,AjÇJB ,  AJSB  r.  AFfi  .•...,.  qui  ont  mêinie  base  AB .  et  leurs 
.$p)jampts  Rur,  ÇF^^^xfX^X^h  xAB ,  sont  égaux. 

oj^o . .  CQOiparpnSv  ^air^teiji^n t  d^ux.  pars^Uélogrampxes  quiel- 
conqucs. 

19.. 


i3(^2  GÉOMÉTRIE. 

i^.  Les  rectangles  de  même  base  sont  comme  les  hautetin^ 
En  effet,  si  les  deux  rectangles  ABCD-=:R,  abcd=zr  (fig.  ii6) 
ont  les  bases  /4B  et  ab  égales ,  et  que  Ie9  hauteurs  AD  =  H 
tt  ad  =:  h  soient  commensurables ,  il  y  aura  une  longueur  ax 
contenue  m  fois  dans  H  etn  fois  dans  h  y  et  l'on  aura  (  n®  i56  ) 

-|r  =  — .  En  menant  par  le  points  de  division  Xj  x'^jr^y . ,. , 

des  parallèles  aux  bases ,  les  rectangles  ii  et  r  seront  partagés, 
l'un  en  m  ^  Vautre  en  n  rectangles  égaux ,  et  Ton  aura 

R      m     j,   ,  /?       H 
—  =— ,  dou  — =  -r. 

r       n  r        h 

Si  les  hauteurs  sont  incommensurables,  partageons  de  même 

AD  en  parties  égales  Ax\  x'j >  et  portons  Tune  sur  ad 

evLxa^xj. , ,  ,\  soit  i  le  point  de  division  le  plus  voisin  de  di 

j 

en  menant  il  parallèle  k  de  ^ -=:=-==  ^  k  cause  de  la  commensu- 

■  .1.  ^  r  ,  dl       h       id    ,  r        h 

rabihté  >  ^'^  "d  +  »  =  o+ Ty  »  ^^^^  ^^  *  "5"=  "H»  puisque  dl 

et  id  sont  aussi  petits  qu'on  veut,  et  que  r^fî,  k^  H  sont  cons- 
tans  (n®  il 3). 

a®^  Les  rectangles  sont  entre  eux  comme  les, produits  des 
basée  par  les  hauteurs.  Car  (fig.  127)  soient  des  rectangles 
AC,  ac  dont  les  bases  sont  AB  z=z  Bj  abzszb  z  portons  l'unç 
àe  ces  figures  sur  l'autre,  en  faisant  coïncider  l'un  de  leurs  an- 
gles droits,  ce  qui  déterminera  les  rectangles  AKssr^  et 
AH^:^R\  de  même  hauteur  AI  ;  R!  ayant  même  base  w^Z^ que 
le  rectangle  ACzszR  et  même  hauteur  Al  que  r,  on  a  donc 

R  _H    /r^^  ^,  ,R       BH 

3^.  Les  mêmes  théorèmes  ont  également  lieu  pour  les  paral- 
lélogrammes, puisqu'ilssont  équivalons  aux  rectanglesde  même 
base  f  t  de  même  hauteur.  Donc  les  pafnllélogrammes  sonten'^ 
trmeux  comme  les  produits  des  bases  par  les  hauteurs*, 
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.  ^5i.  Mesurer  uue  aire,  c'est  cjiercher  le  npiubre  de  fois 
qu'elle  contient  une  autre  aire  donnée.  Prenons  paur  unité  de 
surface  y.  le  rectangle  abcdj  pour  mesurer  le  rectangle '^^  CD 

(fig.  128);  puisque  "~^=  tX  T>  ^^  portera  la  base  ab  sur 

AB^.di^ïi  de  savoir  combien  Tune  est  dbntenue  dans  l'autre  :  on 
en  dira  autant  des  hauteurs  ad^  JD;  ensuite  on  multipliera 
ces  nombres  de  fois;  puisque 3x4=  1 3,  iï contient  îci  lafoisr. 
Comme  les  bases  et  les  hauteurs  pourraient  ne  pas  se  conte- 
nir exactement,  on  dit  plus  généralement  que  la  mesure  d'une 
aire  ABCD  (figi  127)  est  son  rapport  ayec  une  autre  abcd 
prise  pour  unité  (n***  36,  71 };  cette  mesure  e&t  le  produit  du 

•  B  H 

rapport  7  des  bases  par.  celui    r  des  hauteurs.  Il  en  est  de 

niême  de  tout  parallélogramme.  D'où  il  résulte'  que  si  /  repré- 

B      M 
sente  le  nombre  abstrait  t  X  r  9  Faire  du  parallélogramme  est 

l  fois  celui  qui  est  l'Unité  de  la  surface. 
,  Si  l'on  prend  pour  unité  d^aire  le  carré  a&C£f'(fig.  \7&)  dont 
le  côté  est  l'unité  linéaire,  on  a  é  ==  A=  r,  d'où  R-s=:BH. 
BH  est  le  produit  abstrait  des  nombres  d*Sittés  linéaires  con- 
tenus dans  B  et  H;  soitencore  ce  produit  BHtrzl^  l'équ.  re- 
vient à  R^=i  l  fois  le  carré  pris  pour  unité  d'aire.  Ainsi ,  ^airé 
iJC un  parallélogramme  est  le  produit,  des  nombres  de  fois  que 
ïunipé  linéaire  est  contenue  dans  sa  base  et  dans  sa  hauteur,  ce 
qu'on  exprime  d'une  manière  abrégée,  quoique  incorrecte,  en 
disant  que  l'aire  d'un  parallélogramme  est  le  produit  de  sa  base 
par  sa  hauteur. 

La  mesure  de  l'aire  ABCD  (  fig.  1 10)  du  rectangle  qui  a  ses 
côtés  égaux  est  BCxBC;  l'aire  du  carré  est  donc  la  seconde 
puissance  de  son  côté.  C'est  pont  cela  que  les  mots  carré  et  se^ 
conde  puissance  sont  regardés  comme  synonymes. 

:k52.  Tout  ce  qui  a  été  dit  précédemment  du  produit  des  li- 
gnes évaluées  en  nombres ,  doit  se  dire  aussi  des  rectangles  qui 
ont  leurs  côtés  pour  facteurs.  Par  ex.,  la  proposition  (n^'^aS) 
peut  s'énoncer  ainsi:  Le  carré  construit  sur  la  tangente  est  égal 


394  àr£àUiTki'è. 

au  recù^ngfé  ^Ûi  d  pour  base  là  àécàrite  ëniierë,  é'ipourAéki'^ 
feûr  sa  partie  eitérièàrè  y  et  ainsi  des  atitrd$. 

Le  caractère' essentiel  des  déiUén^ti^tiïiohs  g<ëbinétriques  e^t 
de  réunir  la:  rigueur  du  raisonnemeiit  à  une  clarté  comparable 
à  celle  des  axiomes.  On  ne  doit  jamais  y  pbrdre  de  vue  lés  ob- 
jets* comparée  :  aiiisâ  ces  fiiéorèmès  n'ayant  été  ôbtentis  que  ps&r 
dés  calculs  fondés  sur  la  théorie  des  fignés  proportionnelle^  > 
nous  donnérobs  ici  une  démonstratiotf  directe  des  trois  propo- 
sitions fondaniëntiiles ,  i^elàtives  au  rappbtt  dés  aires.  LéfS  afu- 
très  en  dérivent  ensuite  sans  efforts ,  ainsi  qu'on  peut  s'en  con- 
vaincre en  les  reprenait  tour  à  tour. 

253.  I.  tônstruïàons  (' Ag.  129)  sur  là  ligné  ^Cfs:  AB^BC 
ks  carrés  4F  et  AI  i  il  est  visible  que  l'aire  AI-^  AF+'FI 
+  ER+CF,  ou=^F-fJ^/+  2CF,  parce  que  lesl  rectan- 
gles^  -È^  et  CF  sont  égaiix.  Gotkimë  AF ^%t\é  dicté  Aé  AB\ 
FI  celui  de  BC^  on  retrouve  ainsi  là  proposition 

a  et  ^  étant  des  lignes,  i^t  o^^  6*,  ab  des  aires. 

Pareillement  AF-^zAI-^  FI-^tlEI,  à  cause  de  BLh^BI^FJ 
et  de£/s=^/ :  OjAretrouve  donc  aufisi 

(a—byssza^ — 206  + À'. 

254. 11.  Soitun  triahgle^^C  (fig.t3o)i'ectangleen^;  décria 
vous  des  carréà  BF^  BGy  ÀE  sur  ses  trdis  eAtéé  ;  puis  Miendus 
lés  obliquer  AF^  BE  et  la  perpendiculaire  AL  sâr  i%ypolé- 
nuse  BC,  L'es  triangles  ACF^  BCE  sont  ^ùx  ;  eiir  leurs  aiEi- 
gles  en  C  se  cothpbsent  de  l'Ànglè  cônitiiun  BCA  plus  d'un  an- 
gle droit  BCF  ou  ACE  ;  d'ailleurs ,  lés  côtés  ad^énâ  sont 
BCi=^  CFj  A€^  CE  y  tôtés  des  tarrés.  Mttis  ceè  triftngles  sbnt 
lès  inoitfês  des  rectangles  CD ,  AE^  puisque  tes  ba^s  conmitt» 
nés  dont  CF,  EC  ^  et  que  léS  sommets  A  et  ^  sbnt  «ur  les  - 
bases  opposées  DLy  BA  :  donc  recmtigle  CL^s:  AE*  On  prouve 
de  même  que  rectangle  BL^BG,  et  ajoutant  ces  équations 
SF=:  AE+BGy  ou  ii'==**+c»;  c.-â-d.  que  le  quarré  tons- 
truii  sur  Vhjrpoténuse  est  égal  à  la  somme  des  carrés  construits 
sur  les  côtés  de  V angle  droit  (  comnie  n®  221  ^  ^^,), 


, 


s 
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.  Ifi^^r^tAn^  ÇIj,^MF4q  n\miS^h9AUm' »mX^enivéit!at 
cémïiie  les  iMfett  A)lC  tt  BC:  aiiisî  ^^»^^^=:^;  on  a 


encore 


■^G      ^Z)        JE      CD 

Ces  prQpoaftlion».  revieimettt  à  celles  dn  n^  ûr ,  a^«  et  ^.        • 

III .  Si  le  tsMiiglfi  dBC  «'est  pas  vectaagle  (fig.  1 3 1  ) ,  et  que 
l'ftnglft.  u^  sqIA  aigu ,  fii^ites!  la  m^me  oonsU'actibn  «fué  ci-^de^sas, 
et  abaissez  BK^  CM  pflry«xd.  sur  les  eôt^  opposés.  Lè^m^tu» 
KÛso9ii«iiiQot  pran^itaf  qne:les  triangles  ^^CF^  BCE  s«nt 
égaux,  «utfâ'^û  lea  zecftanglQs.  CL  I  CK,  dont  les  aâres  sont 
doubla  decelleade»  triangles.  Àkust y  rectangle  CLii=iCK^ï4 
AE  —  AK;  rectangle  BLtxzBJUsstBG'^AM.  Or,  les  triangles 
r^çtaxigies  S^Al,  A  OC  spnt  sei^bUblesy  àcatise  des  deux  iàtés 
peFjp^4i€u}aires  <|vi  oompreamaiit  un  angle  égal  (n^  aoây  8^.)^ 
d'pi  AI  :  ^O  ::  ^^  :  aJC,  et  AJxACz:±AO:k  AB,  vee^ 
taof^e  JKr^AM*  Ajoutant  daai:  lea  rectang.  CLet  BL^  il  yie&rt 
BF  :si  AE  +  BG  —  nAK ,  ou  a»  =  Ar  +  c»  ^  aè  x  -^/ 
(ciHiuQeii®  a;&a). 

$i  l'angle /^^C  est. obtus  (fig;  t33)y  la-snème  cQnstcuciion 

doimeen^oiîç.Je  tfiaag^.^Cf  ^  C.^>F,  d'où. j 

rectang.  CZi  =  QH  ;::;;  ydf'£  -f  AK  :  oi\  troïKra  ^e  inenic 
BL:^RG:^  AK^  aj-PUt^^  îj  vieAt  ^/ï'=p=  -4£  +  iîG  -^-aAK^ 
o^a!^s^k^'^c^.'^'^>:.AlXœxM3^'&^aQii). 

^^.  £«  çfijté^du^ofiEr^^éqHwalent  à  un  pMfHdléligramme  en 
mauçen  prt^f^ïrtio^ml  ^p^  «^^  bm^  et  sa,  hameUr.  Car  aùwsA  B 
la  basç»  H  la  b^^leui;  d'qin  paraUélogiramma^at  j^lecâté  du 
carré  éq;9ivaleat/ona  jr^ssAEjf.  D'a|nrè^cela,  ppur  carrer  vm 
parallélogramme,  ou  en  avoir  la  quadrature  (n°  261  ),  portez- 
en  la  base  et  la  hauteur  (fig.  92),  de  B  en  6*,  et  de  B  en  D,  sur 
une  diMte;  puia,  sorle  diamètre  ^C,  décisvezune  demi-circon- 
féx^QùË,RACi  qai  coupera  e»  J/  la  perpei^dtcalaire  DA  menée 
«ttZ>  aur .^Cs  laoacde  BA  sera  le  c6té  du  carrécbercbé(n^227). 
Si  làâgure  donnée  est  le  rectangle  CL  (fig.  tSo),,  en  prenant 
iSCixjs i>Zi,  ^n aie cairé  Cf:srect.  C/L 


J 


a56.  Uaire  du  triangle  est  la  moitié  du  produit  de  sa  Base  ï 
yarsa  hauteur  U,  au  =  -^  HB,  d'après  ce  qu'on  a  dit  (n®  ^9)* 

i^.  Le  carré  équivalent  à  un  triangle  donné  est  ar^=^  BH\ 
on  a  donc  la  quadrature 'd'un  triangle ,  en  cherchant  une 
moyenne  proportionuelle  entre  la  hauteur  et  la  moitié  de  la 
base,  c.-à-d.  en  prenant  (fig.  iSo)  i?£>  égala  la  moitié  de  la 
base,  et  BC  à  la  hauteur ,  et  achevant  la  construction  comme 
cirdessus;  BG  est  équivalent  au  triangle  proposé. 

2^*.  Les  trianghk  ABF,  BIG  (fig.  i'^4)  9^^  ^^'^  même  hauteur, 
sont  entre  eux  comme  leurs  bases  AF,  IG. 

Pour  couper  par  une  ligne  Z^Fun  triangle  jiBC  en  doux  par* 
lies  qui  aient  entre  elles  un  rapport  donné ,  il  suffit  de  parta^ 

ger  (n®  217^  4''*)  I^  ^^^  ^^  ^^  <l^ux  s^mens  AF^  FCqvà 
soient  dans  ce  rapport,  et  de  tirer  BF. 

aS']*  Soit  un  polygone  ABDE (fig.  i35)  ;  menons  AD 

et  sa  parallèle  BC,  qui  rencontre  en  Cle  c6té  £D  proloi^é  ;. 
enfin,  tirons^C.  Le  triangle  ABD  peut  être  remplacé  par  A  CD, 
qui  lui  est  équivalent;  ainsi  l'hexagone  ABDEFG  est  équiva* 
lent  au  pentagone  ACEFG. 

En  appliquant  de  nouveau  cette  construction  à  ce  pentagone, 
on  le  changera  en  un- quadrilatère,  puis  en  un  triangle ,  et  en- 
fin, si  l'on  veut,  en  un  carré.  On  sait  donc  réduire  toutpofy-^ 
gone  à  u^  triangle*,  ou  à  un  carré  équivaleiU, 

258.  L'aire  d'un  polygone  s'obtient  en  le  décomposant  en 
triangles ,  et  cherchant  l'aire  de  chacun.  Si  le  poljrgone  est  ré- 
gulier comme  ABCD .  .  .(fig.  112),  taire  est  égale  au  périmètre, 
multipliépar  la  moitié  du  rajron  OG  du  cercle  inscrit,  qu'on 
nom^me  Apothème,  Gar  n  étant  le  nombre  des  c6tés,  on  pren- 
dra n  fois  l'aire  AOB  d'un  des  triangles  an  centre ,  savoir, 

n  X  ^^  X  T^^  =  périmètre  X  i  OG. 

259.  Laire  du  trapèze  AHah  (fig.  82)  est  le  produit  de  sa 

hauteur  par  la  moitié  de  la  somme  de  ses  bases  parallèles,  ou 

parla  ligne  menée  à  distance  égale  de  chacune.  En  eflTet,  iae-<- 

nons^C  parallèle  à  ahy  puis  Ee  par  les  milieux  de  AHeiah; 

Ee  sera  parallèle  à  Uh{n^  220,  4^0 •  0'>  Faire  du  parallélo- 
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grâinme  ACha  est  le  produit  de  sa  hauteur  par  Ch  ou  Bc  :  celle 
du  triangle  u^JEfC  est  le  produit  de  cette  même  hauteur  pfir     '^ 
4  HC  ou  EB  ;  ainsi  l'aire  AHah  est  le  produit  de  la  hauteur 
comnîune  par  Ee ,  ou  par  âC+  i  ^A  ou  enfin  par  \  {Ja+Hh). 
{JToyez^  pour  \aire  du  quadrilatère^  n»*  3i8,  V;  et  364,  VI.) 

260.  L'aire  (fig.  1 12)  du  trapèze  ^^^^iz  =  |  G^  X  (y/5+a^). 
£n  multipliant  AB  etab  par  le  nombre  des  côtés  des  polygones 

réguliers  ABCD ,  abcd. . , ,  on  obtient  leurs  périmètres 

P  et  p.  Ainsi ,  la  différence  de  leurs  aires  est  =  ^  Gg  (P+p)' 
Comme  G  g  tend  sans  cesse  vers  zéro,  lorsqu'on  fait  croître 
le  nombre  des  côtés>  et  que  ^  {P+p)  approche*  de  plus 
en  plus  de  la  circonférence ,  cette  différence  peut  être  rendue 
aussi  petite  qu'on  veut.  Ainsi,  Vairè  du  cercle  est  la  limite  des 
aires  des  poljrgones  réguliers  inscrits  et  circonscrits  (n*  1 13). 

L*aire  C  d'un  cercle  de  rcryon  R  est  le  produit  de  la  moitié  du 
rajronparsa  circonférence,  ou  du  carré  du  rajronpar  le  rdp^ 
port  wde  la  circonférence  au  diamètre.  En  effet,  soient  «l'excès 
de  l'aire  du  polygone  tirconscrit  sur  celle  du  cercle,  p  la  cir-  ' 
conf.,  et^  l'excès  du  périmètre  du  polygone  sur  la  circonf.; 
l'aire  de  ee  polygone,  ou  C+  a  est  donc  (n^258)={R(p+fi), 
Gomme  les  variables  et  et  0  décroissent  indéfiniment  ('^,  on  com- 
parera les  termes  constans(n®  i  >3),  et  l'on  aura,  à  cause  dejj 
=2îr  7Î  (n«  248) ,  . 

cercle  C  =  ^pR=: circonf.  X\R=7rR\ 

Soit  D  le  diamètre^  on  a  cercle  tn  j  «•  D*,  ou  à  peu  près  =ta 

{*)  Obserrons  qu'on  aurait  été  conduit  au  même  résohat,  si,  raisonnant 

d^nne  manière  analo^pie ,  mais  inexacte ,  on  eût  négligé  les  termes  «et  /3,  qui 

doivent  disparaître  ensuite  :  c^est  ce  qui  arri?e  dans  la  méthode  des  infiniment 

petits,  où  Ton  considère  la  circonférence  copime  un  poly^ne  régulier  d'une 

infinité  de  côtés;  car  alors  Cest  Taire  de  ce  polygone,  et  p  le  périmètre,  et 

vR 
Ton  trouYC  C=:  — •  Ce  procédé  pourrait  donc  être  regardé  comme  parfiu- 

tement  rigoureux,  si  Ton  s'assurait  à  priori  que  les  termes  ainsi  négligea  sont 
ii\Pniment  petits.  Consultez,  à  ce  sujet,  les  Héftexiom  sur  la  Métapl^sique  ' 

4u  Calcul  infinitésimal,  par  Carnot. 


a^  GJ£OftlÉTllI£. 

Lorsque  l'aire  Ciu  ceidb  est  donnée ,  le  r^yon 
B  «5  I  /  ^'  =:|/TC,  ^  =  -  3=o,3i83i,  log.  ^=7,5oa85oi3. 

Un  rectangle  qui  a  pour  base  la  demi-civconférence  rectifiée, 
et  pour  hauteur  le  rayon,  est  égal  au  cercle  ;  on  a  aiust  là  so- 
lution approchée  du  fameux  problème  de  la  quadrature  du 
cercle.  Pour  le  résoudre  rigoureusement,  ce  qui  est  à  peu  près 
inutile,  il  faudrait  trouver  la  valeur  exacte  de  «•. 

à6i.  Vaire  du  secteur  AOBI  (fig.  i36)  est  le  produit  de  ta 
moitié  du  rc^on  par  Varc  AIB  ;  en  effet  on  a 

AODl       AID^  çirconf. 

Xa  longueur  de  l'arc  AIB  est  connue  (  p^e  agi  )  x  ain#i 

Sçç.teur  =;:  ^-;j~ ^  ijg^  =F  ^^>f  log  A  =:  3  »94<^8473v 

l'arc  AIB  étant  le  /i'^"*'  de  la  circonf.,  et  a  son  nombre  de 
degrés. 

I/aire  du  segment  ALBI  est  égale  à  celle  du  secteur ,  moins 
le  triangle  AOBI  (n»  364,  VU). 

Aux  arcs  semblables  et  concentriques  ABDj  abd  (fig.  i68), 
circonscrivons  des  portions  de  polygones  réguliers;  le  système 
de  ces  trapèzes  formera  une  aire  dont  la  limite  sera  ADBabd. 
Il  est  aisé  d'en  conclure  que  l*aire  ABDabd  comprise  entre 
deux  ares  concentriques^est  égale  au  produit  de  la  distance  Aa 
entre  ces  arcs ,  multipliée  par  la  moitié  de  leur  somme,  ou  par 
l'arc  a*b*d!  décrit  à  distance  égale  de  l'un  et  de  l'autre  (n^^sSg). 

On  peut  toujours  évaluer  »  par  appro»niation ,  une  aii*e  cur- 
TÎligne ,  en  la  considérant  comme  un  polygone  dont  lés  côtés 
sont  forts  petits,  et  la  décomposant  en  triangles  ou  en  trapè«e9. 
Par  ex.,  traçons  dans  l'aire  aADd  ffig.  162)  les  parallèles  équi- 

distantes  Aa,  il,  bB,  hK dD,  que  nous  désignerons  par 

^'  /?*... ,  p^^\  et  menons  une  perpend.  quelconque  etd!  sur 
Aai  l'aire  sera  ainsi  coupée  en  trapèzes  ,  dont  les  aires  sont 
3  ip'  +P*')*>  h  {p^+TTi^'  '  '  9  ^  étant  la  distance  de  deux  pa- 
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vrilèlea^tLa'softiiBe  éH  aÀDàaok{\j/  +p'  +p^. . .  -H/>^'>); 
jBDfti  fnù^  curuiîifne  est  le  pf^àmt  de  la  dhtance  k  entre 
les pamllëie^iypar  leur  somme  4ii7Himtée' de  hê  mmtié\dés  deux 
exêrémes. 

Comparaison  des  Surjaces, 

262.  Comparons  les  aires  des  polygones  semblables. 

I.  Les  aires  de  deux  triangles  semblables  ABC,  abc(fif|.  iB^) 
sont  comme  les  carrés  de  leurs  côtés  homologues.  Car  la  siitiQi- 

ttrdé  doôûe  ^  ±5=  •'-^  :  miA^  lés  perpendiculaires  BD  et  W 

aux  bases  AC,  acy  forment  les  triangles  sfemUables  ABD^  iéd, 

.,  ,  jiB      BD      ,        AC     BV  ,  .      ^         . 

d  ou  — r  =  irr  •  donc =  -ry  (  ce   qui  est  conforme  au 

4U)        bd     \  ac        bd  ^ 

the'orème  243).  Multipliant  les  deux  membres  par 


BD 

bd 


,  on  a 


^Cx  ÈD        BD^       AB"" 


'  •     «41     » 


atyi^bd         bd^  '^  ab"" 

li.  Les  aires  de  deux  poljgones  semblables  ABCD,  abcd^ 

sont  comme  les  carrés  de  leurs  lignes  homologues^  (fig^  1 18). 

Car  la  similitude  des  triangles  ABC  y  abc  (n^,  242)  donj^e.la 

T      AB^  ,        .       T    \aO    AB^ 

proportion  -=--g^:  on  a  de  ineme-pr= -^==:^j5P,etc.; 

féUnis^ht  ces  rapports  égaux ,  il  vient 

T  ^T^^T^  AB- 

V 

>  263.  Concluons  de  là  (^ue,  i^.  si  Ton  construit  trois  polygo- 
nes My  N  eiP  (fig.  i38)  semblables,  de  figures  quelconques, 
dont  leç  côtés  homologue»  soient  ceux  d'un  triangle  rectaugle 

^^C,onaura-^=^  =  ^^„dou3J^  =  j^^çj^^  : 


I 


5oo  géométrie; 

or,  AB^zss.  BO"\^  AC;  4<mft  M—N+P.  Cette  p«>- 
position  étend  celle  du  carré  de  Thypotéiuise  (n^254)  ^ 
tous  les  polygones  semblables  ;  de  sorte  .qu'on  peut  aisément 
construire  une  figure  égale  à  la  différence  dés  deux  autres,  ou  à 
leur  somme,  ou  à  la  somme  de  tant  d'autres  qu'on  voudra , 
pourvu  qu'elles  soient  toutes  semblables. 

2<>.  Les  aires  des  polygones  réguliers  d'un  même  nombre  de 
c6tés  sont  comme  les  carrés  des  rayons  des  cercles  inscrits  et^ 
circonscrits. 

3®.  IjCs  cercles  C,  c  sont  comme  les  carrés  de  leurs  rayons 
R,  r,  ou  de  leurs  diamètres  :.  car  soient  «  et  /S  les  excès  des  ai-r 
res  des  polygones  circonscrits  sur  celles  des  cercles  C,  c; 
C  +  «,  c  -f-  /9  seront  les  aires  des  polygones  ; 

a  ou  — : —  =  -—  :  puis  (n*  1 13)  -  =-t  • 

Gela  résulterait  aussi  de  ce  que  C=jr  /{',  c  =srr\ 

4**.  Le  cercle  qui  a  pour  diamètre  l'hypoténuse  d'un  triangle  ~ 
rectangle  est  donc  égal  à  là  somme  de  ceux  qui  ont  pour  dia-^ 
mètres  les  côtés  de  l'angle  droit  ;  de  sorte  qu'il  est  facile  de 
former  un  cercle  égal  à  la  somme  ou  la  différence  dé  tant  de 
cercles  qu'on  voudra. 

1264.  Deux  triangles  ABC,  abc  (fig.  i^'j),  quiont  un  angle 
égal  A  =  a ,  sont  entre  eux  comme  les  rectangles  des  côtés  qui 
comprennent  cet  angle.  £n  effet ,  les  perpendiculaires  BD,  bd 

sur  leurs  bases  donnent  (n°  256)  — > —  ==  -7-; :    or   les 

abc  bdX^  ac 

BD       AU 
triangles  semblables  ABDy  abd  donnent  -i-r=  — r-  ; 

b'a         aif  " 

,  ABC      ABy:.AC 

donc  — - — sss  — r , 

abc         ab    X  ac 


'  ? 


On  peut  à  l'aide  de  ce  théorème,  résoudre  les  questions  sui- 
vantes : 
I.  Diviser  un  triangle  ABC  (fig,  i34)  en  trois  parties  égales^.. 
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ipar  des  droites  FD,  FE  qui  se  joignent  en  un  point  donné  F  sur- 
Za  base'KC.  Divisons  la  base  en  trois  également  aux  points  Jï 
et  /  ;  eomme  le  triangle  CBI  est  le  tiers  de  CBA  <n°  256,  2*».), 

l'aire  inconnue  CDF=  CBL  Or,  on  a,  ^^^  _  CZ>  X  CF 

'       'CBI      CB  >:  cr 

donc  ci;  X  CF=CiB  X  C/,  ou  gg  =  gl ,  ce    qui   prouve 

(n'»  ai6)  que  Dt  est  parallèle  à  BF^  et  que,  par  conséquent , 
il  faut  mener  BF^  puis  ses  parallèles  HE^  DI,  et  enfin  DF.FE. 

II.  La  même  construction  sert  à  diviser  Faire  u4BC  (ft^^iSg) 
en  4>  5. . .  parties  égales  par  des  lignes  FE^  FE'j  FE/^  FD  : 
il  faut  couper  la  base  ^C.  en  autant  de  parties  égales.  On  sait 
donc  diviser  l'héritage  triangulaire^^^t,  en  parts  égales,  par 
des  sentiers  qui  aboutissent  à  un  puits  commun  F, 

m.  Déq||re  un  triangle  iS/iC  qui  soit  équivalent  à  u4BC 
(fig.  140  )y  dont  là  base  soit  ET  et  le  sommet  situé  en  un  point 
K  de  la  ligne  donnée  NK.  Supposons  d'abord  que  les  deux 
triangles  ABC^  ÀDF  soient  équivalens  :  comme 

ABC  _AB>C^AC 
ADF''  ADXAF' 

ona  ABxAC=:ADxAF,ou4^=z^i 

AD      AC_ 

ainsi,  BF  est  parallèle  à  DC  (u®  216).  Donc  si  l'on  veut  cons- 
truire un  triangle  EGH=  ABCy  dont  le  sommet  £  soit  donné 
la  base  GH  étant  dans  la  direction  AH  de  celle  du  :triaQgle 
donné,  on  mènera  ED  parallèle  à  AC^  puis  DC  et  sa  paral- 
lèle BFj  et  l'on  aura  ADF=:i  ABC:  prenant  ensuite  dans  la 
direction  AC^  àH=  AF^  le  triangle  GHÈ  sera  =  ABCj  et 
remplira  la  condition  demandée.  Observez  que  la  même  cens-, 
truction  s'appliquerait  encore  au  cas  où,  au  lieu  de  donner  le 
sommet  Ey  on  dpnnerait  la  base  GH;  on  pourrait  même 
donner  aussi  l'angle  H  :  autant  de  problèmes  différens  qui  sont 
résolus  par  le  même  procédé. 

En  prenant  EG  pour  base,  on  pourra  de  même  transforitier 
'4e  triangle  EGHen  un  autre  EIL  équivalent ,  qui  aurait  son 
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sommet, en  /;  oa aurait  cbapgé  le  Uiangle  AB€ta^JBiIL^\e 
c&té  £/*et  l'aile  JEL  éXanidotmés.  Ei^o  LK ,  ;|^iiaQ^\e  A 
£Iy  coupe  la  droite  donnée  NK  au  point  K,  et  le  trîaii|^e 
EIK  ssz£JL  Tas  ABC  résout  le  problème  proposé.  On  poi^r- 
rait  déterminer  le  point  /iT  en  se  donnant  la  longueur  IK^  ou 
rangle^E/iC/Cn**  a  12^  IV),  o«i  toute  autre  condition. 

.Des  Blans  et  des, Angles  dièdres. 

265.  De  la  définition  àa  Plan  (n*  1^4)9  U.  ^uit.guc, 
i**.  Leplan  est  une  surface  infinie  en  longueur  et  laideur. 
.  2?.  Trois, points,  ou.  deux  4roitesyqui  Jie  coupent,  sQfftf/Cfu- 
,  jours  dans  un  mente  pUm^  et  en  déterminent  ia  pasMion,  En 
effet,  on  peut  visiblement  .concevoir  jjine  in^té  di^^plaos  qui 
xpassent^par  l'une  des  droites, ^.ou  par. la. ligne  cyû  î^intdeux 
.  des,  points  donnés,  puisqu'on  peut  faire  tçup^er  Fun,  dei^ces 
^  plans  autour  de  çe^te  ligne  comme  sur  une,  qliarnière.iM|is.^e 
plan  s  arrêtera  dans  son  .mouyem^içnt,  siil'on^^xe  jb^rs  dcila 
ligne  un  point  par  lequel  il  doit  passer. 
3°.  Un  triangle  est  toujours  dans  un  pian. 
4^.  Deux  parallèles  déterniiinent  un  plan. 
5^.  Deux  plans  ne  peuvent,. sans  se  confondre ,  avoir  trois 
points  conimuns  en  ligne  droite  :  ainsi  l' intersection  de  deux 
..'plans  est  une  droite, 

.^066^  Faisons  tourner  l'angle. droit •4'^d9  (^.  ](4i)iAU(\our(jde 
.  ABy  «jusqu'à  ce  que  idP.  rfassp,,  ^vec  .une  trpi^nie,  ligiae.  J(C, 
t  un. angle  drmt  PA,C\  on  dit  al(^rs  que  4P.^\  p^rp(^ndi^uJAire 
I  aif  plan-.des  deux  droites  idB^  AC. 

>Siune  droite  AP  est  perpendiculaire  àd^ux  qutrçSsJ^Y^^J^C  y 

^qui  secrMseni^n  ^,  elle  l'est.aussià^lomef^g^  4^  ftmçé^  par 

ce  point  dans  le  plan  BAC^s,4kux  df^nihres.y^r^  effi^i^j-éya- 

,.luan8  l'apgle  P4Ii  pour  iç^a ,  joigf)ans,lps»trpis  poifU^  PyQjB 

j  quelcoj^uefs ,  .mais  Aels  xiéanD(Kpi9S  ,qiie.  AiB  :;;=r4Cf  <  Les,4ig^es 

PB, PC  seront  égales,  à  cause  du.uâan^e  P4.Cf^Ç,4B,  Au 

milieu.  O  de  .la  base  BC  des  ,tria.ugle8  isoscè^e^  P^C  y^j^BCj 

.menons  PO,  AOy  qui  seront  p^penidiculaii^es  fUQ<Cf^|]Le!  fc^ase 
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*C.{ii*  i63,  a^.)  ;  les  triapgles  rectangles  PCO^  PAC,  AÇO 
donnent 

éliminant  AC\  il  vient  PO*  =-<^P*  +  -^Oj  ce  qui  prouve  que 
le  triangle  jiPO  est  rectanj^e  (  p.  268).  v^ 

Les  triangles  rectangles  POI^  APO^  AOX  doni^ent 
/>/»=«=  PO*+  0/%  PO*  =  AF"  +  .<OV  0/« .—  AP  —  ^O'  ; 
d'où  PI^z=zAl^J^AP^  ;  ainsi  Pangle  Pu^/  est  droit  ;  PA  est 
perpendiculaire  à  toute  droite  AJ^  tracée  dans  le  plan  MN. 

On  conclut  de  là  que,  1^.  le$  obliques  PC»  PB(fig.  x40»  9^^ 
s' écartent  également  de  U  perpendiculaire  AP^  sont  égales j  et 
rédproqu&nent.  Gela  suit  du  triangle  PAC:=:PAB. 

Les  pieds  ByE^D, C  des  obliques  égales  PB^PE . . .  (fig.  xfyi) 
étant  sur  une  circonférence  dont  le  centre  est  en  Aj  on  voit 
qtte,  pùur  ^aisser  d'un  point  P  hors  d un  plan  MN  une  per-^ 
pendiculaire  à  ce  plan,  on  marquera  trois  points  EjByC  sur  ce 
plan,  à  égales  distances  de  P;  le  centre  ^  du  cercle  passant 
par  ces  trois  points  sera  le  pied  de  la  perpendiculaire. 

2".  Si  Von  fait  tourner  T  angle  droit  PAB  (fig.  \^%)  autour  de 
son  àSté  Xff. l'autre  c$té  AB  décrira  un  plan  perpendiculaire  à 
AP  ;  car  menant  en  A  lé  plan  ^iV^  perpendiculaire  à  AP ,  s'il 
ne  oonlenait  pas  la  droite  AB  dans  toutes  ses  positions  ;  que 
l'une  fut,  par  ex.,  AD  hors  de  MN^  le  plan  DAP  qui  coupe> 
rait  iKAT  selon  CA  perpendiculaire  à  ^4P,  donnerait,  dans  ce 
plan  DAP  y  deux  perpendiculaires  CA^  DA  à  AP, 

y*r  Par  un  point  Cou  k  (fig.  142)  ,  on  peut  toujours  mener 
un  plan  }AJ^ perpendiculaire  à  une  droits  AP,  et  Von  n'en  peut 
mener  qu'un  seul.  Car,  soit  menée  CA  perpendiculaire  sur  ^P; 
en  &isant  tourner  l'ange  droit  PAC  autour  de  AP^  ACàé^ 
crica  le  plan  MN  dont  il  s'agit. 

4*».  D'un  point  A  ou  P  (fig.  l4a),  on  ne  peut  mener  qu* une 
seule  perpendiculaire  AP  à  un  plan  MN  ;  elle  est  la  plus  courte 
distance  du  point  P  au  plan  :plus  une  oblique  s'écarte  de  AP, 
^us  elle  est  longue.  Comme  les  obliques  égales  s'écartent  éga- 
lement delà  perpendiculaire,  on  peut  en  effet  ramener  ces  di- 
verse» lignes  à  être  danslcf  même  plan.  Si  l'on  admet  »  par  ex., 
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que  AI  >  AC,  on  prendra  AE=:AC  dans  le  plan  PAJ^  et 
puisque  P/ >  P^: --=  PC,  on  en  tire  P7>  PC. 

5*.  Deux  plans  ME,  mn  (fig.  i43)  perpendiculaires  à  une 
même  droite  AP  ne  peuvent  se  rencontrer';  car  s'ils  n'e'taient 
pas  parallèles,  en  joignant  un  point  quelconque  O  de  leur  li- 
gne d'intersection  avec  les  pieds  A  et  P,  les  lignes  AO^  PO  se- 
raient deux  perpendiculaires  abaissées  d'un  ^oint  O  sur  la 
même  ligne  APj  ce  qui  est  absurde  (  a°  167,  6<^.  ). 

6*.  Pour  mener  d^un point  P  (fig.  i40  ^^^  ^g^^  ^^  P^^ 
pendiculaire  à  une  droite  BG,  située  dans  un  plan  quelconque 
ilfZV,  on  mènera  P^  perpendiculaire  sur  ce  plan  MN\  puis  du 
pied  A  de  celle-ci ,  on  abaissera  AO  perpendiculaire  sar  BC\ 
enfin ,  joignant  les  points  O  et  P,  PO  sera  la  perpendiculaire 
demandée.  Il  suffit,  pour  s*en  convaincre,  de  prendre  sur  BC^ 
OB  ^sOCj  de  mener  AB  et  AC^  puis  de  répéter  la  démous- 
tration  ci-dessus. 

Remarquez  que  le  plan  PAO  est  perpendiculaire  sur  BCj  ce 
qui  donne  aussi  le  moyen  de  mener ,  par  un  point  donné  P,  un 
plan  perpendiculaire  à  une  droite  BG. 

267.  Lorsque  deux  droites  PA,  QO  (fig.  1 44)  sont  parallèles, 
le  plan  MN  perpendiculaire  à  l'une  PA  ,  test  aussi  à  Vautre 
QO  ;  car,  menant  dans  le  plan  MN^  la  droite  AO  et  sa  perpen- 
diculaire BO  ;  ici ,  comme  fig.  i4i  ,  BO  est  perpendiculaire 
au  plati  PAOj  et  par  conséquent  à  QO,  qui  est  dans  ce  plan 
PAO  (n*  266).  Mais  en  outre,  à  cause  des  parallèles P>^,  QO 
l'angle  PAO  étant  droit ,  QOA  l'est  aussi  ;  en  sorte  que  QO 
est  perpendiculaire  sur  AO  et  BO,  c.-à-d. ,  sur  le  plan  AOB 

ou  MN. 

Réciproquement,  deux  droites  AP,  QO,  perpendiculaires  au 
même  planMN  j  sont  parallèles  entre  elles;  car,'  sans  cela,  on 
pourrait  mener  en  A  une  parallèle  à^ÇO,  autre  que  AP;  cette 
parallèle  serait,  auâsi  bien  que  ^P,  perpendiculaire  au  plan 
MNy  ce  qui  serait  absurde  (n*  266,  4°0- 

Donc,  deux  lignes  Aa.  et  Bb  (fig.  i45),  parallèles  à  une 
troisième  Ce,  sont  parallèles  entre  elles;  car,  en  menant  un 
plan  perpendiculaire  à  Ce,  il  le  serait  aussi  à  ses  parallèles  Ah 


y 
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tt  Bbj  ea  vertu  de  noire  proposition  :  il  suit  de  sa  recij^roque, 
tqne  jàa  est  parallèle  à  Bb, 

268.  Lesinlersectiom  Kl,  ki  (fig.  i43)  de  deux. plans  parai" 
fêles  ]jf  N  y  mn par  un  mémeplan  kKI  sont  parallèles  ;  car  d'une 
part  elles  sont  dans  un  même  plan ,  et  de  Tautre  elles  ne  peuvent 
se  rencontrer. 

Donc,  \^,  la  ligne  âP,  perpendiculaire  au  plan  MN ,  Vesi 
aussi  à  tout  autre  plan  parallèle^  mn  ;  car,  en  menant  par  AP 
un  plan  quelconque  BCcb,  les  intersections  BC^  bc  étant  pa- 
rallèles, Tangle  bPA  est  droit.  Ainsi  ^P  est^perpend.  à  tcmie 
ligne  bc  tracée  par  le  point  P  dans  le  plan  mn.  . 

a^.  Les  parallklesWy  1^,  interceptées  erure  deux  plans pa^ 
raUèles  MN,  mn,  sùht  égales^  car  le  plan  IKki  de  ces  lignes 
donne  les  {Mirallèles  IK^  ik;  ainsi  la  figure  Ik  est  un  parallélo- 
gramme, d'où// =/irA. 

Donc  deux  plans  parallèles  sont  partout  à  égale  distance  Pun 

de  Vautre. 

269.  Si  la  droite  Ce  (fig.  i45)  est  parallèle  à  la  ligne  Aa, 
elle  Te^  aussi  à  tout  plan  AabB  qui  passe  par  Aa  :  puisque  Ce 
est  entièrement  comprise  dans  le  plan  Ac  des  deux  parallèles , 
si  Ce  pouvait  rçncontrer  le  plan  Ab ,  ce  ne  serait  que  dans  l'un 
des  points  de  Aa,  qui  ne  serait  pas  parallèle  à  Ce. 

*  Étant  données  deux  droites  ab.  Ce  non  parallèles ,  et  qui  ne 
se  coupent  pas,  on  peut  toujours  faire  passer  par  I^une  un  plan 
parallèle  à  Tautré ,  et  Ton  n'en  peut  mener  qu'un  seul;  car,  par 
un  point  quelconque  a  ou  b,  menons  aA  ou  bB  parallèle  à  cC, 
le  plan  Ab  sera  celui  qu'on  demande. 

270.  L'inclinaison  de  deux  plans  Ab,  Ac  (fig.  i45),  qoi  se 
coupent,  ou  la  quantité  plus  ou  moins  grande  dont  ils  sont 
écartés  l'un  de  l'autre ,  est  ce  qu'on  appdle  un  angle  Dièdre: 
fidus  le  désignerons  par  baAc ,  en  mettant  les  lettres  aA ,  qui 
inarquentVinters'ection ,  entre  celles  ft,  c,  qui  se  rapportent  aux 
deux  faces. 

Les  angles  rectilignes  hnc,  BAC,   qui  résultent  de  /V/i- 
tiersection  d^un  angle  dièdre  par  deux  plans  paraHèles  quel-- 
reliques  sont  égaux.  En  effet,  ab  et  A  B  Boni  parallèles  (n^^6^, 
T.  I.  20 
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fàïkH  qm  ac  et  AC;  frenons ,  stMr  c€S  droites,  dés  parties  égales 
ab=:AB^  ac  =  AC;  menons  Ccy  Bb^  ch  et  CB*  La  figuce  Ab 
donse  (n*  tgS)  Bb  égale  et  parallèle  à  Aéi  i  de  meHae  la  ^%.  Ac 
daiine  Ce  ^ale  et  parallèle  à  Aa.  Ami ,  j8â  est  «égale  et  paral- 
lèle à  O?,  et  la  fig.  Cb  est  an  pai!aUél<^amme.  On  «n  condut 
CB  tszcbytt  par  conséquent  le  triangle  bac  =  BAC  y  et  enfin  ^ 
Va.oi^UbacGsBAC. 

CoBiiiÊAn»  de  là  que ,  i^.  si  deux  angles  bac ,  BAC  «Jait^  ïes-^ 
pœe  ont  les  côtés  parallèles  et  Couverture  iaumée  dans  le  même 
sens^  ces -angles  soniégawK.  Si  Touverture  est  tournée  en  sens 
contraire,  ces  angles  sont  supplémens ,  cpname  n^  192,  3^« .  . 

3".  Les  plans  de  ces  angles  sont  parfillkles^  £a  effet  ^  ayant 
abaissé  au  soaimetaufiepevpeiid;  al^wt  te  plan  bac^  et. mené 
fMHT  le  point /y  où  die  rencontre. le  plan  iBjtf^?,  et  dans  ce  planir 
les  parallèles  IKy  ILj  à  AB  et  ACy  elles  seront  parallèlfis.à  a^ 
et  ae  (n^Q&^.)  Or,  les  anglea  fab^  foc  sopt  droits  .et  égaux  à 
aJKf  alL,  Ainsi  al  est  perpend.  au  plan  KIL  (n^  t266)«.  i  Dooc 
les  àmx  plana  bac^  BAC  sont  perpend^  à  une  même  droite 

3^.  Les  triangles  bac ,  .i9//C  qoi  joignent  les  eiiréiiiités  de 
ti^ois  droites  égales  et  {MiraUèlesdiiPS,respace,  ^opt^g^i;^;  les 

plans  de  ces  triangles  sont  parallèles«   .* 

27 1 .  Soient  deux  angles^èdres  BAPC^  bapc{6g.  14Ç)  c^u-» 
pés  par  des  plans  ^.itfC,  bac  pierpend*  à  leurç  çrèfes  APj  ap;  les 
angles  dihtbvs  sonl  dans  le  même  rapport  que  1^4  angles  rpcli" 
lignes  BAC,  ba£,  résultant  de  çefte  section^  efdont  hs  çôiés 
sont  des  perpend,  menées^  dfms  chaqupfyçf,  en  un  point  de 
leurs  arêtes  A9 9  ^f*  ,,• 

£n  effet,  1^.  e»  quelque  point  A  de  l'arête  AP  que  la  sectioB 
p^pend.  soit  faite ,  l'angle  BAC^em  Je  même  (n"*  270 )« 
-  ■>^  Si  les  angles  BAC^  bac  sooi  égaiix  9  l^s  apgles  dièdres  le 
smt  aw^si  i  puisque  ceux-tci  <»tiicid<çiit,  ^  ^ppU«wit  l'm»  mr 

l'autre  les  angles  £^C,  6ac. 

3*.  Si  BAC  et  bac  ont  une  commui^e  mesure  CAx ,  eu  la'^ 
portant  sur  ÇAB  et  été  autant  de  (ois  qu!eU.e  p^Ht  y  étjre  con- 
tenue, '  etinenaftt  des  plans  par  les  arêtes  AP^  ap.et  Up  Jignes 


âe'dlvtsion  Ax^  Ax'...y  chaque  aogle  dièdre  contiendra  l'angk 
dièdre  CAPx^  autant  de  fois  qae  CAx  est  contenu  dans  CAB 
et  cab.  D'où  il  suit  cpie  les  angles  dièdres  sont  entre  ewL  dans 
le  rapport  de  Cdf^  à  e€k&.  .  :       .     .    , 

4*»  Si  le^  angles  CAB,  céb  sont  îneomineniurables^  on  prou- 
vera aisément  (.comme  n*  i8i ,  a^.)  que  cette  pn^pwrtioTl  a  en- 
core tieu^ 

Concluons  donc  (n^  36|  71)  qu'i/n  an^le  dihdfe  apourine^ 
sure  l'angle  rectiligne  qui  résulte  de  V intersection  de  cet  angle 
dièdre  par  un  plan  perpendiculaire  à  son  arête,  piiisqu'après 
avoir  pris  cab  pour  unité  d'angTe,  on  peut  pr^ndte  Tangle 
dièdre  cpab  qui  lui  correspond  pour  unité  deft  angles  dièdres, 
comme  n*  182  ;  de  sorte  qu'en'  dernière  analfie^  les  arcff  de 
cercle  servent  aussi  de  mesure  aux  angles  dièSres.  •        < 

Dans  la.  rencontre  des  plans  entre  eux ,  on  trouve  les  mêmes 
.  théorèmes  que  pour  celle  dès  lignes.  Ainsi,  les  anf^esadjacens 
de  deux  plans  qui  se  coupent  valent  deux  droits^  et  leurs  an-* 
gles  opposés  au  sommet  sont  égaux.  Deux  plalM  parallèles , 
coupés  par  un  plan  sécant,  forment  les  angles  correspondans, 
alternes-internes,  alternes-externes,  ^ux^  et  réciproque- 
ment,  etc 

2721.  Les  plans  sont  dits  perpend. ,  lorsque  leur  angle  dièdre 
est  mesuré  par  angle  droit.  •      . 

La  droite  AB  (fig.  147)  étant  perpend.  au  plan  MN,  tout  plan 
PQ  qui  passe  par  cette  ligne  est  perpend,  â  MN  ;  car,  en  me-« 
nant  dans  le  plan  MZVla  droite  ^C  perpendiculaire  sur  AP, 
Tangle  BAC  est  droit  (n«  266).  Don6,  i".  peur  élever  en  A  la 
perpend.  AB  au  plan  MN,  appliquez  sur  ce  plan  le  côté  PR 
d'un  angle  droit  PAB^  et  faites  tourner  cet  angle  a«tour  de  PR 
jusqu'à  ce  que  le  plan  PQ  devienne  perpend;  à  MN. 

jk\  Par  une  droite,  telle  que  PQ  ou  AB  (fig.  i48)r  <"*  '■^ 
pkut  mener  qu'un  seul,  plan  perpend.  à  BSN  ;  ee  plan:  ABQP 
est  déterminé  par  une  perpend.  AP  à  MN. 

^*.  La  Projection  A  d'un  point  P  sur  nu  plan  MN  eat  le 
pied  de  la  perpend.  AP ,  abaissée  du  point  P  sur  cephui% 

La  projection  AB  d*tthe  ligne  PQ,  est  la  suite  des  pieds 

20,  « 


4 
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de  toutes  les  perpendiculaires  abaissées  des  divers  pcKuts  de  là 
ligne  sur  le  plan.  Si  cette  ligne  est  droite ,  le  système  de  toutes 
ces  perpend.  formera  un  plan  PABQ ,  perpend.  à  MN  i  Tin- 
tersection  AB  de  ces  deux  plans  est  la  projection  de  la  ligne 
PQ  ^  projection  qui  est  une  droite  déterminée  par  celles  AeXB 
de  deux  points  P  et  Q. 

L'angle  qu'une  ligne  droite  fait  avec  sa  projection  sar  un 
plan  est  ce  qu'on  appelle  l*inclinaison  de  la  droite  sur  le  plan. 
Les  lignes  ABy  AO,., .  (fig.  i4i  )  sont  les  projections  sur  le 
plan  MNàes  droites  PB ,  PO ...  ;  et  les  anfiles  qu'elles  forment 
avec  ce  plan  sont  PBA^  PO  A, . . 

273.  Si  les  plans  PQ  et  MN  (  fig.  147)  sont  perpend,  entre 
eux  y  et  qu'on  mène  dans  l'un  PQ,  la  perpend.  AB  sur  leurin^ 
tersection  PR ,  elle  le  sera  à  Vautre  plan  MN.  Car ,  si  Ton  mène 
dans  ce  plan  MN ^  AC  perpendiculaire  sur  PR^  Tangle  BAC 
sera  droit ,  puisqu'il  mesure  celui  des  plans  :  ainsi  AB  sera  per- 
(lendiculaire  sur  PR  et  sur  AC  (n®  266). 

Réciproquement ,  si  les  plans  PQ  et  MN  sont  perpend. ,  et 
que  V  pAf  un  point  A  de  leur  intersection  PR ,  on  élève  la  per- 
pendiculaire AB  au  plan  MNj  elle  sera  dans  le  plan  PQ*,  car, 
si  elle  n'y  était  pas ,  en  menant ,  dans  ce  plan  PQ ,  une  perpend . 
à  PR  en  Aj  elle  serait  une  a*  perpend. ,  en  ce  point,  au  plan  MIS. 

Donc,  si  deux  plans  PQ,  RS  (fig.  149)  sont  perpend.  à  un 
3'  MN^  leur  intersection  AB  est  perpend.  à  MN  i  car  si  par 
le  point  A  on  veut  élever  une  perpend.  à  ce  plan  MN^  elle 
doit  être  sî:tuée  à  la  fois  dans  les  deux  plans  PQ,  RS, 

3174.  La  plus  courte  distance  Oo  (fig.  i45)  de  deux  droites 
aob,  AG,  qui  ne  se  coupent  pas^  est  la  ligne  perpend.  sur  F  une 
et  Vautre.  Car  faisons  passer  par  ab  un  plan  bac  parallèle  à  AC^ 
et  par  ^C  un  plan  i?^6^  parallèle  kab  (n^aôg)  :  la  plus  courte 
distance  cherchée  sera  visiblement  celle  des  plans  parallèles 
bac  y  BAC  {n!^  a68,  2<*.  ).  Par  ab^  on  mènera  un  plan  bàlh 
perpend.  au  plan  BAC;  Tintersection  IK  coupera  AC  en  un 
pdint  O;  enfin  élevant  Oa  perpend.  sur  le, plan  BAC^  Oasera 
la  ligne  cherchée. 

375.  Deux  droites  AB,  GD(fig  i5o]  sont  coupées  en  parties 
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prçportionneUes  par  trois  plans  parallèles  RS,  PQ,  MN.  En  effet, 
menons  ADy  et  tirons  les  droites  BD^  EF^  FG^  A€\  EFsem 
parallèle  à  BD  (n^  268),  ainsi  que  JC  à  FG.  On  aura  donc 

é^  ^éZ         JF  _CG     ,,  .  JE  _  CQ 
EB  "~  FD'       FD  ~  GD*     ^^  15  "'  GD* 

Des  Angles  polyèdres, : 

276.  Lorsque  divers  plans  (fig.  i5i)  ont  pour  intei^ections 
sticcessives ,  deux  à  deux ,  des  droites  SA^  SB^  SC. . . ,  qui  se 
réunissent  en  un  même  point  S,  l'espace  indéfini  renferi^é 
entre  ces  plans  est  ce.  qu'on  nomme  Angle  polj-èdre  ou  Angle 
solide.  Chacun  des  angles  ASBy  BSC* . .  qui  le  composent  sont 
des  Angles  plans. 

Et  si  cet  espace  est  limité,  par  un  plan  ABCDE ,  le  corps 
SABCDE  s'appelle  une  Pyramide. 

Si  le  ifoX'^^om  ABCDE\  qui  sert  de  base  à  une  pyramide  9 
est  régulier,  et  de  plus,  si  la  perpendiculaire  SH^  abaissée  du 
sommet  S  passe  par  le  centre  fi  du  polygone,  la  pyramide  eiSt 
dite  régulière. 

Du  reste,  on  distingue  les  pyramides,  ainsi  que  les  angles 
polyèdres ,  par  le  nombre  de  faces  qui  composent  l'angle  S  :  un 
angle  Trihdre  a  trois  faces  ;  un  angle  Hexaèdre  en  a  six ,  etc. 

277.  Tant  dé  lignes  SA  ,  SB. , . .  qu'on  voudra  (fig.  i5i), 
parêani  étunpointS^  sont  coupées  en  parties  proportionnelles 
par  deux  plans  parallèles  AC  ,  ac;  ou,  les' arêtes  dune  pjrra- 
mide  SAC  sont  coupées  proportionnellement  par  un  plan  ac 
parallèle  àsa  base.  Car  les  parallèles  AB  à  ab^  BCk  bc...  donnent 

SA  _SB  _AB         SB_SC_BC-^ 
l^—lb  ^  HF'        Sb~  Se  '^   bc'^    '\ 

et  comme  ces  proportions  s'enchaînent  par  un  rapport  commun , 

SA    SB     se 

on  trouve  -^  =  5j  =^  =.... 
La  réciproque  se  démontre  aisément. 
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S78.  Le  polygone  abc. . . ,  qui  résulu  de  la  section  dunepy^ 
ramide  par  un  plçn  »fi  parallèle  à  sa  base  AC  y  est  semblable 

M.        n  .AB      BC      CD 

à  cette  base.  Car  on  a  aussi  — r  5=  1 —  ==  "TT  =. .  •  ;  et  comme 

ab        oc         ca 

d'ailleurs  les  côiës  des  polygones  ABC . . . ,  abc . . .  étant  paral- 
lèles, les  angles  Aeta^B  et  6. . .  sotit  égaux  (n*  270),  on  en  con- 
clut que  ces  polygones  sont  semblables.  Ces  polygones  sont  entre 
eux  comme  les  carrés  des  distances  au  sommet;  car,  en  menant 
la  perpend.  iS^suir  ABC. . . ,  elle  coupera  aie. . .  en  %,  et  Ton 

AB*        ABCD...  ,  ,   c  X         •    ^^     ^^        SH 
^^■^=    abcd...     ^'^^^^^^  "'*'*  -54  =  5*  =  5Î^ 
donc.  • .  • 

279.  Dans  tout  angle  trièdre  S  (fig,  i54)  >  fun  quelconque 
des  angles  plans  est  plus  petit  que. la  somme  des  deux  autres: 
il  n'y  a  lieu  à  démontrer  la  proposition  qu'à  l'égard  du  plus 
grand  angle  plan  ASE.  Prenons  donc,  dans  cette  face,  l'angle 
JDSE = FSE  ;  puis  menant  la  droite  quelconque  AB ,  prenons 
sur  l'arête  SF  une  partie  SC^ssSD.  Les  triangles  DSBj  CSB 
sont  égaux,  et  donnent  BDi=sBC\  et  comme  BA<CBC-\-CAj 
on  en  tire  AD^  AC.  Ainsi  les  triangles  ASCy  ASD  ont  l'uigle 
ASD  <  ASC  (n®  1 78) ,  et  par  conséquent  Tangle 

BSA<BSC^CSA. 

280.  Un  angh  pofyrèdre  S  (fig.  i53}  a  la  somme  des  angles 
plans  qui  le  composent  moindre  que  quatre  angles  droits.  En 
efl^Bt,  puisque  (angle polyèdre 5 est  convea^e,  on  peuttpiijoiiis 
le  couper  par  un  plan  qui  donne  une  base  ABCDE ,  et  forme 
la  pyraniide  SAD.  Des  anglçs  de  cette  base  menons  les  lignes 
OÂy  OBy  OC  . .  à  un  point  O  intérieur  et  arbitraire;  elle 
aura  autant  de  triangles  qu'il  y  en  a  pour  former  l'angle  S  ; 
et  la  somme  des  angles  de  ces  divers  triangles  sera  de  part  et 
d'autre  la  même. 

Gela  posé,  on  a  l^angle  plan  ABC<^ABS  +  SBC;  on  en 
doit  dire  autant  des  autres  angles  trièdres  C,  D...  ;  d'où  il  suit 
que  la  somme  des  angles  du  polygone  ABC. . .  est  plus  petite  que 
la  somme  des  angles  à  la  base  dans  le»  triangles  SAB ,  SBC.»^ 
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dpBC  U  ftomme  des  angle»  plans  en  S  est  ^  pour  compenser,  plus 
petite  que  la  somme  det  angles  en  O. 

'  On  né  peut  doncformer,  a^ec  des  poljgones  régulien  égmiae^ 
plus  de  cinq  poljrèdres ;  car,  i*'.  chaque  angle  de  l'hexagone 
relier  valant  f  d'uo  dro»t  (  n*  %ij\  ouf  Dy  trois  deces»aii(^es 
font  4^  )  et  ne  peuvent  ^re  employés  à  former  un.  anf^e  pon 
lyèdre.  A  plus  forte  rmson,  ne  pourrait^on  paa  employer  quafre 
hexagones  réguliers^  ou  des  beptagonea^  ete^ . 

i*.  On^ne  peut,,  arec  4?  5*  ••»  pcottagones  rëgttfiera,  -eom-* 
poser  wi  aoule  polyèdre,  non  plus  qu'avee  4t  5^^ .  earrës^  oq 
6,  7. . •  triaiigks.  équilaténtax  ;  car  chacun  des  angles  rwmà 
re9pectiTem»it|.  Z>,  i  D,  f  JD. 

i  3®.  Ainsir,  le  cesps  dont  il  sfagii  ae  peut  avoir  asa  angles 
polyèdres  formé»  que  de  tsois  peàtagones  réguliers,,  trois  carisést 
5^  4^  <iu^  3  triangle».  (Voyez  la  Géométrie  d^  M,  Legendne^ 
app.  aux  livres 'VI  et  VII  :  oh  y  démontre  qu'on  peut  en  effet 
former  auisi  les  polyèdres  régulier»  à  i2i,  6,  ao,  8  et  4  faces.  ) 

a8i.  Deux  angles  trièdres  S  et  s  (fig.  iSa  et  i5^)j  fuîmes 
d^ angles  plans  respeciis^meni  égaux  £SF  =  esf ,  £SG  =  esg^ 
FSG=:  fsg,  ont  leurs  angles  dièdres  égaux.  Car,  si  Ton  prend  deux 
arêtes  égales  Sb^sb^  et  qa'on  leur  mène  le»  plans  BAC^  bac 
perpend«  ^  on  aura  visiblement  le»  triangles  rectangles  égaux 
SBC^sbe  et  SBA  =  sba;  d'où  SCsssCf  SA::^safiAoï»U 
tfia]pgle5C^  =  «ciz,  et  par  suite  le  triangle  ^^Cs^&oc*.  Ainsi 
l'angle  ABCsss abc ,  ou  plutè^rangle  dièdre  ABSC  ^  absc.  Il 
en  est  de  n^ême-des  deux  autres  angles  dièdre»,   v 

t^*  Si  ks  angles  plans  égaux  sont  disposés  dam  le  même 
ordre,  comme  dan»  les  fig.  i5a  et  1^4  ^i^^pliqHaBtl^faeéa^A 
smr^n  égale  ASBj  sbcse  placera  sur  5^C,  se  sur  5C,  et  bca 
ênr  BCAz  ainsi  les  corps  eoïtiwieront. 

'  s^.  Mais  si  les  angles  plans  égaux  ne  sont  pas  disposés  dans 
le  même  ordro  {fig.  1 54),  ASBszA'S'B'^JSC=A'S'C  et 

BSCzs:  BS'€f  \  alorales  angles  dièdres  sont  encore  égaux,,  mais 

ib  ne  peuvent  plu»cdïncider*  Pour  applique»  le  irian^  A'ffC 
sur  son  é^  ABCj  il  faut  renverser  le  corps  S' A'C B! ,/ placer 

ffC  sur  BCy  AB  sur  AB  tK  A' C  vèx  AC ,  l'un  de»  corps 
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se  trouve  fUoé  eii  dessus  de  la  base  ABC^  Tautre  est  eo  dessous 
(fig.  i55).  Les  corps  sont  alors  Symétriques  {vqjr.  n*3oo);  car 
les  perpend.  SB^  S'B  sur  le  plan  de  la  base  commune  ABC 
sont  égales*    ^ 

3®.  11  est  visible,  qu'on  pourra  encore  faire  comcider  les  an-- 
gles  trièdres  Sei.s{  fig«  1 5^ ,  1 54  )  9  s'ils  ont  un  angle  dièdre  égal 
foriné  par  deux  angles  plana  égaux  et  semblablement  placés. 

4**.  Si  les  angles  polyèdres  S  et  S'  (fig.  i5i  )  sont  formé» 
d'angles  dièdres  égaux  et  Sangles  plans  égaiÈK^  chacun  à  cha- 
cun^ et  disposés  dans  lé  même  ordre  ^  ils  sèroni  égaux.  Car  ^ 
nuenons  des  plans.par  Tune  des  arêtes  iSiS  et  par  toutes. les  au^ 
très ,  ils  formeront  les  angles  trièdres  ESAB,  ESBD, . .  Opé^ 
rons  de  même  sur  y  ;  l'angle  dièdieESABisssErS'A'B'f  donne 
l'angle  plan  ESB=E'S'B',  et  l'angle  dièdre  AESB^A'B^S'B'^ 
mais,  par  supposition,  V^ngle  dièdre  AESD  ^s^  A'  E  S  D  \ 
retranchant,  ïlsieniBESDzzs  B'ES'D\  Donc  l'angle  dièdre 
BESD  =  ffES'iy  î  et  ainsi  des  autre». 

Surfaces  des  corps. 

282.  On  nomme  PriVwae  (  fig.  157)  le  coirps  engendré  par  le 
mouvement  d'une  droite  Aa,  qui  se  meut  parallèlement ,  son 
extrémité  A  décrivant  un  polygone  quelconque  ABCDEy  et  sa 
longueur  Aa  restant  la  même.  Si  VArhte  Aa  est  perpend.  au 
plan  de  la  Base  ABC. . .,  on  dftique  le  prisme  est  Droit. 

Gomme  Aa  est  égale  et  parallèle  k  Bb ,  Ba  est  un  parallélo- 
gramme (n*  193 )  ;  il  en  est  de  même  de  CÀ. ...  ;  donc  toutes 
les  faces  latérales  d^un prisme  sont  des  parallélogrammes.  Une 
partie  quelconque  Aa'  de  l'arête  Aa  engendre  aussi  des  paral- 
lélogrammes Ba\  CV . . . . ,  de  sorte  que  le  polygone  a'^c'. . . 
décrit  par  le  point  d^  ayant  s^  côtés  égaux  et  parallèles  à  la 
base  ABC. ... ,  ces  polygones  sont  égaux,  et  leurs  plans  sont 
parallèles  (D^^ayo,  2*.).  Donc,  toute  section  faite  élans  un 
prisme  par  unplan  parallèle  à  la  base  est  égale  à  cette  base  .*  les 
bases  opposées  ABC. . . ,  abc . . .  sont  donc  égales  et  parallèles^ 
La  distance  de  ces  bases  est  la  Hauteur, 
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^8iéVaire d'unprùmeest le produitd^unc arèieAa{&g.  i58) 
p€if'  le  périmètre  d'une  section  perpend.  a'b'c'. . .  ^  Il  est  visiisle 
<)4iÇ9  les  deux  huses  ^cep^tees.  Taire  du  prisme  est  la  somme 
des  aires  des  parallélogrammes  qui  le  coinposeut.  Si  le  prisme 
est  droU  $  Y9àxe  e$t  le  produit  du  contour  de  sa  base  par  une 
de. ses  arêtes.  En  coupant  le  prisme  Ac  par  un  plan  dVc  ,  • . 
perpend*  à  l'arête  Ja  ^  et  plaçant  la  partie  supérieure  de  sous 
^inférieure  AC^  de  sorte  que  abc, . .  coïncide  avec  ADC»*^,  le 
jprisme  deviendra  droit.  Donc,  etc. 

a84*  Supposons  que  la  base  du  prisme  soit  un  parallélo^ 
gramme  ^^CZ>  (fig.  i56);  outre  les  faces  ACy  ûc  égales  et 
paîaâèles ,  on  a  encore  la  face  Ab  égale  et  parallèle  à  De,  puis- 
que les  côtés  des  angles  aABy  dDC  sont  égaux  et  parallèles 
(n^  270).  De  même  pour  les  faces  Bc^  Ad;  c'est  ce  qui  a  fait 
doriner  le  nom  de  Parallélépipède  mx  prisme  dont  la  base  est  un 
parallélogramme^  puisque  les  six  faces"  sont  égales  etparàl^ 
lètes  deux  à  deux,  en  sorte  que  Ton  peut  prendre  Tune  quel- 
conque pour  base.  . 

Réciproquement,  le  corps  formé  de  six  faces  parallèles  deux 
à  deux  est  un  parallélépipède  ;  car  les  plans  AC^  oc  étant  pa- 
rallèles; AB  est  parallèle  à  ab  (n^'^GS),  Aa  Testa  Bb\  la 
face  Ab  est  donc  un  parallélogramme  :  de  même  pour  Bc, 
Ad. . .  ;  donc  le  polyèdre  peut  être  considéré  comme  engendré 
par  le  ipouvement  de  Aa  glissant  parallèlement  sur  les  côtés 
de  ABCD.    s 

Un  prisme  est  déterminé  lorsque  la  base  ABC* . .  (fig.  iS^) 
et  Tarète  génératrice  Aa  sont  données  de  grandeur  et  de  posi* 
tion  ;  donc  un  parallélépipède  Test  (fig.  1 56) ,  lorsqu'on  connaît 
Tun  de  ses  angles  trièdres  A  et  les  Ipngueurs  des  arêtes  Aa ,  AB 
et  AD  qui  le  forment. 

Si  Tarète  ^â  est  perpend.  à  la  base  (fig.  166),  et  si  cette 
base  est  un  rectangle,  le  parallélépipède  est  Rectangle  :  tous 
les  angles  y  sont  droits;  chaque  arête  est  perpend.  aux  plans 
qui  la  terminent  ;  car  on  sait  que  trois  droites ^a,  AD  et  AB 
étant  perpend.  entre  elles,  chacune  Test  au  plan  des  deux  au-^ 
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très  (n?  266)  ;  n  en  outre  les  arêtes  sont  égales,  le  prisiiie  est. 
Boainié  Cube. 

085.  Le  plao  DdbB  (fig.  i56)  qaï  passe  par  deux  aièles 
opposées,  donne  un  paraUélc^ramme  dont  les  diagonates'Dbi 
Bd  se  coupent  en  deux  parties  égales  (  n*  233)  ;  les  quatre  dia- 
gonales OÀ,  Bdf  Acy  Cdse  coupent  donc  au  même  point  O;  Oat 
Bd  coupe  Db  en  son  milieu  O ,  et  ^c  doit  ausn  couper  Db  eu 
deux  parties  égales. 

a86.  Lorsqu'une  courbe  quelconque  ACDB  (  fig.  ijfg)  tourne 
autour  d'un  axe  AB ,  elle  engendre  une  Surface  de  révotèHion. 
h»  ^caractère  (diatinctif  de  ces  audaces  consiste  en  ce  que,  queite 
qu^  spit  la  couriie  génératrice  ACDB ,  tout  plan  perpend.  à 
l'axe  donne  pour  intersection  une  circonf.  de  cercle*  Car 
la  4iroite  £>/  perpend.  à  AB^  décrira  dans  son  mouvement 
un  plan  perpend.  à  Taxe  (n*"  a66,  a^);  de  plus,  le  point  I> 
conservera  toujours  la  même  distance  DJ  à  cet  axe. 

21187.  ^^  Cjrlindre  est  un  corps  engendré  par  une  ligne  in- 
définie Aa  (  fig.  1 60  )  qui  se  meut  parallèleinen t  en  glissant  sur 
une  courbe  quelconque  ABCD,  Nous  regarderons  ici  le  ey* 
lindre  comme  terminé  par  deux  bases  parallèles  ABCD^  abed^ 
la  Hauteur  est  la  distance  entre  les  bases. 

Inscrivons  et  circonscrivons  des  polygones  à  la  base  du  cy-* 
lindre  :  la  génératrice,  en  glissant  sur  leur  contour,  décrira 
deux  prismes,  dont  le  cylindre  est  visiblement  la  limite  C*^), 
comme  sa  base  est  la  limite  de  leurs  bases.  Il  est  aisé  de  con** 
dure  de  là  que , 

I**.  Toute  section  faite  dans  un  cylindre  parallèlement  à  la 
base  donne  une  courbe  égale  à  celle  de  la  base. 

2*^.  Vaire  dun  cylindre  droit  Ac  (fig.  161)  est  te  produit  dm 
périmètre  de  sa  base  par  sa  hauteur.  Eu  efiet,  soit  C  le  contour 


{*)  Cette  propontion  repose  sur  celle«i,  qui  est  aaalo^iie  à  celle  du  n^  179^ 
et  que  nous  regardons  comme  évidente,  diaprés  Fidée  que  nous  nous  formons 
de  retendue  des  aires  :  Taire  d^une  figure  plane  est  moindre  que  celle  de  toute 
Mtffaee  terminée  au  même  contour  $  et  de  deux  surdiees  convexes  terminée»  à 
reeontour,  la  plus  grande  est  celle  qai  enveloppe  raatre. 


^ 
/ 
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de  la  imMtf  m  l'excès  da  périmètre  dit  polygone  eireonBcrit 
sjir  Cj  en  sorte  que  ce  penmètre  sr  C+«;  AazsiHi  enfin  S 
Taire  du  cylindre  »  et  ^  Texoès  de  l'aire  du  prisme  circonscrit 
snri,  on  aura  S  +  /S=s  JÏ(C^«),  d'où  (n*  1 13>,  SrznHxC. 

B"^.  Si  le  cylindre  est  oblique  Je  (fig.  i6o)',  k  tettion  dVe'ét 
perpend.  à  la  génératrice  forme  deux  corps  Ad^  cd  qui  rap- 
procJiés  par  leurs  bases  oe  et  AC^  qu'on  fait  coïncider,  donnent 
un  cylindre  droit.  Ainsi ,  l'aire  du^cylindre  oblique  est  le  pro-> 
doit  de  sa  génératrice  Aa  par  le  contour  d*nne  section  i/îVif 
perpend.  à  Aa.  ' 

4^  Le  rectangle  qui  a  j>Our  iia\iteur  la  génératrice  d'un  cy-^ 
lîndre  droit,  et  pour  base  le  contour  de  sa  base  rectifiée ,  est 
^1  à  l'aire  de  ce  cyKndre.  Cest  ce  que  Monge  nomme  le  Dé^^e^ 
loppement  de  cette  surface.  Lorsque  le  cylindre  est  oblique, 
la  section  perpend.  i  l'arête  se  develojppe  suivant  une  ligne 
draîte  i^d  (fig.  i6a)  à  laquelle  toutes  les  génératrices  sont 
perpend.  Si  donc  on  élève  en  divers  pointé  à  ^  b'  ^  d  yd  ^  des 
perpend.  sur  lesquelles  on  portera  en  dessus  et  en  dessous  des 
parties  da^  dA\  Vh^  VR^ .  : .  respectivement  égales  aux  povi- 
ûàttA  dé  chaque  géhératricQ ,  tant  en  dessus  qu'en  dessous  de 
la  section  dVc'd  (fig.  r6o),  on  aura  l'aire  oD ^  terminée  par 
deux  courbes  parallèles  abcd^  ABCDy  et  qui  sera  le  dévelop- 
pement de  la  surface  du  cylindre.         ' 

^  5?.  On  ne  coilsidèi«  dans  les  élémens  de  Géométrie  que  lès 
eylindres  dont  la  base  est  circulaire  lYAxe  est  la  droite  parallèle 
à  la  génératrice  et  qui  passe  par  le  centre  dé  la  base.  Le  Cylindre 
droit  peut  donc  être  regardé  comme  engendre  parla  révolution 
d'un  rectangle  >^Ooa  qui  tourne  autour  d'un  de  ses  côtés  Oa. 
Toute  Section  bàxc  parallèlement  à  la  base ,  dans  ce  corps  de 
révolution,  est  un  cercle  (  i*.  et  a®  286)  égal  à  cette  base^ 
L'ûre  est  S:siiiirRH\  H  étant  la  hauteur  et  R  le  rayon  de  la. 
base  (n**a48). 

is^8.  L'aire  d'ni^e  pyramide  s'obtient  en  ajoutant  les  airea. 
des  triangles  qui  la  composent  :  si  ia  pyramide  est  réguUhrey, 
Faire  eU  leproduitdu  demi^oniour  de  sa  base  par  laperpen^ 
diculaire  menée  du  sommet  sur  un  de  ses  côtés ,  parce  que  ces 
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triangles  tout  égaux,  et  ont  pour  haateur  fioinmuoe  celle  per- 
pend. ,  qu'on  appelle  Apoihkme. 

289.  On  nomme  Cône  le  corps  engendré  par.  nne  droite 
indéfinie  AS  (fig.  i63)  assujettie  à  passer  toujours  par  unpoiut 
^e  S^  qui  est  le  Sommet ,  et  à  glisser  sur  une  courbe  donnée 
quelconque  JBCD.  Cette  surface  est  formée  de  deux.  Nappes 
opposées,  réunies  en  S,  Nous  ne  traiterons  ici  que  du  cas  où 
la  base  est  circulaire  :  YJxe  est  la  ligne  SO  menée  du  sommeiS 
Au  centre  O  de  la  base  ;  la  Hauteur  est  la  perpendiculaire  menée 
du  sommet  sur  cette  base.  Quand  cette  perpend.  se  confond  avec 
l'axe,  on  dit  que  le  cône  est  Droit  (fig.  164)9  on  peut  le  con- 
cevoir engendré  par  un  triangle  rectangle  ASO  qui  tourne  smr 
un  côté  «SOdeTangle  droit.  Toute  section  parallèk  à  la  bofe 
d'un  cône  droit  est  un  cercle  (n^  a86). 

290.  Si  Ton  inscrit  et  circonscrit  des  polygones  réguliers 
au  cercle  de  la  base  d'un  cône  droit  (  fig.  164)9  en  menant  des 
lignes  de  leurs  angles  au  sommet  5,  on  formera  des  pyramides 
r^;ulièresy,rune  inscrite,  l'autre  circonscrite  au  cône,  qui  sera 
•visiblement  leur  limite.  Il  suit  de  là  que 

i"*.  L'aire  du  cône  droit  SAC  e^(  le  produit  de  la  circottf.  G 
de  sa  base,  par  ta  moitié  de  sa  génératrice  SA.  En  effet,  soitj» 
Ifexcès  du  périmètre  du  polygone  circonscrit  sur  la  ciroonf.  C; 
la  pyramide  circonscrite  a  pour  aire  ~  ^(C«f>«i),  en  dés»- 
gîiant  par  ^  Tapothème  SA  qui  est  la  génératrice.  Biais  soit  S 
l'aire  du  cône  et  fi  l'excès  de  celle  de  la  pyramide  sur  S  ;  on 
aura5+ig  =  i  J(C+m),  d'où  (n*  ii3)  5=»  ^- ^.C;  on  a 
donc  S  =  vARy  R  étant  le  rayon  de  la  base. 

2®.  Si,  avec  un  rayon  SA  =  la  génératrice  A^  l'on  décrit  un 
arc  ABD  (fig.  168)  d'une  longueur  égale  à  la  circonf.  de  la 
base ,  le  secteur  ASD  aura  la  même  aire  que  le  cône  (n**  261  ). 
Ce  sera  son  développement;  les  génératrices  seront  les  divers 
rayons  de  ce  secteur. 

S**.  Le  cône  tronqué  ALda  (fig.  i65)  a  pour  aire  le  produit 
de  son  côté  kà^par  la  moitié  de  la  somme  des  circonférences 
AC,  ac  des  bases,  ouparla  circonférence  a'd'  menée  à  distances 
égales  de  ces  bases.  En  effet,  les  sections  ad,  dd-  sont  des  cercles 
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(n""  ^S6);  l'aire  du  tropc  JDad  est  la  différence  des  aires  des 
tAiw»  Sj^Dj  sad.  Si  d'un  même  centre  S(fig.  i68),  avec  les 
Irayons  SA,  sa  des  génératrices  de  ce»  cônes,  on  décrit  des  arcs 
j4Dj  ad;  qu'on  prenne  ABD  égal  à  la  circonf.  AC  de  la  base 
inlérieure,  qu'on  mène  les  rayons  SAj  SD^  Tare  abdseva. 

égal  à  la  circonf.  supérieure  acd;  car  d'une  part  -7?-== — r~^ 

Sa      abd 

cire    j4.C 
ow  = T^ —  •  ^e  l'autre  (fig.  i65) ,  ce  même  rapport ..... 

SA      ABD      cire.  AC    .  ,  ,  ,.  , 

-TT-  =  — ZT=  • ;  donc  aod  =  arc.  ac.  Il  s  ensuit  que' 

Sa         abd       cire,  ac  ^ 

les  aires  des  secteurs  SABD^  S  abd  sont  équivalentes  à  celles 

des  deun  cônes ,  et  que  l'aire  AabdDB  Test  à  celle  dik  tronc 

dont  elle  est  le  développement.  Donc  (u^  261  )  cette  aire. .... 

=  AàX  dl/d  =  ^a  X  ï {ad  \  AD). 

291 .  La  Sphhre  est  un  corps  (fig.  167  )  engendré  par  la  révo-* 
lution  d'un  demi-cercle  ^O^  sur  un  diamètre  AB,  Danftcette 
révolution,  un  arc  quelconque  DF  ou  DE  engendre  une  Zone; 
l'arc  AD  décrit  une  Calotteoxk  Zone  aune  base;  le  secteur  ACD 
produit  le  Secteur  sphérique ;  enfin ,  le  segment  ADG  engen-^ 
dre  le  Segment  sphérique. 

Il  suit  de^là  que  la  surface  de  la  sphère  a  tous  ses  points  h 
égale  dislance  du  centre  Cy  et  que  si  l'on  fait  tourner  le  cer-^ 
cle  générateur  ADEBG  autour  d'un  autre  diamètre  quelcon-* 
que  DH^  il  produira  la  même  sphère.  Par  conséquent,  tout 
plan  qui  passe  )>ar  le  centre  coupe  la  sphère  suivant  le  cercle 
générateur  qu'on  nomme  un  Grand  cercle  de  la  sphère. 

Un  plan  quelconque  coupe  la  sphère  sui\fant  un  cercle;  car, 
soit  DG  ce  plan  ;  menant  le  diamètre  AB  perpend.,  on  peut 
supposer  que  la  sphère  a  été  engendrée  autour  de  cet  Axe  de 
révolution  (n^  386).  Le  diamètre  du  cercle  est  la  corde  DG  ; 
c'est  pour  cela  qu'on  nomme  Petits  cercles  de  la  sphère  ceux 
dont  le  plan  ne  passe  pas  par  le  centre.  La  base  dl'ua  segment 
sphérique  est  un  petit  cercle. 

292.  Le  plan  qui  n'a  qu'un  point  commun  avec  la  sphère 
s'appelle  Tangent:  toute  droite  menée  du  centre  C(  fig.  167) 


i 
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à  ce  plan ,  étaat  plus  longue  que  le  myon  CA  metié  au  point 
.  de  contact ,  puisqu'elle  ne  peut  atteindre  ce  plan  qu'en  sortant 
de  la  sphère  ;  ce  ra  jon  est  donc  perpendiculaire  au  plan  tangent 
(»^i6J5,  4^.),  Récipcoquennent,  si  la  ligne  CA.  est  \k  plus 
«ourle  ligue  qu'on  puisse  meucar  du  centre  à  un  ^lan,  ce  j^lto 
n'aura  que  le  point  A  commun  avec  la  sphère  et  lui  sera  tan— 
gent ,  puisque  toute  autre  ligne  menée  du  centre  Cétant  ^CAf 
devra  sortir  de  la  sphère. 

Faisons  tourner  une  tangente  quelconque  ATj  ainsi  que  le 
cercle  ^I>^>  autour  du  diamètre  AB^  ^Tengendrera  leplaa 
tangent  à  la  sphère. 

293.  Lorsqu'un  polygone  ABOI*  • .  (fig.  i6g)  tourne  autoué 
d'un  axe  AO^  chaque  côté  DI  engendre  un  tronc  de  cAne  dont 
Taire  (n'ago,  3*.)  est  Z>/Xcirc.  KL  ;  K  étant  le  milieu  de  £>/, 
€t  KL  perpend.  sur  l'axe  AO,  Il  est  donc  bien  facile  d'avoir 
Faire  engendrée  par  ABDI 

Mais  si  le  polygone  est  régulier,  celte  aire  devient  pins  ai- 
sée à  obtenir  ;  en  dFet ,  soit  inscrit  un  cercle ,  et  mené  DG  pa-> 
rallèle  à  l'axe  AO  de  révolution  ,  puis  le  rayon  KC  c  les  trian"> 
glea  DIG ,  LKC  ayant  leurs  côtés  perpe'ndiculaires  donnent 

DI      KC  cire.  KC     ,,  ,  ,,       .       „.       ,'  . 

=r7T  =  ïFTO*^  =  "= — T^>  d ou  Ion  tire,  1  aire  du  tronc  de 
DG      KL  ciTc.KL 

eône  engendré  par  HDIM-rr:  D/x  cire.  /^L=s/>Gxcirc.  KC. 
€ette  aire  est  le  produit  de  la  circonf .  du  cercle  inscrit  par  la 
hauteur  DG  ou  H  M  de  ce  tronc. 

-  il  est  visible  que  la  même  chose  a  lien  pour  le  cylindre  en- 
gendré par  le  côté  IP  pamllèle  à  AO.  Quant  au  cône  que  dé- 
crit BAj  son  aire  (n*^ago,  i*.)  est  J  BA  X  cire.  BN\  et  les 

triangles  semblables  ABN,  QCA  donnent  de  même 

^A  X  «ire-  BNssANx  cire,  QC.  41  en  résulte  que  la  somme 
des  aires  engendrées  par  la  révolution  de  plusieurs  côtés  de 
polygone  régulier,  est  égale  à  la  circonf.  inscrite  multipliée  par 
la  somme  des  hauteurs.  . 

Il  suffit,  pour  notre  démonstration ,  que  la  portion  de  por- 
lygone  générateur  soit  ciitronscriptible  au  cercle  :  or,  la  calotte 
ou  la  zone  sphérique  est  visiblement  la  limite  de  Taire  eugen* 
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dré«  par  une  semblable  partie  de  polygone;  d^où  il  est  facile  de 
conclure  que,  ^^  l'aire  de  la  calotte  DAG  (fig.  167),  ou  de  la' 
zone  sphérique  DFNG  est  le  produit  de  sa  hauteur  AI  ou  Klpar 
la  cireonférenee  d'un  grand  cercle.  Soit  R  le  ra^on  de  la  splière^ 
JCla  liaute;ur  de  la  calotte  engendrée  par  DAj  ou  de  la  cône 
décrite  par  Tare  FD  ou  FE^  on  a  (  n«  248). 

Surface  de  la  zone:=  2sr  RX  ; 
2^.  Ainsi  en  prenant  le  diainètre^^^  pour  la  hauteur  X,  on 
trouve  que  Vairede  la  sphère  est  le  produit  de  son  diamètre  par 
la  circonférence  et  un  grand  cercle,  ou  quadruple  de  l'aire  d^un 
grand  cercle  ;  donc 

surface  de  la  sphère  =  a/î  X  cire.  R  =  /^xH\ 
ou  env'iron  =  £>  X  (34-  y  )  £>,  O  étant  le  diamètre. 

3°.  Pour  trouver  le  rayon  de  la  sphère  dont  Taire  A  est 

donnée ,  on  évaluera  R  =  . /^  =y  o ,  079578 .  A 

4*.  Menons  les  tangentes  DE,  DG,  GF,  EF  (%.  170)  per- 
pend.  et  parallèles  au  diamètre  ^jff  ;  le  carré  EG  engendrera, 
dans  sa  révolution  autour  de  AB,  le  cj-lindre  circonscrit  à  la 
sphère.  L'aire  aefb*  de  la  aone  produite  par  Un  arc  quel- 
conque bfest  égale  à  celle  du  cylindre  ae^c'a",  puisque  leur 
valeur  est  la  même  =z=dg  X  cir.  AC,  Il  en  serait  de  même 
du  cylindre  entier  par  le  rapport  de  la  sphère;  dé  sorte  que 
Faire  djs  la  sphère  est  égale  à  celle  du  cylindre  circonscHL  Et 
sitonjr  comprend  les  bases,  faire  de  la  sphère  est  les  ^  de  celle 
du  cjlindre,  puisque  les  deux  basés  étant  des  grands  cercles , 
Taire  entière  du  cylindre  en  vaut  6,  et  celle  de  la  sphère  4- 

S*",  Le  triangle  équilatéral  i7/A  (fig.  170),  dans  sa  révo- 
lution autour  de  HB\  engendre  le  cône  circonscrit  à  la  ^hère. 
La  droite  IC  coupe  par  la  moitié  Tangle  HIB,  qui  est  les  | 
d'un  droit  (  n*»  i64,  *^.  )  ;  Tare  ^i^est  donc  le  6?  de  là  circonf., 
et  la  corde  Bi  est  le  côté  de  Thexagone^s:  CB  s  fi;  le  trianf^e 
Bli  est  isocèle,  //=r  Bi=iRj  et  IC=!iR.  Ainsi,  dans  le 
triangle  CIB,  on  a  JB*  =  /e  ^  C5^  z=l  3fl%  JB  =  «1/3, 
cire.  lBzss2frR)/i{n?  248);  enfin  Taire  du  cane  (n<^  290) 
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est  6wR\  OU  6  foia  l'un  des  grands  cercles,  et  double  de  sa 
hase  qui  est  ^W  :  Taire  totale  du  cône  est  gsrfl'.  Enjr  com- 
prenant les  bases^  Faire  du  cylindre  est  6  grands  cercles,  celle 
du  cône  9,  et  celle  de  la  sphère  4  ;  c.^à^d.  que  raire  du  cy- 
lindre est  moyenne  proportionnelle  entre  les  aires  de  la  sphère 
et  du  cône  circonscrit. 

Cette  proposition  se  vérifie  de  même  pour  le  cône  et  le  cy- 
lindre inscrits  à  la  sphère,  ou  engendre's  par  le  carré  et  le 
triangle  équilatéral  inscrits  au  cercle  générateur;  l'aire  totale 
du  cylindre  =  3«-JÎ' ,  celle  du  cône  =  ^  ît/î*  ,  et  celle  de  la 

sphère  4»'^'- 

i 

Des  Corps  semblables  et  symétriques. 

294.  On  dit  que  deux  tétraèdres  sont  semblables,  quand  ils 
ont  deux  faces  semblables,  placées  de  la  même  manière,  et 
formant  un  angle  dièdre  égal.  Tels  sont  les  deux  tétraèdres  S 
et  5^  (fig,  171  ) ,  lorsque  fféfC  est  semblable  à  SAC,  B'S^A'' 
à  BSJ,  et  l'angle  dièdre  ffS'A'C^BSAC. 

Les  arêtes  homologues  des  tétraèdres  semblables  sont  propor- 
tionnelles, toutes  les /aces  sont  semblables,  les  angles  dièdres- 
sont  respectivement  égaux,  ainsi  que  les  angles  trièdres  homo- 
logues. En  effet,  plaçons  le  triangle  CS^A'  sur  CSA,  en  faisant 
coïncider  les  angles  égaux  <S  et  y ,  A^C  tombera  en  ac  pa- 
rallèlement èk  ACyk  cause  des  angles  égaux  9  AC  et  SAC.  De 
plus,  la  face  B*S jf  se  couchera  sur  BSA^  en  vertu  de  légalité 
des  angles  dièdres;  enfin,  l'angle  VS^At  étant  =  BSA^  SB^ 
tombera  sur  Sb^  et  ffA  suivant  ab  parallèle  à  AB.  Le  tétraè- 
dre S  sera  donc  placé  en  Sabc  ;  les  plans  ABC^  abc  sont  pa- 
rallèles, et  les  angles  dièdres  homologues  sont  égaux  (n"*  270). 
On  voit  donc 

i<>.  Qu'un  tétraèdre  SABC  coupé  par  un  plan  abc  parallèle  à 
Tune  de  ses  faces  ABC,  forme  un  tétraèdre  semblable  au  pre- 
mier ; 

2^.' Que  les  faces  ABC,  abc  sont  semblables,  puisque  le 
plan  abc  est  parallèle  à  ABC^x^^  9.77 ,  270  )  ; 
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.  3**.  Desï»ê/rie.pour  SBC;  sbc.   *  ,  -; 

^  Réciproquement', ^î  les  ar^teâ-hàmoiogues  de  deux  tétraèdres 
sont  proportionnelles,  ou  si  les  quatre  triangles  sont  reupdcti* 
vefâieit^t  semblables  (l'une des  conditions  emporte  l'autre) ,'  les 
i^ngles  plans  en  S.  et  S^  étant  ëgatixv  les  angles  dièdres  le  sont 
aussi  (n*  281  ).;.  donc  les.  tétraèdres  sont  semblables*.  •' 

295.  Deux  polyèdres  sont  dits  semblables^  lorsqU'en  menaiiC 
de 4eux , anigleS'aolides  li^molbgoes . dès  diagonales  à  tous  les 
auire^  angles^}  ^  corps  sont  décomposé^  en  téti^èdrés  sèiti^ 
blables  et  dispose»  dana  le  raènie  ordre. 

T^cuie  pjrrumide  S  AG  (  figt  1 5 1  )  ^coupée  par  un  -plan  ac  pa^ 
r^Ukieà^c^hasei  donne  une  autre  pjrramide' Sçlc  semblable  à 
SAC,  leurs  arêtes  ^ont  proportionnelles  ^  les  angles  dièdres 'et 
pofyèdres  respectifs  sont  égau^^ En  effet ^  les  tétraèdres  SABE 
sabe  semblables,  donnent  les  triangles  5J5^i?,  seb  seniU>lal)les ; 
et  l'angle  dièdre  ASEB  =:  aSeb  ;  mais  cpmme  l'angle  dièdre 
.JSEÈ:=aSed^  en  retranchant ,  on  trouve  que  l'angle  dièdre 
BESD  ^=  beSd.  Donc  les  tétraèdres  SBED ,  sbed  sont  sem- 
blables, etc.  (n**"  277,  281  ).  ,       .;.     . 

Réciproquement ,  les  pjrramides  S' A'J^'C .... ,  SABÇ  ..#.., 
formées  de  faces  semblables  et  disposées  dans  le  même,  ordre 
sont  semblables j  car  les  angles  trièdre^  qui, composent  le^  ba- 
ses étant  formés  d^angles  plans  égaux ,  sont  égaux  ;  dope  les  an** 
gles  dièdres  homologues  le  sont  aussi  (n°28i  ).  D'ailleurs  les 
angles  plans  égaux  en  S  et  y  permettent  de  faire.cqïricider  5'^/?' 
en  Sad,  Enfin,  les  arêtes  étant  proportionnelles  par  supposition, 
les  plans  ^Z> ,  âJ  sont  parallèles,,  .     . 

296.  Soient  la  pyramide  SAQ{^,  i5i)  et  le  corps  S' A'€^' 
formé  de  tétraèdres  S Â B' É ,  S' E' B' D\  S' B' C b!^exxxUMQ^ 
à  SABE\  SEBD.  • .  ;  le  polyèdre  S* A'  C  sera  une  pyrami,de 
semblable  à  SAC\  car,  puisque  les  angles  AEB^  BEDyAEl>. 
sont  dans  un  même  plan  et  égaux  à  A' E! B' ^  B'ED\  A'ED\ 

on  a  AED^AEB+BED, 

d'où'  jfEUy—A'ÈD^-J^B'Eiy:    :;         ■      • 

ce  qui  prouve  que  ces  dernierS' angles,  sont  aussi  dans  lé  Même 
T'.  I.  '  ai 
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plan^  puisque  y  s'ils  formaieat  uq  angle  trièdne*^  on' aùi^ait 
(»<*  -179)  A'SDt  <  ^E'B^  4-  B'EfDf.<ytk  voit  qne  jce  plan 
pittseftussi  par^S^CD'. 

Il  shU  4<$  U.i{ae,  i**.  deux  polyèdre»  semblables  sont  dëcont- 
posés  en  pyramides  sembUUes  par  les  plans  cpù.  passent  sni-' 
vaut  les  diagonaikfi  menées  de  dettr  angles  polyèdres  hûmdld^ 
gués  à  tous  lesdDÛt^es. 

a^.  Si  d'un  |Miâi||  intérieur  quelcoiifqiie/  on  mène  des  lignes  à 
tous  }e9  anglefi;^  etc  qu'on  lips  prolonge  proportioiinellement  à 
leur  longueur ,  les  plans,  menés  parles  extrémités  de  ces  lignes 
SW.QUI  pafa^èks  aux  li^evdu  poly^re  propeisé,  et  en  ferme- 
ront m»  aittr^'  qui  kâvsepa:6emblable.  On  trouve  ie^'l'analogue 

^uU^^Alrbnie  «44* 

5297.  Deux  pof/hdres  semblables  ont  leurs  ftzccs  sçmblabUsf 
leurs  arêtes  homologues  proportionnelles  ^  leurs  angles  dièdres 
égaux f  ainsi  que  leurs  angles  poljrhdres.  Pour  s'en  convaiiïcrey 
il  suftt  de  mener,  de  deux  angles  homologues  (fîg.  172),  le^ 
diagonales  qui  décomposent  les  corps  en  pyraniides  sembla- 
bles; les  angles  polyèdres  et  dièdres  de  ces^pyramides  seront 
égaux  9  leurs  faces  seront  semblables  :  or  les  faces  des  polyè^ 
dres  seirent  de  bases  à  ces  pyramides ,  dont  les  angles  dièdres 
et  polyèdres  constituent ,  par  leurs  système,  ceux  des  corps 
proposés  •  • 

Réciproquement,  si  deux  polyèdres  ont  les  faces  semblables 
et  disposées  dans  le  même  ordre,  et  les  angles  dièdres  égaux  , 
ils  sont  semblables  ;  car  les  angles  polyèdres  sont  égaux,  comme 
décomposables  en  angles  trièdres égaux  (  n°  281  ).  Faisops  donc 
coïncider  l'un  de  ces  angles  pôljèdres  avec  son  homologue,  les 
autres  faces  seront  respectivement  parallèles.  De  plus,  la  simi-* 
Utude  des  faces  donne  les  lignes  homologues  proportionnelles; 
leurs  aires  sont  donc  entre  elles  comme  les  carrés  de  ces  lignes; 
ce  qui  prouve  que  les  diagonales  de  Tun  des  corps  sont  le  pro-' 
longement  de  celles  de  l'autre  (  n^  278  }  :  ces  corps  sont  donc 
jFormés  de  pyramides  semblables. 

999.  ^es  HgQCi  qui  joigBcpit  quatre  angles  polyèdres  homo« 
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Wlfa^  ABCPf€ibcd  (fig.  172)  de  deux  corps  semblables  étant 
^propoi!tioimeUe$^  forment  des  tétraèdres  Siewb^ble^  (n^  2!94). 
tl  en  résulte  que  si  des  im^is  jiBC,  abc  de  iriangles  bom^o^ 
log^OjeSy  on  mène  dés  lignes  à  tans  les  angles  J)EF.  • .  ^  def^\  • 
4e.  deux  polyèdres  ^eml»liU)les ,  lies  te'traèfdres  aip^i  ^o^més  sau- 
ront semblables  ;  .ceci  q$^  afialegne  <au  n^  249  >4^* 

Réciproquement ,  deux  polyèdres  sont  semblables ,  lorsque 
leurs  angles  étant  j  oints  wx  troi^àngles  hômolegiiies^^  C  j  abc^ 
les  tétraèdres  ainsi  formés  sont  respectivement  semblables.  En 
effet,  si  les  tétraèdres  DABCydabc  sont  semblables^  ainsi  que 
EABCj  eabc  les  angles  dièdres  DACB;  E/iCB^erxmt'éQéxa. 
à  dacè  y  eanb  i  ainsi  l'^uigle  dièdre  DACE  =  dtice.  D'ailleurs 
les  faces  DAC^  dac  de  nos  tétraèdres  sont  semblables  ^insi 
que  EACf  eaci  donc  les  tétraèdres  EACD^  eacdsoixt  sem^ 

,.  ,,        \          DE      AC,   „  ■      , 
blables^  et  on  a--T~  = (n®294).  ^ 

Soient  F, y,  /,  i  des  angles  homologues.;  oaaurademén^ 

FE       AC     -DF      AC     .    ,   ,  ,        y.        . 

— x~  = et  — TT?  =s=  ^—  :  ainsi,  les  corps  ont  leurs  lignes  hO'- 

fe  ac        df        ac  ^  ^ 

mûiogues  proportionneUes ,  et  les  triangles  DFE ,  dfe  homolo" 

gués  sont  sembUAles  .-  de  plus,    leurs  angles  dièdres  sont 

égaux  y  puisque  WP  est  semblable  à  idfy  JFE  à  ife,  d'où 

l'angle  IFD  =  ifd,  IFE  =  ife ,  DFE  =  dfe.  En  outre ,  si  les 

points  DIFE  sont  dans  le  même  plan»  l'iéquation < . . 

IFE = IFD  +  DFE  se  change  en  ife  ~  ifd  +  dfe  :  d'où  il  suit 

que  les  points  e^  f^  i  étant  aussi  dans  un  même  plan ,  les  faces 

des  polyèdres  sont  semblables  :  enûn  les  angles  polyèdres  sont 

égaux  y  comme  composés  d'angles  trièdres  égaux  {281,  4^}* 

Ainsi  les  corps  sont  semblables  (  n^  ^97)* 

^99.  Lorsque  deux  polyèdres  sont  semblables,  les  aires  de 

leufs  £sce8  sont  comme  les  carrés»des  lignes^homologues^deces 

polyèdres;  mais  comme  ces  lignes  sont  proportionnelles^  on  p. 

ime  suite  de  rapports  égaux ,  formés  par  les  faces  homologues, 

d*où Ton  conclut  (comme  n'  262,  II)  que  les  aires  totales  des 

polyidiees  semblables  sont  entre  elles  comme  les  carrés  de  leurs 

atèies  ^u^môloguiss.       1 

nié. 
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On  veHa  aisément  que  les  surfaces  dé  cônesoudecyliiiâfèë 
semblables,  c.-à-d.  engendrées  par  deux -triangles  ou  deux 
rectangles  semblables ,  sont  entre  'elles  comme  les  carrés  de 
leurs  génératrices.  En  eiSet  les  circonf.  C  et  c  des  bases  sont 
proportionnelles  aux  génératrices  A  et  a)  les  aires  S  et  s  \e 
fiont^à  Cx:  -^  et  c  X  <i  (  »**•  287 ,  5*»,  et  290,  i°.) > 

j,   ,  5        C,A      C       A    :,        S      A" 

dou--'= •    —  =  —  ;  donc  — = -r .  ,       - 

s         c.a        c        a  s        a^ 

De,  même  les  aires  des  sphères  sont  comme  les  carrés  de  leurs 
rayons  ,  puisqu'elles  valent  quatre  grands  cercles, 

3oo.  Lorsque  deux  polyèdres  sont  tels,  qu'on  peut  les  pla* 
cer  l'un  en  dessus,  l'autre  en  dessous  d'un  plan  MN{àg,  17^)» 
de  sorte  que  les  sommets  des  angles  polyèdres  Afa,Byb, ., 
soient^  deux  à  deux ,  à  égale  distance  de  ce  plan ,  et  sur  une 
perpend.  Aa^Bb , . . .  à  ce  plan,  ces  deux  polyèdres  sont  appe- 
lés Symétriques.  B  étant  un  angle  polyèdre  du  premier  corps, 
en  menant  BQb  perpend.  au  plan  il/iV",  et  prenant  QB^=Qb^  b 
sera  l'angle  homologue  du  second  polyèdre.  . 

Lçs  pofyhdres  sjrfnétriques  ont  toutes  les  parties  consti^ 
tuantes  égales.  Pour  le  prouver,  plioxÀ  le  trapèze  ABPQ  &ui- 
yant  PQ,  les  lignes  APy  aP  égales  et  perpend.  sur  MN  coïn^ 
cideront,  ainsi  que  j^Q  et  Bq  ;  d'où  AB=ab  :  doùc  les  lignes 
.  homologues  sont  égales.  Dyd,  C,  c  étai^t  des  angles  polyèdres 
symétriques,  on  aura  BCcrzbc,  ACsszac;  ainsi,  le  triangle 
ABCsszabc'y  les  triangles  homologues  sont  donc  égaux.  De  plus, 
le  triangle  ADC'=€tdc^  BDCz=:bdc  :  ainsi Pangle  DCBz=zdcb, 
ACDzszacdy  ACB  =  acb.  Or , 

i*>.  Si  les  plans^de  ces  triangles  forment  en  Cet  c  des  angles 
trièdres ,  ils  seront  égaux  :  donc  les  angles  dièdres  et  tri^dres 
homologues  sont  égaux.  lien  est  de  même  des  angles  polyèdres, 
puisqu'ils  sont  formés  d'angles  trièdres  égaux  disposés  dans  le 
m.ême  ordre. 

a^.  Si  les  points  ABCD  sotit  dans  le  même  plan,  comme 
l'angle  DCB = ACD  +  ACB ,  on  a  dcb  z=±acd  +  acb  ;  d'où  il 
suijt  que  les  points  abcd  sont  aussi  dans  le  même  plan  (n"  279)* 


dé^n^  Ui4  fitces  homologues  sont  égales ,  CQinme  formées  de 
trâani^les  égaux  seiablablem<ent  place's. 

3of .  7\}ut  parallélépipède  ACc  (fig*  174)  est  formé  de  deux 
prismes  triangulaires  sjrmétriqùesÂBdy  BCd  ;  les  angles  dièdres 
opposés  sont  égaux  ^  et  les  arigles  trièdres  opposés  sont  symé^ 
tri^jues.  ËndFet,  1e$  deux;  corps  u^aé^?,  Cçbd  sont  visiblemeAt 
des  prismes  (  n**  282  )  ;  la  base  BDC  ou  bdc  de  l'un  sera  égale 
à  ABD.  Rapprochons  ces  prismes  tHangnlaires,  en  faisant  coïn- 
cider bdc  avec  ABD ,  savoir  bc  avec  AD^  Gide  avec  AB  ;  Ccbd 
prendra  la  situation  AEHJ,  Or  ^  les  perpend.  ûF,  ty  sur  les 
bases  sont  égales  (n**  268),  2°  on  a  de  plus  Aa=:Cc  et  l'angle 
AaFz=:cCf;  ainsi ,  le  triangle  AaF=zCcFy  d'où  AF=icfVaK' 
une  raison  8emblable,yï==DF;  ainsi  les  triangles  égau^^Z^F^. 
^c/* coïncident,  et  le  pointy* tombant  en  F,  fC  se  porte  en  FE 
sur  le  prolongement  FE  de  aF,  Donc  le  sommet  E  on  C  est 
symétrique  de  a.:  on  verrade  mêine  que  /,  ou  i5,  l'egt  de  d;.et 
JBTouD,  Fest  de  b, 

» 

m.    DES    VOLUMES. 


302.  Former  un  prisme  droit  équivalent  à  un  prisme  oblique- 
AD(fig.  176),  Zb  génératrice  consentant  la  même  longueur  AC. 
Prolongeons  les  arêtes  CA,  DBy  menons-leur  un  plan  quel-, 
conque  iWiV  perp.  ;  enfin  prenons  Pp=s:BD,  menons  le  plan 
op  parallèle  k-MN^  on  aura  ainsi  le  prisme  droit  Op,  Appli- 
quons les  prismes  tronqués  BAOPj  DCop^  de  manière  à  cou- 
cher la  base  op  sur  OP  qui  lui  est  égale  t  les  génératrices  étant 
perpend.  aux  bases,  et  de  plus  égales  (  puisque  £>j5=:Pj:7  donne 
BP=pPf  et  ainsi   des  autres),  les  prismes  coïncideront,, 
ou  oDz=zOB.  Retranchant  la  partie  conimune  Ap,  il  reste  le 
prisme  oblique  AD  équivalent  au  prisme  ^voït  Op. 

303.  On  peut  toujours  di8po,ser  deux  prismes  symétriques, 
ÀD\  ad  {f\^.  176)  relativement  à  un  plan  3fNf  en  sorte  que 
ce  plan  soit  perpend.  aux  géjicratrices.  Prolongeons  rarèteDj? 


/ 


etk  Pd;  puis ,  à  partir  dupcnnt  P  cte*  iWiMOntre  a>^  ysà  fHkià 
quelconque  AfiV perpend.,  prenons" iPAs&P^,  Pd^i&PÙ'y  ou 
BD::=ibd.  En  raisonnant  de  même  pour  chaque  arête ,. on. fpr-;- 
mera  le  prisme  ad  syive trique  à  AD* . 

Les  prismes  sytfié triques  AD^  ad  sont  équivalens.  Car  pre^ 
nous  Pp  =  Pp*  ^:=S'BD ,  et  menons  les  plans  op,  o'p'  parallèles^ 
à  MN  :  les  prismes  OPop ,  OPo'p'  sont  droit»  et  équivialensaux 
proposes  (n^  3o2  ).  De  plus,  ils  sont  égaux  entre  eux,  ji^isqu'^n 
les  appliquant,  de  sorte  que  la  base  o'p'  de  l'un  tombe  sur 
celle  OP  de  l'autre  qui  lui  est  égalent  il  y  aura  coïncidence. 

304.  Deux  parallélépipèdes  de  même  hauteut  et  de  menée 
base  sont  équis^alens  i  Pour  le  démontrer,  rapprochons  ces  corps 
de  manière  à  faire  coïncider  leurs  baises  inférieures- égales  ;  les 
supérieures  seront  situées  dans  le  même  plan  :  il  se  présentera 
deux  cas. 

i^.  Si  les  faces  latérales  FG,  EK  (fig.  176)  sont  dans  un 
même  plan,  les  triangles  égaux  EGH^  F/ZC' servent  de  bases 
à  deux  prismes  superposables  ÈHMj  FIN.  Donc ,  en  retran-* 
chant  tour  à  tour  ces  prismes  du  corps  entier  EN^  il  restera  les 
pvallélépipèdes  équivalens  EFIM^  EffNL. 

3°.  Si  les  faces  ont  une  disposition  quelconque ,  les  bases 
supérieures  ACj  ac  (fig.  1 78)  seront  des  parallélogrammes  égaux 
4  ceux  dos  bases  inférieures  MNy  en  sorte  que  les  lignes  AB^-DCy 
aby  de  seront  égales  et  parallèles;  de  même  pour  AD,  BC, 
ad,  bc.  Prolongeons  ces  lignes,  nous  aurons  le  parallélogramme 
^'Cégal  à  AC  et  à  ac.  Or,  concevons  le  parallélépipède  qui 
aurait  pour  base  supérieure  ^^C',  et  la  même  base  inférieure 
ifcfiVquc  les  proposés;  ce  corps  sera  équivalent  à  chacun  de 
ceiix*<i ,  puisqu'il  sera ,  relativement  è  eux ,  dans  1-état  exa- 
miné ci-dessus.  Les  proposés  sont  donc  équivalens. 

305.  Il  est  facile  de  changer  un  parallélépipède  donné  en. un 
autre  tectangulaire  équiifolent  :  de  chaque  angle  de  la  base  in- 
férieure ABCD(ÛQ.  177),  élevons  des  perpendiculaires  à  son 
plan  :  on  aura  un  parallélépipède  droit  ABEI  équivalent  au 
proposjé,  qu'il  était, inutile  de  tracer  dans  la  fig.  Puis,  menant 


1 

/ 


JG  le  paralléMpipèd^  xeqUng^.ASHK  ^<|uiv«i«nt.à  JLBEI^ 
puisqu'il  a  mê«ne  base  j4M  et  même  hauteur  AF.  ^ 

ià&iZ>euXpMirallélépipèJes  rectangles  de  même  base  sont  entre 
4m3xw&rtùna  le&r9> hauteurs^  StQeriialit0iprs4>«i«  iflitt  eoÉEiiÉÉUne 
Biesàre>oti:^oapeYa  les  oô9pft  «a  iiratwhes'é^esy  61  l'^dci  rai-^^ 
sonnarà  <i<)inftin6>p6ur  %é^  rettatigle» {  n^  \k5o ,  \'',,  'ftg.  i!26). Oh 
dèlhoftitfevà  èe  tnéttve  le ^nébrèdi^  po^f  lé  cas  oùleb  fcattleurs 
sont  incommensurables. 

'fjeêpar^dléiêpiifkde^feùtawgUs^'  e^if^'âe^méme  hûuwikf^  sont 

^6mre  êua^ ysommeieurr  basés: '£&  tfkt ,  plai;«^ft  cëd  êotps  de 

manière  à  faire  to^inâider  1-iitn  dé  lëutis  angles  po^iy^dre^  et  leur 

arèlte^ale.  Les  bases  seront  disposées  <Sômme  AC  {Qg.  179) 

^to»  Pj  lètAK  pour/?  ;  w,  pi^0^bns  IK  ea  H\  lepaTàllé- 

4épipèâe  Q  construit  sur  la  base  AH  et  de  même  haiitenr,  pettt 

être  regardé  comme  ayant  AI  pour  hauteur,  et  la  face  AB  pour 

P       AD 
base  :  comparé  à  P,  il  donne  donc  ^  :=  -— r.  Mais  «i  Ton  prend 

la  face  ^/GF  pour  base  des  parallélépipèdes  Q  et/>,  leut^hau*^ 

teurs  seront  AE  et  AL;  d'où  —  =  -ry .  En  multipliant  ces  pro^ 

.,    .        P       JDXAE      base  AC 
portions ,  ,1  vient  -  =  ^^  ^  ^^  =  J^^T^^- 

Enfin ,  fej  parallélépipèdes  rectangles  P  et  p  sont  entre  eux 
comme  les  produits  de  leurs  bases  par  leurs  hauteurs.  Car  si  les 
bases  sont  AC  et  AK ,  et  les  hauteurs  A  G  et  AO^  en  prolon* 
géant  les  faces  de  celui  qui  a  une  hauteur  moindre,  tel  que  p, 
jusqu'à  la  base  supérieure  de  l'autre,  on  formera  un  parallé- 
lépipède ALFKG=sR^  qui  aura  la  même  hauteur  H  que  l'un 
Pj  et  même  base  AK  que  l'autre/?;  on  aura  donc  d'une  part 

K  AG  P  AC  .  ,,  /  ,,  ,  P  ACxAG 
o-atc  -yyr ,  et  vr  =  --ï^  de  laïKlre  ;  d^Jdu>-.=e  ^^*  . '. 
I?       ^O'      K       ^K  '     .      p       AKx^AO     -^ 

Çn  désignant  p^r  H^  l  ^  K  les  arêtes  qui  forment  .un  angle 

P       H.  I  K 

ttièdfe  A^^  P,  et  par  A,  1,  *  ècUcs  de/?,  ona  --=  -r-rj-\ 


^ 


y 
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On  vt>itdobcque  poup^^surer  lévoluiù'ed'aapàTalliéiéfir.  recfv 

P,  c>à-«I.Jpo«H:  trouver  son  rapport  avéb  uû  atrtre'/?  plris  pour 

'  U.     I    K  '^'   "^ 
unité  (n*"*  36,  7^)?  P»  cjierchera  les  rapports  ■;-,-,  tj  entre    . 

les  arè.tes  respectives  i|KÛloniient  un  angle  tri«dre,  etl^on  nuil*- 
Xiplieéaiices  ttoi$nonibl*es.  Repre'sentonapar  /  le  produit  de  ces 
trois;  rapports;  /est  un  .nombre  abstrait,  et  Je  parallélépipède 
qu'il  s'agit  de  mesurer  a  pour  voluKi^e  /  Cois  celui  du  parallélé- 
pipède pris  pour  unité. 

Le. volume  4^  un  paraUéï4p.ipede  est  leproduù  de  sa  base  par 
sa  hauteur,  quand  on  prend ,  pour  unité  de  volum^.,-le  cube 
qui  a  pour  $6Jté  l'unité  linéaire  :  car  h  ^  i  et  k  seront  =es  i  »  et 
l'on  aura  H.LK  pour  le  volume  de  P.;  II,  I  ûi.K  sont  des 
nombres  abstraits ,  qui  marquent  combien  les  arêtes  de  notre 
parallélépipède  P  contiennent  de  fois  l'unité  linéaire;  soit/ 
leur  produit  iï././iC,  Téqu.  Pz=iHJ.K  revient  à  P=:/fois 
le  cube  pris  pour  unité  de  volmne. 

Lorsque  U=zI  =  ICj  on  a  P=zH^;  de  là  la  dénomination 
de  Cube  donnée  aux  troisièmes  puissances. 

307.  Donc,  le  volume  d'un  prisme  est  le  produit  de  sa  base 
par  la  hauteur  :  car,  i®.  s'il  s'agit  d'un  parallélépipède  quel- 
conque, il  est  équivalent  à  celui,  qui  est  rectangle^ de  même 
hauteur  et  de  base  équivalente  (  n**  3o4)- 

2**.  Si  le  prisme  est  triangulaire ,  comme  ABDabd  (fig.  i  •74)» 
eo  formant  le  parallélépipède  Ac,  le  volume  de  notre  prisme 
est  égal  à  son  symétrique  BDCbdc  (n°  3o3)  :  donc,  chacun 
de  ces  prismes  a  pour  volume  le  produit  de  sa  hauteur  par  la 
moitié  de  la  base  AC^  ou  plutôt  par  sa  base  ABD,   . 

3®.  Enfin,  si  l'on  fait  passer  des  plans  par  la  génératrice  Aa 
(fîg.,  157)  du  prisme  -^^  et  par  toutes  les  aylres,  il  sera  déconj- 
posé  en  prismes  triangulaires  de  même  b(iuteur  ;  la  somme  de 
leur?  volumes  sera  donc  le  produit  de  cette  hauteur  par  la  somme 
des  bases,  ou  par  ÂBCDE. . 

On  voit  aussi  cpie  les  volumes  dés  prismes  de  même  base  sont 
comme  les  hauteurs,  cru  de  même  hauteur,  sont  comme  leurs 
bases. 


^ 


*•  v3o8.  Le  vobhneiN^'^uk'^îindre^st  le,  pmdidi  de  sa  htiiu^ 
rteur  H  par  PairtM'de  sa  base.  En  «ffet,  déaîii^ukiis  par  jSiUto- 
fèâ  âe<  la  base  d.tr^  prâme  circonaciit  sur  celle,  du  cy lmdi:<e  •,  et 
par  «  l'excès  du  voluiK^e  de  ce  pnsme  sur  .celui  V  du  cyliikdr^« 
B^^iS  ser»  la  base  du  prisme,  /^-f  «*  sou  yolume;  .d'où 
F^'+'Uzzz  (B  +  fi)  H;  donc  P^ = iî£r,  puisque  le  volume'  du 
cylindre  est  la  limite  de  celui  du  priéitie  (n®ii3)/  .  \ 

Sog.  Les  pyramides  de  même  hauteur  et  êhnl  les  bases  sont 
équivalehtes ,  s<mi  égales  en  volume»  Pour  le  prouveif,  coupons 
un  tétraèdre  par  .des  plans.parallèles  âsa  base.et  équidbtf^isl. 
Soit  AÇcbkB  (fig.  iQo)  l'une  des  traocHes  :  menons  par.  les 
points  A^C^a,  •€  des  parallèles  à  Farète  Bb'y  nous  formerons 
.deux  prismes  ,  l'un  BDFçba  intérieur ,  Tautire  BACebi  exté- 
rieur au  tronc  :  la  diffe'rence  de  ces  prismes  est  le  prisine  D.Câa^ 
qui  a  même  hauteur^  et  dont  la  base  CFDA  est  la  difïSérence 
entre  les  bases.  ^i?C, /z6c. 

£u  opérant  de  même  pour  chaque  tranche,  on  aura  une  série 
de  prisqies  d'égale  hauteur ,  tels  que  De,  Or,  il  est  visible  qu'en 
partant  de  la  base  du  tétraèdre,  chaque  prisme  intérieur >DF&i9 
est.  égal  au  prisine  extérieur  de  la  tranche  suivante  ;  ainsi ,  eu 
prenant  la  'diiSe'rence 'entre  tous  les  prismes  intérieurs  et  tous 
les. extérieurs,  il  ne  reste  que  les  prismes  DCea  ,  depuis  la  i" 
tranche  MN  :  cette  différence  est  donc  un  prisme  de  même 
hauteur  que  les  tranches ,  et  qui  a  pour  ba^e  celle  BMN  du 
tétraèdre.  Plus  les  tranches  sont  nombreuses ,  et  plus  la  hauteur 
devient  petite  ;  on  peut  donc  rendi'e  aussi  petite  qu^u  voudra 
la vdifierence: entre  les  prismes  intérieurs  et  extérieurs,  et,  à 
plu»  forte  raison^  entre  les  prismes  intérieurs  et  le  tétraèdre.. 
.  11  est  évident  que)  ce  raisonnement  peut  se  faire  égalameixt 
pour  toute,  pyramide  à  base  quelconque.  .  ^ 

Gela  posé ,  soieat  maintenant  deux  pyramidesP  et /?. de  mênie 
liaùtèUr,  dOnt  les  bases  équivalentes  reposent  sur  le  même  plan  : 
coupon9-les  par  une  série  de  plans  parallèles  à  ces  bases  et  équi,- 
disfafts,  puis,  for  mous  pour  chacune  les  prismes  intérieurs. 
Soieut  A.  et.^içs  excès  des  pyramides  sur  la  çouiine  des  prismes 
intérieurs^  dont  les  volumes  sont  Pr^tt  et /?.— ^.  Or,  chaque 


^miÎAïiXm^  ;prâqpp0  Mdes.ainttîoiiA  sanift  'etttre'.enechcoikiiii«l^  hâtes 
<ti®'Si}8)t^tib,  lès  prismes  intévienrsaont  égtax^dtitf  à'4eiikp, 
d^Diéi  Px^«fi=pu^|g,  et  (n""  ii3)  Psapi 

'^  l)e  mèMM'  diéorènie  ^  liéa  pour  d^us  tr^acfll  ffil*Di^  daiM  ntts 
f^rMiiid^ii  par  deoz  platis  pacatlëles/ 

3io.  Un  téeraèdfe  DABG  (ig.  i83)  4?j<.le  tf<sy1r  tTunpriimae 
'A  fftémè  iftàsïg^^  de  même  haUieur\s  ttts^  «ur  les  ttois  atfètes 
i^fiHÉiMis  le  pvîsme  uÉE  ;  eu  <&tàDt  le  iétnièdi»  DÀUC^Hw^t^ 
ki'pytfâiMMie  ^adrâo^ulaiiie  DACEF.  Le  ph»  <?Z>F  en  forme 
tlèuztétmàdreis  :  VuhFDEC^  q«iéstégalaupr6ii6sé^'cottB0ie 
flyaoat  même  haumr  et  la  base  FDS:^ABC;  l'Àùtx^. . .  »  4  • . 
-ikÀCfs±DFCE^fAT  la  même  raison,  attendu  que  le  triante 
siFCzsKi  EFC.  Nos  trois  tëtraèdi es  étant  ék{UiTtalens  ^  chacun  est 
letiesti  dupfisme. 

Donc  y  le  volume  de  toute  pyramide  esi  le  produU  du  iiàrs. 
de>9a  base  par  sa  hauteur,  puisqu'elle  est  décompoaaJ>le  en  té-^ 
traèdrés. 

'  Bt  comme  le  cône  est  la  limite  des  pyramides  circonscrites, 
h  vohîme  du  cône  est  le  tiers  de  sa  base  tmiltipliée  par  sa  hau- 
Pâuty  ou  le  tiets  du  cylindre  de  même  base  et  de  tnéme  hmtieur. 

On  aura  le  volume  d'un  polyèdre  quelconque  en  lé  décom«- 
posant  en  pyi^amides. 

ât  I.  Le  volume  du  tronc  de  prisme  tHang,  ABËF  (%.:iA4> 
ëM  iepiroduit  de  la  base  par  le  tiers  des  trois  hauteurs  des  angles 
'ïrièiif%s  ¥y  D,  "R  de  la  base  supérieure.  En  effets  faisons  les 
mêîhesififectiotissur  ce  4ronc»(#^£Fqtt'aun®  3io;  le  ^n  ADiC 
dohhe  le  tétraèdre  I>ABC\  le  plan  1>CF  conpe  la  pycàmide 
^iiàd^angataîrc  DACEF  m'Aeax  tétraèdres  DFCA^  \DF£E. 
Or,  on  peut ,  sans  changer  les  bases  AFÊ^  EFÇ  j  mettre  les 
soihméts  de  ceUK--ci  en  B^  puisque  Dd<  est  parallèle  au'idan 
A'CEFÇt/'r^)^  Dont  on  auiia  les «tftmèdf ^  B<;^;^F,  BCEF^kq 
dernier  peut  même  prendre  CE  A  pour  btfBO)  puisque  les  trian» 
gles  CE  F  et  CE  A  sont  équfivalens»  Le  trimc  de  pfismeest  donc 
formé  des  trois  tétraèdres  DABCy  FABC^  EA&C^ifaèk  ont 
même  base  inférieure  ABC^  et  leurs  som-mels  aus  t^Hiis angles 


tnéife8>Fl>Sàe  hibme  MpMmtt  ;  donc,  «^c^. .  •  fSk  ûkéôritne 
8ert4'  truster  le  voliartiie  dû  piisme  trt>i!i({t^é  k  ISise  tftièlccni^tie. 

3i2.  Zie  tronc  de  pjrramide  quelconque  à  bases  parallèles,  est 
composé  de  troispjrramîdes  de  même  hauteur  que  le  tronc,  dont 
les  bases  sont  la  base  inférieure  du  tronc,  la  base  èupérieure  et  une 
mojrenne proportionnelle  entre  ces  deux  aires.  Soient  une  pyra* 
ramide  et  un  te'traèdre  de  même  hauteur,  de  bases  équivalentes,, 
posés  sur  le  même  plan  ;  leurs  volumes  sont  égaux.  Un  plan  pa- 
raîfèle  atix  basesf  forme  dieux:  tironcs ,  et  coupe  le  tétra^di*e  erli 
pyramide  suivant  un  triangle  et  un  polygone  qui  sont  équiyàféns, 
puisqu'ils  sont  proportionnels  aux  bases  (278)  :  donc  la  pyra- 
mide et  le  tétraèdre  retranchés  étant  égaui^ ,  les  troncs  le  âérotit 
aussi.  Il  restéà  dénïontrerle  théorème  p6ur  le  tronc  de  tétraèdre 

Le  plan  ADC  donne  les  deux  corps  DABC  et  DACEFi 
le  plan  DFC  forme  les  tétraèdres  DFEC  et  DFAC;  or,  menant 
DG  parallèle  à  AF^  ce  dernier  pourra  avoir  S6n  sommet  en  C.,  au 
lieu  de  Dy  et  deviendra  F^G6\  Ces  trois  tétraèdivs  ontmêibe 
hauteur  que  le  tronc  fleurs  bases  aonlABCy  DFEj  AGCCxAdî 

pose,ona(u<>256,i.'>.)-j^^=-^,  ^^=— rorksse- 

conds  meihbres  sont  égaux  à  cause  des  triangles  semblables 

FDEy  ABC;  ^^^^  J'GC~ FOË"  ^^^^'  ^•^' 

Soient  ^  et  B  les  bases  d'un  tronc  de  pyi^ai^ide,  fF^a'^au^ 
teur  2  on  a.pour  le  volume  }  H^A  +  S-^  \/AB), 

Il  .est  visible  que  ce  théorème  a  également  lieu  pôuir  le  tronc 
de  cône.  Soient  Retr  les  rayons  des  bases ,  A  =  vA',  Ètz^fer^y 
le  volume  du  tronc  de  |flr£r(/î» +  r*  +  /îr).     \ 

3i3.  Tout  triangle  ABC  (fig.  186,  187,  18Ô  et  189)^  qui 
tourne  autour  et  une  ligne  quelconque  CI  située  dans  son  plçn  et 
passant  par  un  de  ses  sommets  C ,  engendre  un  volume  égal  au 
produit  du  tiers  de  la  perpend,  CD  =  p  abaissée  de  ce  sommet 
sur  la  base  AB,  multiplié  par  la  surface  engendrée  puY  cette 
pifse  AB. 


V. 


^^'  6SOHÉTJU8. 

. .  ftf'.ÇAS^x  ^  ixïànf,\e  CAB  tourne  autour  de  Ifuu  de  ses.côte^ 
ÇB  (fig.^  p  8§  et  189) .  On  a  V:ol,  CAB  =cône  CJP  +cône  BAP 
(v,  n»  3^0),  ou  =  |.cercl«  :AP  X  CB)  z=l^AP^X  CB  :  or 
APX  CB  =  2  fois  aire  ABCznABx  CD;  donc. 

-  *  -  " 

vol.  CAB^==:\  5r  p.  APxAB\  et  comme  Ja  surface  du  cône  en- 
gendre'  par  j^^  est  =  \  cire.  AP  X  ABz=isrAP  X  AB^  on  a . . 
vol.  CAB=^p  X  surf.  AB.  Cette  démonstration  convient  aux 
trois  cas  oùTangle  A  est  aigu ,.  droit  ou  obtus. 

7^  CAS.  Le  triangle  CAB  tourne  autour  d'une  ligne  exte'- 
rieure  CI  (fig.  186);  vol.  CAB  =  vol  CAI  —  vol.  BCI 
=;  j/>  ( surf.  AJ  —  surf.  BJ)=z^p,  surf.  AB, 

3*  CAS.  La  base  AB  est  parallèle  à  Taxe  CI  de  rotation 
(fig.  187)  :  vol.  C^i5=cylin.  ABEF+c6ne.CAE-<6ne  CBF, 

ou=  cercle  CD  {AB  +  1  CiE  -  |  CF)  = 

\  w  CD^  {3EF  -{-CE-^  CF)  =  ^v  CD^  X  ^EF  :  or  la  surface 
engendrée  par  AB  est  celle  d'un  cy  IFndre,  et= cire.  CDxEF= 
2^  CD  X  £F',  donc  vol.  CAB:=  3CDX  sutf .  ^i5. 

Ce  théorème  sert  à  trouver  les  volumes  de  la  sphère ,  du  sec- 
teur ci  du  segment  sphériques  j  car  si  Ton  circonscrit  à  l'arc  de 
cercle, -^DP  (fig.  169)  une  portion  de  polygone  à  côtés  égaux , 
et  qu'on  fasse  tourner  la  fig.  autour  du  diamètre  AO,  là  révo- 
lution complète  de  tous  les  triangles  CAB  y  CBD,  CDI 

engendrera  un  volume  =  ^p  (surf.  AB  -f-  surf.  BD  +...). 
Ainsi  ce  volume  est  le  produit  de  la  surface  engendrée  par  tous 
les  câi^s  du  polygone  y  multipliée  par  le  tiers  du  rajon.  Donc 

I*.  Si  le  polygone  est  circonscrit  au  demi-cercle  ADB  (fig.  167) 
de  rayon  Ry  désignons  par  «t  l'excès  de  l'aire  P  de  la  sphère  sur 
celle  qu'engendre  le  polygone;  par  jS  l'excès  du  volume  /^de 

la  sphère  sur  celui  que  forme  le  polygone  ;  on  a  • . .  • 

r\^^=^R{P  +  ^);  d'où  l'on  tire  (n°ii3)F=^RxP; 
lé  volume  de  la  sphère  est  le  produit  de  sa  surface  multipliée 
parle  tiers  de  rayon,  ou  celui  de  l'aire  d'un  des  grands  cercles 
par  les  |  du  rayon  (  n°  293 ,  2®.  ),  ou  enfin 

Folume  V de  la  sphère  =  ^  t  /î^=:^  sr  £)^  =: 0,5236  D\^ 
D  étant  le  diamètre  nR. 
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a*».  Le  rayon  R  de  la  sphère  qui  a  F"  pour  volume  est . 

3°.  Pour  le  secteur  sphérique  DAG,  le  même  vaisonuemeiU 
prouve  que  le  volume  est  égal  à  la  surface  de  la  çalottç  inulti^ 
pliêe par  le  tiers  du  rajon,  ou  (n®  298,  l•^),  la  flèche^/ étant  h^ 

f^olume  du  secteur  sphérique  =  |  «•  /î*  i^. 

4°.  Si  l'on  retranche  le  cône  DGC  du  secteur  ^  le  reste  est 
le  segment  sphérique  ADIG;  or  le  volume  dti  côiie  DGG  est 
=  1^  C/  X  cercle  DI:=z^  CI  Xic  DP;  CI  s»  «  —  A, . . . . . 
D/' =I)C»  —  C/*  =  2ZÎA  —  A^  ;  donc 

Volume  du  segment  sphérique  =  ^  tp  A*(3R* — h) . 

5**.  Le  cylindre  DGFE  (fig.  170)  et  le  cône  HJK  circonsr 
crits  à  la  sphère  yéB  ont  peur  volunaes,  savoir,  1°.  Le  cylindre 
t=  ^R*  X  2fl  ou  2»/l3 .  j^o^  le  cône  (/t;  n°  298)  StB*  X  ^H^, 
et  comme  fi^iî*  =  HP  —  /^^  =  l£r/%  on  trouve  £ri?  =  Sfî .  et 
cône  =  3wiî^.  Comparant  les  quantités  |  sr/l^,  29rfî^  et  3sriP, 
on  voit  qu'elles  sont  entre  elles  comme  4  I  6  :  9  ;  ce  sont  les 
rapports  des  volumes  de  la  sphère ,  du  cylindre  et  du  cône  cir^ 
conscrits  ;  le  cylindre  est  moyen  proportionnel  entre  les  deux 
autres^  la  sphère  est  les  deux  tiers  du  cylindre  circonscrit. 

3i4*  L^^  volumes  de  deux  pyramides  sont  entre  eux  comme 
les  produits  des  hauteurs  par  les  aires  des  bases  (n*  3io).  Mais 
si  ces  pyramides  SAC^  Sac  {û§,  i5i  )  sont  semblables ,  on  a 

-  3=  -7^-.  (n**  278)  ;  multipliant  de  part  et  d'autre  par 

abc onr 


SH 


,  il  vient 


SABC 


SW 

S  h'' 


Sh''  Sabc ■ 

*    3i5.  Les  volumes  des  polyèdres  semblables  sont  entre  eux 

comme  les  cubes  de  leurs  lignes  homologues,  £n  effet ,  comme 

deux  polyèdres  semblables  P,/?,  sont  décomposables  (n®  295) 

en  pyramides  semblables  S,  Sj  S\  /..,   en  désignant  par 

d^a.  A' y  a'  des  lignes  homologues  de  ce?  pymirades,  on  a 
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S     A^   S'     ji^ 

-  =  — r .  -r=  -7?  •  *  •  D'ailleurs  tous  ces  rapports  «ont  égaux  4 
s       <r  '  s        a^  *^"^  07 

A       jf 
puisqu'en  rertu  de  la  similitude  supposée ,  on  a  — =  --j  :=. . . 

Dope  J  ;=::  y .==  y  =. . .» ~;  d'où  (n<»  7S ,  y.) 

Il  sei'a  aisé  de  voir  que  les  volufnes  des  sphères  sont  entre  eux 
jconuneletcubeê  de  leurs ntjrons ^  que  ceux  des  cylindres  droits 
et  des  cônes  droits  semblables  •(  c-à-d.  engendrés  par  des  rectan- 
gles ou  des  triatigle.s  rectangles  semblables  )  sont  entre  eux 
comme  les  cubes  des  longueurs  de  leur^  génératrices ,  ou  de 
leurs  hauteurs  j  ou  enfin  des  rayons  de  leurs  bases. 

Lespoljrèdres  sjmétrigues  ont  leurs  volumes  égaux  /  puisqu'il 
€St  évident  qu'on  peut  les  décomposer  en  tétraèdres  symétri<«' 
ques,  et  que  ceux-ci  ont  des  bases  et  des  hauteurs  égales. 


p  ■»■  yi*  ^pywT^^p^P^yi^i^p^Mi^^i— ^p*^^;^^^^*^^»^— ^^M^^^Mi^^w^^^^i^i^—iWi^>M^^—^^^i^^^ 
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I.       A.PPUCÂ.TT01V     DE     l'aLGÈBRE     A     LA     i^iOHÂTV^     ' 

ÉLtKVNTAIRBé 


I  M  H  '  ■  I   *  ' 


Quelques  Problèmes  sur  les  lignes. 

3 16.  Tant  que  TAIgèbre  et  la  Géométrie  ont  été  séçwi^f 
leurg  progrès  ont  été  lents  et  leurs  usages  bornés  ;  mais  lorsque 
ces  deux  sciancea  se  sont  réunies  y  elles  se  sont  préié  des  foBces 
mutuelles ,  et  ont  marché  ensemble  d'un  pas  rapide  vers  la  per- 
fection. C'est  à  Yiète  et  à  Descartes  qu'on  doit  l'application  de 
l'Algèbre  à  la  Géométrie,  application  qui  est  devenue  la  clé 
des  plus  grandes  découvertes  dans  toutes  les  branches  des  Ma- 
thématiques. (Lagrange,  ÈcoL  Norm.,  t.  lY,  p.  4oiO 

C'est  donc  en  introduisant  dans  les  formules  algébriques  les 
grand^Krç  q^i  coi^pPB^Bt  hs  partie»  d'une  iSgurç ,  que  non^ 
transporterons  dans  la  Géométrie  toutes  les  ressources  de  l'Al- 
gèbre, et  nous  parviendrons  sans  peine  à  des  résultats  qu'ils  s/ç^- 
rait  difficile  d'obtenir  par  la  Géométrie  seule.  Celle-ci  a  l'avan- 
'  tage  de  ne  jamais  faire  pérdne  A?  vue  l'objet  principal ^.f^ 
d'éclairer  la  route  entière  qui  conduit  des  premiers  axiomes  à 
l^urs  dernières  conséquences  {vqy.  n^  252)  ;  mais  TAlgèbre  a 
bien  plus  de  resso«^rce^. 

Ces  réflexions  conduisent  à  préférer  dans  la  Géométrie  élé- 
mentaire les  méthodes  directes,  celles  qvif.  ne  reposent  sur 
aucun  principe  élranger,  «4  pe^riuftt^^ut,  pour  ajiosi  4î;r«,  d'i- 
soler chaque  théorème ,  en  le  préseatant  comme  une  vérité  auss^ 
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claire  que  Taxiome  d'où  il  est  déduit.  Mais,  lorsque  les  ques- 
tions devienhent plus  toinpliquées, cette  méthode,  qu'on  nomme 

^  Sj'nihhsè ,  perd  la  clarté ,  qui  est  son  plus  précieux  avantage  ; 
r Analyse  xGfrenà  toute  sa  supériorité ,  et ,  par  sa  féconde  in- 
fluence', généralise  tes  résultats,  shnpliûe  les  recherches,  et 
lorsqu'elle  est  employée  avec  adresse ,  donne  à  sçs  artifices  une 
élégànCé'ét  même  une  clatté  â  lâ)faelle  le  mécanisme  du  calcul 

'  semblait  s'opposer.  Les  problèmes  suivans  serviront  de  preuve 
à  ces  assertions.  - 

317.  Mesurer  la  distance  â'tm.  point  inaccessible  D  à  un 
autre  point  A  (fig.  181).  On  prendra  sur  l'alignement  AD  une 
partie  quelconque  AC^  et  formant  un  triangle  arbitraire  ^^C, 
on  en  mesurera  les  côté»  AB=Cj  AC:==:bj  BC  =  û  (*);  puis 

*  marquant  sur  BC  \xti  point  E  quelconque,  on  dirigera  vers  D 
le  rayon  visuel  FD;  soient  >^Z>  =jr,  EC  s=g^  FAs=zd,  La 
parallèle  EG  à  AB  donne 

BC       CA       ÀB         abc 


EC      GC      EG'      g      CG      EG' 

donc  CGi=:^,EG=:% 


a  .  a 

DA_DG         X  _DG 
^**'  FA^  EG'^^d'^EG' 

Qt,on2^DG=^DA—GA=DA  —  {CA'^CG)y  ^ 

ou  DG=j:— éH — ^;  en  divisant  cette  valeur  par  celle  oë  EG^ 


oh  trouve 


a 
X      ax  —  ab^bg 


d  cg  ^ 

d'où  x^bd(^~''\ 

\cg—adj 

S'il  arrive  que  BF-=zAFy  ce  qu*on  est  maître  de  supposer, 

S  —  a 
comme  c  =  2c/,  la  solution  se  réduit  à  j:= ^.     •  '  ' — . 

^g—a 


(*')  Dorénavant  nous  dési^rnerons  les  angles  des  triangles  par  A,  B,  C,  ot 
par  a^hyc >les  côtés  qui  sont  respeotÎTement  opposes. 


PROBLÈMES»  35^ 

Il  ne  s'agira  piiis que  de  mettre  pour  a^^yC^i/^et^  leurs  va-^ 
leurs  numériques,  ou  le  nombre  de  fois  que  ces  lignes  con^ 
iienïient  l'unité  ,  pour  trouver  ir  exprimé  en  nombres. 

3i8,  Qudk  est  la  relation  qui  lie  les  côtés  a»  b  e<  ç  d'un 
triangle  BAC  (fig.  1 17)  inscrit  à  un  cercle  de  rajronR  Prenons 
le  diamètre  BDy  et  les  lignes  jfP\  DÇ  ;  le  quadrilatère  ABDÇ 
donne  (n*  241,  H)  ^Rb=scXCD  +  a:><,AD.  Des  triangles 
rectangles  BCDj  BADy  nous  tirons  C£?=s: V  (4^*  — «*)t 
AD={/{JiR^—c*);  donc 

équation  cherchée»  qui  donne  l'une  des  quantités  a^bjCetR^ 
connaissant  les  trois  sixtres.  . 

I.  Étant  données  les  cordes  de  deux  axes  j4B^BC^  on  a  donc 
&  y  ou  la  corde  AC  d'un  arc  ABC  égal  à  leur  somme. 

Si  les  arcs  AB  et  BC  sont  égaux,  on  a  a=c,  d'où 

Rb  =  a\/aii'-a^). 
équ.  qui  donne  la  corde  b  d'un  arc,  connaissant  celle  a  d'un 
arc  moitié  moindre. 

n.  Trouver  le  rajron  R  dû  cercle  circohscrit  aw  triangle 
^BC  (fig.  117).  Élevons  notre' éqù.  au  carré,  l'un  des  radi- 
caux disparaîtra;  transposons  ensuite  les  termes  rationnels; 
et  carrons  de  nouveau  pour  chasser  l'auttre  radical ,  nous  trou--- 
vous 

abc 


K  = 


Cette  formule  ne  se  prête  pas  au  calcul  des  log  :  mais  lé  radierai 
affecte  la  différence  de  deux  çarirés,  qms=  (stac  +  a^-^c^^^b^) 
X  (aoc— a*  —  c*  +*■)>  ott  [(<»+<?r— ^*]  X  [^^—  (a— c)']* 
chaque  facteur  souffre  la  même  décomposition  ,  et  l'on  a* 

R 


\/(a+b  +  c)  (^+c— tf)  (a+c-^b)  (a+b—c)^ 

ou  fl=— =  ^ 

VP*{p—a)(p—b){p—c) 

«n  faisant,  pour ^réger ,  le  périmètre  2/>±=  a  +  ^  + 1. 
T.  I.  aa 


-y  • 
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llh  Trtmi^âr  Faire  z  d'un  iriémgle ,  e0iinmêsani  ifis  trois  éôtés 

a,  b,  c(n'222,fig.  182).  Le  segment  u^£>  =  ar  =  -— !—T ; 

/or,  U  trianglft  ABD  donne  BD  =±  v^{  c»  -^  a?>)  ;  it ttfc  ^  *  X5D 
deviefat  danc  g  =  ^  v/[4tV^  (A*4^e>>--ii'H» 

ou  A  :^  t/p .  (/»-^«) {/?-*)(/»'-^0- 

Ona /donc,  pour  le  rayon  du  cercle  circoiiscrit,  ^Rz:^abc. 

IV.  Ttouvér  te  rayon  r  du  cercle  inscrit  au  triangle.  Le* 
aires  (fîg.  68)  des  triangles  AOB,  ÀDC;  BÔC  étant  |cr,  |  *r, 
^  ar,  la  soilune ,  est  à  ^pr,  d'où  (  i^.  ti<^  364,  ÎX  ) 

p    y  P 

V.  Êi^àhter  taire  Jtun  quadrilatère  ABCÛ  (Èq.  7^);  me- 
nons la  tfiagonale  AC^^b^  et  prenons-la  pour  base  des,  âeux 
triangles  ABC  y  At)C;  h  et  h'  e'tant  les  hauteurs,  Taire  de- 
mandée est  |  6  (A-|^  A'). 

On  petttcnosre  opérer  comime  il  èaïi. Soit  ABCB  (figi  i^l)  ; 
abaissez  lesperp.  DEsshj  CF=i  h'  snrïabvJm^ABds:^^^  AlIMb 
AS^bi  BF:a»6t\  ^w  (»•  a%)  rawe  €FEf>im;  ...*•.. 
i(A+A')  y<X^r^f'^à%B^flwADE^ibh,  CBF^lVh't 
vous  trftttTez  lenfin ,  pour  la  somnte  d^  ess  &ir«s , 

Cette  équ.,  facile  à  appliquer,  ne  convient  plus  dès  que  t*une 
des  perpend.  tombe  hors  du  quadrilatère.  Aîiisi  (fig.  igti)» 
il  faudrait  changer  *  en  — ftet  ft'  ^lÈt-^b'.  {Vojr.  n^  889  et 
364,  VI.) 

YL  Men^EFperpemsL  àtaboMe  àCjdwïriangle  kW(ûg.i^y 
telle  que  les  itianglei  ÀËFy  ^BG  )Soieat  dans  le  rapport  donné 
de  laàn.  Soient  6  et  jr  les  bases  ACj  AE^  h  tt  jr  les  haxïtmtàt^ 

BD.EF;  les  aires  sont  ^  b%,  i  x^y  d'où  ^  =  —  •  D'^ill^ur» 
les  triangles  semblables  AEF^  ABD  donnent  4-  =  -7-,  en  fai- 
sant  AD'=?k;  donc,  éliminant  jr,  a:.=  L/  l Y  Si  'on 


^vaic  X  "^i^mjéDj  le  fmntE  devrait  être  situé  t^rs  £f ,  aa-^ 
delà  de  D ,  et  la  perpènd.à  AC  se'parerait  un  triangle  qui  n'est 
plu3  contenu  dans  JlBC  t  ce  cas  arrive  quand  bm  "^  kn^ou 

ma AD 

IT^T'^AC' 

819.  Connaissant  le  ciô té  y^i5=a(fig.  122)  d'un  polygone 
régulier  inscrit^  cherchons  celui  AC=x  d'un  polygone  régulier 
dont  le  nombre  des  côtés  est  double.  CO,  perpend.  sur  AB^ 
dbnne  (n*227)  AC*=CI  X  2CO.  Représentant  par  z  le  rayon 
01  du  cercle  inscrit  au  polygone  donné,  on  a  C7  =  fî— «, 
«t  OP  t=zAO^—  AP  :  donc 

ar*  =  2i/l{R  — z),  ètj?;*=3=/î*  — ia\ 

En  Sedsanty  par  ex.,  a=R,  ou  a  R^(^ —  \/3)  pour  le  côté 

4|i  dodécagpne  inscrit.  De  naéme  0=  fi  |/3  {n°  238)  donne 

à? = fi  pour  le  cpté  de  l'hexagone,  etc. 

/    On  peut  aussi  trouver  le  côté  EFz=jr  d'un  polygone  régu- 

guKer  circonscrit,  connaissant  celui  AB  t=:  a,  qui  est  inscrit 

•d'un  même  nombre  à%  ^tés»  Car  les  tiriaagles  AOI^  EOÇ 

donnant 

01 AI  z  _a 

^onc  jr=—    et  *>=fi*— itf». 

z 

Sao.  C'est  ainsi  que  a=zR\/!i  donne  z=|/î|/2  et  j-  ==  2R 
pour  le  côté  du  carré  circoostril:  (n""  289);  az=:R\/3  donne, 
pour  le  côté  du  triangle  équilatéral  circonscrit,  j^=£:2/lj/3, 
ou  le  double  du  côté  du  triangle  inscrit. 

Il  e&t  facile  de  déduire  de  ces  formules  le  rapport  approché 
^  de  la  circonférence  au  diamètre,  ou  la  derni-ciroonférence  ir 
du  cercle^  dont  le  rayon  est  l'unité  (n*>248).  Pour  cela  posons 
R:=ziy  nos  équ.  deviendront 

x=|/(2— 2z),a=\/(i— iaO»J'=-7-. 

Faisant  a  =s  I,   on  a,   pour  le  côté  du  dodécagone  inscrit, 
jc=|/(2 — \/3)=co,5ï  7638.  Si  de  nouveau  on  faita=o,5i  7^638, 

22.. 


( 
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i 

on  trouvera  j:=:  0,261  o5a38. . .  pour  le  c6lé  du  polygone  ré- 
gulier inscrit  de  24  côtés  ;  et  ainsi  de  suite. 

Quatre  opérations  semblables  donnneront ,  par  exem-^ 
pie,  0,065438166  pour  le  côté  du  polygone  régulier  de  96  côtés; 
en  mettant  cette  valeur  pour  a  dans  z  etjTj  on  a  le  côté  du  po- 
lygone régulier  circonscrit  semblable;  et  multipliant  par  48, 
011  a,  pour  les  demi-périmètres   de  ces  polygones  3,i4io 

et  3, 14^7 Gomme  la  demi-K:irconf.  w  est  comprise  entre 

ceâ  longueurs ,  on  aura  donc  s*  =  3,  i4-  •  •  9  en  ne  prenant  que 
les  décimales  communes. 

Pour  obtenir  une  plus  grande  approximation,  comme  la  cir- 
conférence approche  d'autant  plus  des  périmètres  des  poly- 
gones, que  Ton  multiplie  davantage  les  côtés  (n°246),  il 
faudra  recourir  à  des  polygones  d'un  plus  grand  nombre  de 
côtés.  Soit ,  en  général  calculé  le  côté  a  d'un  polygone  inscrit 
d'un  nombre  n  de  côtés;  on  aura ,  pour  les  demi-périmètres 
de  ce  polygone  et  de  celui  qui  est  circonscrit  semblable , 

-  an 

Lan  et     ,,.;■,,',    '•        ^  ■ 

DBHI-PÉKIIÙTRBS  DgB  POLTGONKS 
inacriU.  ctieonNiitt. 

3,  t4io3i9 3,  i4!i7i46 

3,i4i45a4 3,1418730 

3,1415576 3,i4i663o 


HOMMB 

DIS 

CÔTÉ». 

5f^ 

intt.  ,.r 

384... 

\-  •  ' - 

708. .  • 

i53d.  .  ■ 

'•»t 

,•••• 

Scyra 

6lii. . . 

• 

^■*rf  • 

i2»a88 

3,1415904 ; 3,1415970 

3, 1415921 3,  i4i5^7 

3,1416935 , 3,1415929 

3, 1415906 3,  i4t^7 

on  en  déduit  enfin  le  nombre  «r  donné  p.  289. 

•  Constructions  géométriques. 

3a  I.  L'art  de  résoudceles  problèmes  de  Géométrie  consiste, 

comme  on  a  pu  le  remarquer  (  n^'  2 1 2 ,  229 . .  .r  )  ^  à  les  supposer 

.résolus ,  à  rapprocher  les  propriétés  de  la  figure  de  celles  qu'on 
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connaît  et  qni  sont  analogues  ;  à  trouver  ainèi  la  loi  à  laquelle 
les  parties  du  système  sont  soumises,  et  à  en  conclure  les  in^ 
connues.  Ces  procédés  exigent  beaucoup  d'exercice  et  d'adresse, 
et  l'on  ne  peut  donner  de  règles  générales  pour  ces  combinai- 
sons. L'emploi  de  l'Algèbre  y  lorsque  le  choix  des  inconnues 
est  fait  avec  adresse ,  conduit  souvent  à  des  solutions  plus  élé- 
gantes; on  sait  mieux  reconnaître  leur  nombre,  et  l'on  juge 
facilement  si  le  problème  est  possible  ou  non ,  déterminé  ou, 
indéterminé.  / 

Concevons  qu'après  avoir  résolu  un  problèine  de  Géométrie, 
on  ait  construit  la  figure  qui  en  règle  les  parties ,  qu'on  ait 
désigné  par  des  lettres  les  longueurs  des  diverses  lignes  qui  la 
composent ,  et  qu'en  faisant  usage  dés  principes  connus  ^  on  les 
ait  liées  par  des  équ.  ;  le  calcul  conduira  bientôt  à  la  valeur 
des  inconnues.  Cela  posé,  si  toutes  les  Jignes  de  la  figure  sont 
exprimées  par  des  nombres,  l'Arithmétique  donnera  numéri- 
quement ces  dernières.  IVlaisil  est  remarquable  qu'on  peut  as- 
signer ces  longueurs  cherchées,  même  Kans  le  secours  des  nom- 
bi:es,  à  l'aide  de  procédés  géométriques,  qui  auront  d'autant 
plus  d'élégance,  qu'ils  rendront  la  figure  moins  confuse.  C'est 
ce  qu'on  appelle  construire  la  valeur  de  l'inconnue. 

322.  Remarquons,  avant  tout,  qu^  le  calcul  dont  il  vient 
d'être  question  ne  peut  avoir  pour  élémens  que  des  rapporta 
de  lignes  ;  en  sorte  que  la  ligne  A  ne  peut  y  être  introduite 
qu'en  ayan^  égard  à  son  rapport  avec  une  autre  ligne  B,  qu'on. 

peut  prendre  pour  unité  (n"  176).  Alors -^  représente  un  nom- 
bre abstrait ,  auquel  on  peut  substituer  celui  de  deux  autres 
grandeurs  quelconques  a  et  i ,  pourvu  qu'on  ait  —  =  -r-. 

Il  n'entre  donc,  dans  les  calculs,  que  des  expressions  telles 

que  %!;%>..  Or,  il  suit  des  règles  mêmes  du  calcul  »  que  toutea 

combinaisons  de  ces  élémens  par  voie  de  multiplication ,  di- 
vision, Réduction  au  même  dénominateur^  etc. ,  doit  couduii^e 

J 


À 
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à  un  résultat  homogène,  c«r^à-d.,  dont  les  termes  rei^enneni 
tous  le  même  nombre  de  facteurs.  Ainû^  \e»  lettres  à^byC,  qui 
entrent  dans  mie  formule  peuvent  y  de'signer  des  lignes^âttlieu 
de  fiombresy  et  les  termes  doivent  être  ibomogènes  :  s^il  n'en 
est  pas  ainsi,  -quelqu'une  de  ces  lig^nes,  telles  qiie  r,  a  dû  être 
prise  pour  l'unité,  qui  n'est  d'ailleurs  qu'une  longueur  àrbi^ 
traire  et  connue  (  n^  36).  Dans  ce  cas  9  on  peut  rëtaI>Ur  le  fré- 
teur r  partout  où  il  a  dû  disparaître ,  lorsqu'on  a  posé  rrs:  1 , 
c.«-à-d.,  introduire  r  et  des  puissances  convenables  dt  r  dans 
les  divers  termes  »  afin  qu'ils  redevienneni  homogènes.  Pour 
que  les  quantités 

io^C'-i-aèf^ — d  .      a — b  //izt,a\ 

représentait  des  lignes ,  elles  doivent  revenir  à 

^     aa^c^éU^^r — dr^       {^a^^b)r^  i/r^  ±€ur\ 

ËD  effet,  par  ex.,  ârssst/  (  J,  en  ûtisant  évanouir  le  ra* 

dical,  devient  2x*=  i  ziia,  qui,  en  restituant  des  puissance» 
convenables  de  r,  devient  !ix^=r*dzar.  Mise  sous  cette  forme, 
on  peut  prendre  dans  l'expression  pour  unité  tout  autre  signe 
que  r,  et  aiême  une  longueur  qui  n'y  entre  pas. 

Lorsqu'une  formule  sera  homogène,  nous  en  évaluerons  le 
>4egré  par  le  nombre  des  facteurs  de  l'i^n  de  ses  termes ,  si  eH^ 
est  entière  ;  on  retranchera  le  degré  du  dénominateur  de  celui 
du  numérateur  ji  si  elle  est  fractionnaire  ;  lenfin ,  on  divisera  le 
degré  de  la  fraction  par  l'otdre  du  radical  qui  l'affecte ,  si  elle 
est  irrationnelle.  Concluons  de  là  qu'en  général ,  pour  qu'une 
fraction  représente  une  ligne,  c.-à-d.  soit  linéaire^  il  faut  que 
chaque  terme  du  numérateur  ait  un  facteur  de  plus  que  dans 
le  dénominateur;  et  s'il  entre  un  radical,  il  doit  éjecter  une 
quantité  de  même  degré  que  lui  :  le  radics^I  carré  précédera 
une  fraction  du  secoïkdi  degré,  etc.;  les  foj^fivples  de  première 
dimension^  c.*à-d.  du  i^'  dçgré,  sont  ççns^r^çtibles  par  une 
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ligne  ;  celle  de  seconde  dimension  par  une  lûrc  j  enftp  celles  de 
troisSimê  dimension  représentent  un  volume  :  et  si  elles  ne  sont 
pas  homogènes,  on  les  rend  telle»  «n  di%tribu^t  de?  fim^ 
sanciçs  convenables  de  la  ligne  rqui  y  a  e'té  prise  pour  unité, 

SaS.  Tùute/ri^iion  monôme  linéaire  né  peut  çtre  que  de  la 

ab           abc             abcd  ,, 

fo«ràcJ»a=*^,  J^3sor^  ,4|3«-^ ;c^erGi,  par  e»., 

équivaut  à  -X  ^X  ^  X  ^;  de  aorte  q«'pn  y^it  que  la  Bgnc 

d  doit  être  prise  autant  de  fois  qu'il  y  a  dNiiiités  dam  le  pror 

abc 
duit  des  rapports  abstraits  - ,  T'»  i* 

ah 
1%  I^A  f)9ust9ruçtiQi^  4e  ^=  —  n*9ffipe  pas  de  difficulté  ^  ^^st 

c 

unp  q^atrièiiKe  proportionnelle  à  c,  «  et  6.  On  sait  là  trouver 
(  n®  311 7 ,  fig.  8a  )  ;  on  pourrait  même  faire  usage  des  théorèmes 
(n<»'225et2a8).  • 

a*.  Pour  X  —^  y  on  cherçliera  une  ligne  *  =  -7-  >    «*  Ton 

de  ** 

aùf a  .t?:i=  ^  :  ainsi  deut  4^  poportionneltos  éonnerontx. 

e  • 

P.  De  même  x  =  ^^  se  construit  en  Aisailt  *  «:  -j  > 

Â  kl 

l^  —  ^  et  Ton  a  ar  =i=  — .  Il  faut  trois  constructions. 

Et  ainsi  de  suite. 

stbç  +  de/'-' ghi    , 
3a4.  Pour  \sl  fraction  poljrnome  x  = ^jjj ,  dont 

^ç      ff^      '^hi 
le  dénominateur  est  liioiioiiie,  on  écrit  or  =  "^  +  /^  ""  "^  » 


on  construit  jcbaque  fraction  à  paart,  et  Pon  a  trpis  iigatf^  à 
ajouter  xm  à  soustraire.  ") 

Cçp^p*>pt  fù.  Vpn  a  ar  ==  ^--^* ,  il  sçra  plus  court  de  faire 
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ar= -^ '-y  c.-à-d.    de  chercher  une  4    propor- 

c 

tionnelle  aaz  lignes  c^â-f-^eta  —  b. 

SsS.  On  rend.  le  dénominatear  monôme  »  lorsqu'il  ne  Tesc  , 
pas,  en  Tëgalant  à  un  seul  terme  de  même  dimension,  et  dont 
on  prend  à  volonté'  tous  les  facteurs ,  excepté  Tun  jr  qui  y  est 
incennu ,  et  qu^oii  détermine  ainsi  cpi'il  vient  d'être  dût.  Par 

abc-^def        -         r  .       . 
ex.,  pourx=  >  -,   , — ^,  onferao^  +  cartia^; 

db  '\-cd 

,,   ,           abc  ^  def      bc    ^     def     ^          il  .    <^^ 
douorss 1 — -  == ^,  et  r=ô-| . 

Cette  équ.  donne ^;  la  i'*  fait  ensuite  connaître  x. 

Pour   X  =  . — : ^ S  »  on  fera   le  dénominateur 

qH  —  klq  +  cmd 

•  •  ■     I  »             >               •■•.«•                      ,      hl    ,    "Ctnd 
qH'^klq^cmd^=^q''j\  d  ou  Ion  tirej^  =  «— (-   "^'^ 

une  fois  j-  connu,  on  a 

ab<?  .  qh       zn^p 

q^'r      Y      qj 

Le  choix  des  fecteurs  de  Finconnue  j'se  fait  quelquefois  de 
manière  à  rend|re  les  ironstructîons  plus  simples  ;.  un  peu  d'a-> 
dresse  et  d'exercice  facilitent  l'application  du  principe  général  : 

flôc* — a^b*  ,     .  m(c' — m)        -.  ab 

i — ; r—  devient  x  =c. — ^ ^ ,  en  faisant  mssp — » 

abc^ç^  ,  fi  +  m  c 

326.  Les  Constructions  radicales  se  ramènent  à  la  forme 

* 

l/(«6)  ou  |/(fl*  ±  é»)  : 

y(ab)  est  une  moyenne  proportionnelle  entre  a  et  6  ;  on  la 
construit  comme  il  a  été  dit  {p?  226,,  fig.  ^)  ;  on  pourrait  aussi 
la  trouve^  à  Taidie  des  théorèmes  (n®'  2217,  228). 

Quanta.  |/(ir'db6*),  c'est  un  côté  d'un  triangle  rectangle 
dont  aeib  sont  les  autres  côtés.  Pour  |/  (a'+^),  on  prendra 
(fig.  92)  AÈzsia,  j^Csszb  sur  deux  lignes  indéfinies  JBy  BC 
i  angle  dloit;  l'iiypoténuse  ^C  est  \/(a'*4-^''}*  l^c  méme^ 


amsi  X 
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poor  VC^****  i^*)  9  P^  tuicera ,  çoininç  ci-Hie$iu»y  les  lignes  AB 
et,AC\  on  prendra  ABznb'y  puis  du  centre  B  avec  le  rayon 
BC^sOy  on  marquera  le  point  C^,  ^C  sera  \/(a* — 6*)*  Ou 
autrement,  sur  la  ligne  BC^sza  comme  diamètre,  on  décrira 
le  demi-cercle  ABC\  puis  du  centre'^  avec  le  rayon  AB  zséb , 
on  marquera  le  point  A  ;  AC  sera  V'(û'  —  &*). 

327.  Pour  construira  toute  c(uantité  affectée  d'un  radical 
carré,  comme  elle  doit  avoir  deux  dimensions,  on  l'égalera  à 
un  produit  ajr\  a  étant. une  quantité  qu'on  choisira  à  volonté  ; 
etjr  une  inconnue;  pn  aura  alors  iT  =  V^(q^)*  La  valeur  dej^       .  \ 

se  déduira  aisément  ;  elle  sera  une  fraction  qu'on  construira 
par  les  principes  ci-dessus. 

Soit,parex.,x=^(^~^-^j;onfera     ^^^     =  aj . 

b*  cd* 

d'oùr=*r-: — +    a  .  .^i    on    construira  r  par  une  3*  et 
'^       b+o       a{b+tt)  "^    ^ 

deux  4*'  proportionnelles  t  enfin  on  aura  xzsz  )/{ajr). 

Au  reste,  le  procédé  général  se  simplifie  souvent  avec  un  peu 
d'adresse;  ainsi,  pour  \/(ac^bd)y  on  fera  bdssay ;,A^o\i 

jm  —  et  araa: (/[a  (c-f-j*)].  De  même  a:=  \/{ab  +  ftc)  de- 
vient  4r=t:  V[(a+c)6].  /^ot*.  aussi  (n**  3a9,  V)  la  construo^ 

tion  ^^1/ ("■^)»  ®^^' 

3a8.Quoiqu*onpuisseconstruire  par  cette  voiejrss  V^(a'db:&'), 
cependant  la  construction  du  triangle  rectangle  donne  une 
soliition  plus  simple  :  c'est  pourquoi  il  arrive  souvent  qu'on 

ramène  à  cette  forme  les  quantités  radicales.  Ainsi , 

jr=:  l/(û«±;Ac)  devient  ap=  |/(a*  it:  j-') ,  en  faisant  j^  =  ôcj, 
d'ou^=|/(é<?). 

De  même  j;  as  (/  (a*  +  6*  +  c* + ^'. . .)  se  construit  ainsi.  On   ^ 
foit  j-ss  |/(â*  +  6')  ;  sur  les  câtés  AB^  BC  de  l'angle  droit  B 
(fig.  194),  on  prend  ^5=:a,  5C  =  ô;l'hypoténusev^Cestjr. 

On  a  x=r  y^(^  +  c»-hrf»  + )  ;  on  fait/  =  l/(j**  +  0  :  ^ 

ainsi,  sur  DCperpend.  à  AC^  on  prend  CD^c^  et  AD  est  /; 


\    « 


on  fera.  •  • . 


cl'du  X  ir  (/C/*-f*i^+...X»  ^t  ainsi  de  soite.  La  dernitee  hjrpo^ 
ténuse  JFest  x.  {Voj.  pour  la  constraction 4ç  \/n  et  4/-^  » 
»»  3:^9,  IX  et  V,) 

Pour  ar=3x  |/(«c-^y^4"  ''*9  +  ''^  >  on  fera  indifféremment 
ou  oc— ^-t-my+r^/rs  «j^, 

d^où  ^=c--^  +  ^+  ^,  et  X  =.  v/(«7)  ; 

ou  bien       «1=»^^»,^^=»:»%    jMf=zi%    fv£=teii% 

d^ott  xmi  |/(|r>^  i«  4.  Il» — s^}  ;  et  la  isonstmclicMi  pt^ëeédente» 

cMvenaUement  modiiée  donnera  x, 

Eoûn  si  l'on  a  *  ==  yj{a^  -/|^). 

f  =y*    -jr -,  d*où  x=  j/(a*-^)  :  il  ne  restera  plus  qu^à 

obtenir j*.  On  fera  c*  +  éf*=z*et  ab'J^cdv:^t\%  tt t  se  trou- 
veront aisément ,  et  Ton  auraj^  =*^. 

3a9«  Appliquons  ces  principes  à  quelques  ex€ni|^les« 

(«  PnenmgBTune  longueur  k^ifif^,  igS)  0a  deux  parties  CB» 
AB9  ^u»  soient  entre  elles  dans  le  rapport  donné  de  m  à  n. 
Soient  ACz=^a^  CB:=x;  on  a  ABssta^x,  et,   d'après  la 

condition  prescrite,  — —  =   —  ;  d  ou  ar  =*:.  ^     '  .  >i»  ûtte 

ligne  quelconque  ECj^  on  préûdira  CD  s»  m,  jEO  acn,  -^  m 
et  n  sont  des  lignes  ;  si  ce  sont  des  nombres ,  on  portera  nue 
ouverture  de  compas  arbitraire  m  fois  de  C  en  D,  et  n  foift 
de  D  en  E.  On  mènera  AE  et  sa  parallèle  BD  ;  B  sera  lé  point 

cherché. 

II.  Étant  données  deux  parallèlesi5C^  DE  (fig.  15(6) ,  et  un 
point  J ,  mener  par  cfe  point  une  oblique  ^/,  telle,  que  la  partie 
JK  comprise  entre  les  parallèles  -soit  de  longueur  doanéesss  «. 
Menons  AG  perpcnd.  sur  DE^  et  faisons  ^G:=7 a,  FGzsséy 

AI         ÏK  AI        c        . 

ViiicouBuej  Gf  =  .*;   on  a  -^  =  -^,  ou  ~  :;»  p  puis. 
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AI*  =  a^  +  a:*;  donc  x =±: tV/(c* — *^0-  0*^  voit  d'abord  que 

le  problème  e3t  impossibles  quant  ^©si  >c»  pu  FG>  //iC. 
Pour  construire  celte  valeur,  du  centre  F,  on  de'crira  VdxcHff 
avec  le  rayon  c;  GJÏsera  V^Cc* —  5*)  ;  ^/  parallèle  à  PB  sera 
la  ligne  cbercbee,  puisqu'on  voit  qut*  JG  est  4*  prc^ortionellfi 
à  />,  a  et  GjET.  . 

Il  y  a  une  seconde  soluition  en  Al'  ;  c'est  ce  qu'indique  le 
double  signe  de  la  valeur  de  a:  (  vôjr^  n®  338). 

m.  Etant  donnés  deux  points  A  e<  B  (fig.  197  ) 9  et  une 
droite  DD',  décrire  uncercie  qui  passe  par  ces  deux  points  et 
spit  tangent  àla  droite.  Il  suffit  dç  trouver  le  point  Z>  du  contact. 
Soit  donc  prolongée  la  ligne  AB  en  C;  et  fait  CD  =  x,  CI=^a^ 
JBm:by  I  étant  le  milieu  de  AB.  La  tangente  CD  donoe 
(n^aa8>:r»  =:  CA>C.  CBut:  {a^b)  (a^-A);  à'o\xxT^\/{i^^b% 
Sur  l'hypoténuse  CI  on  tracera  le  triangle  rectangle  ./£C,  dont 
b  et  X  sont  les  côtés  de  l'angle  droit,  en  décrivant  le  demi-^^ 
cercle  CEI,  prenant  E/^AI;  CE  sera  x  :;=  CD.  Il  y  a  une  2* 
solution  en  iXy  à  cause  de  la  valent  négative  de  jr(n^'338). 

lY .  Dbu2  pftrallèle$  AE ,  i&F  (fig.  198  )  et  leur  perpend.  AB 
étant  données,  mener  une  sécante  EF,  telle  que  AC,  moitié 
âé  ABy  soit  moy enneproportionnelle  entre  les  segméns  AE.BF. 
Soient  AEzszXj  BF=jrj  ACzssa  :  on  a  a*=Tf  :  le  pro- 
blème est  donc  Indéterminé  (n®  117),  et  le  liombre  des  solu- 
tions indni.  Parmi  les  diverses  manières  de  let  obtenir,  la  sui- 
vante est  assez  élégante. 

Soit  CDaair,  D  étant  le  point  de  rencontre  de  la  li^^ne  cher- 
diée  EFf  avec  CD  perpendiculaire  stir  AB  en  son  milictt  Ci 
If  perpend.  à  CD  donpe  les  deux  triangles  égaux  EDI^  fDF; 
9,iXïStjr:=ir'^-IEy  x^=:K-^IEy  d*où  a:+j':=r2r.  Éliminant 
^  de  a'  =  ay^,  on  a  x'^  —  2rar=:  —  à^ ;  r  est  ici  arbitraire, 
et  Ton  a  a:sc:r  ;t  V^(f* —  ^')«  ^^  devra  donc  prendre  le  point 
Z>,  tel  que  r  soit  >fl,  ou  CD  ^  AC  i  le  cercle  décrit  du 
«centre  D  avec  le  rayon  r  donne  ^/=s^(/^ -*^  a'')  (donc  les 
points  ^  et  F  d'intersection  satisfont  à  la  condition,  ainsi 


cons- 
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que  E  et  F'.  Chaque  centre  D  donné  ainsi  deux  solutions 
EF,  EF. 

Y.  Par  le  point  A  (fig.  2o4  )>  mener  une  corde  ABD  dont 

les  ^egmens  BA^  AD  aient  entre  eux  un  rapport  donné  èsz—» 

Menons  le  diamètre  HAG\  soit  CH=:zrj  CA^sbj  AJ>^=^x  : 
on  a  Jî-Ï  X  ^G=  ^-^X  ^I>,  d*oùr*— *»=3arX  *-rf;  mais, 

tnx               fiuc* 
uar  condition ,  BA  =  ;   donc as  r*  —  b^.   Faison9 

^  n  n 

r*— ô'ra*',  nous  aurons  x=  i  / —  J  quantité  facile  à 

k 
truire.  On  pourrait  lui  donner  la  forme  xz=z  —  ^  {mn)^  et  il 

faudrait  trouver  une  moyenne  et  une  4*  proportionnelle  ;  mais 
on  doit  préférer  le  procédé  suivant.  Remplaçons  le  rapport  de 

—  par  celui  des  deux  carrés  :  sur  une  ligne  indéfinie  (fig.  199}^ 

ri 

prenons^  DF  et  FE,  tels  qu'on  ait --^=3—;  décrivons  le 

demi-cercle  DAE^  puis  menons  ^^Fperpend.  sur  DE^  et  les 

cordes  ADj  JE-,  nous  aurons -7=r-  =  77=,== (n«a27): 

^  AD^      DF       m  ^  '" 

ainsi  X  as — -jjr — :  prenons  donc  AB'=zk  sur  AD^  prolongé 

s'il  est  nécessaire  ;  BC  parallèle  k  DEy   donnera  AC  =;  x 
(n*2i6). 

VI.  Un  poljgone  étant  donné,  en  construire  un  semblable^ 
les  aires  étant  dans  le  rapport  connu  de  m  an.  Nommons  A 
l'un  des  côtés  du  polygone  donné ,  x  son  homologue  inconom  ; 
les  aires  étant  ::  m  \  n  d'une  part,  et  aussi  ::  A^  Ix^àe 

l'autre  (n*  262);  on  a  ^-—  =— ,  d'oùa:=-<^  •  /  — .  On  vient 

Xr  n  y     TIt 

de  construire  cette  expression  (  fig.  199)  ;  ainsi  x  est  une  lon*^ 
gueur  connue.  Il  ne  reste  plus  qu'à  former,  sur  le  côté  x  ho-* 
mologue  à  A ,  une  figure  semblable  à  la  proposée  (  nV  242).  La 
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mente  constrnction  s'applique  aussi  aux  cercles  (n^  26^,  3^°.)  ; 
m  et  n  sont  ici  des  lignes  au  de»  nombres  donnés. 

Pour  trousser  (e  rapport  de  deux  figures  données  semblables, 
ABC.  • .  y  abc. .  •  (fig.  1 18),  on  prend  sur  les côtc's  d'un  angle 
droit  DJ.E  (fig.  19g)  des  fdxAesAB^  ^Cégales  à  deux  lignes 
homologues  des  figures  proposées  :  la  droite  i?C  est  coupée  par 
sa  perpend.  ^^en  deux  segmens  BG^  CGj  qui  ont  le  même 
rapport  que  ces  figures. 

VU.  Cherchons  une  figure' X  semblable  à  une  autre  P  et 

égale  à  une  troisième  Q.  P  et  Ç  sont  donnés  :  prenons  un  c^té  A 

P       A^ 
dePj  et  soit  x  son  hoiàblogue  inconnu,  on  a  ----s=  — -    d'où 

P      A^        , 

^  ~  — j  ,  puisque  X=  Ç.  Soient  M  et  N  les  côtés  de  deux 

carrés  équiyalens  à  P  et  Ç  (n®  ^57),  ou^eux  carrés  M^  et  N^ 
qui  aient  même  rapport  que  ceux-ci  (fig.  199  ).,  il  en  résultera 

—  =  — -  ;  ainsi  x  est  4*  proportionnelle  à  Âf ,  N  et  A, 

VIII.  Trouver  deux  lignes  x  ery,  qui  aient  mêmepappoH 

que  deux  paraUélogrammfis  donnés.  Les  bases  étant  B^  6^  les 

X'     BH 
hauteurs  Jff,  A,  on  doit  avoir  -  =  -r-ï-.  Si  Ton  donne  r,  une 

.  J"       on  *'. 

construction  facile  (n^  3^3)  fera  connaître  x.  Mais  si  ces  deux 

lignes  sont  i^connues^  Tune  est  arbitraire  ;  et  Fon  peut  prendre 

BH 
jzszby  d'où  X  =:  rT~;  X  est  alors  une  4*  proportionnelle  à  A, 

H  et  B.  Ce  problème  retient  k  construire  un  rectangle  hx^  dont 
on  a  la  hauteur  h^  et  dont  Paire  équivaut  à  celle  (fun  rectangle 
donné  BH. 

IX.  Pour  construire  V^n,  on  peut  prendre  uhe  moyenne  pro- 
portionnelle (n*  2a6)  entre  n  et  1 .  On  remarque  (h***  238 ,  239) 
que  si  Ton  décrit  le  cercle  quiaTunité  pour  rayon,  en  y  ins- 
crivant un  carré  et  un  triangle  équilatéral ,  leur  côtés  sont  \/^ 
et  V/3.  Quant  à  ^5^  |/6. . . .,  la  construction  (n®  3i8)  s'ap- 
plique à  cette  recherche  ;  car,  sur  l'angle  droit 'C^>^  (fig.  194}» 


i 
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prenons  ABtA  2,   CBasz  i,  on  aura  ACsn  |/5»  De  ij|i4i^ 
C2>=  I,  donne  Abra  ^6,  etc. 

33o.  L'e'quation  du  second  degré'  x^-^px^szq  suppose  onc 
ligne  r  prise  pour  une  unité  (ti**  321)';  il  faudrait  donc  remplacer  q 
par  qr^  ou  plutôt  par  771%  en  faisant  m' ts&qr.  Les  racines  d6 

«*  +  Darsas  iw*  sont  jt  r=  — "^dt  ^'(w»*  + 1  p'')'t^n  les  construit 

I  ^ 

aise'ment  d'après  les  procédés  généraux  que  tious  àvbns  indi- 
qués ;  mais  il  est  plus  ëlëgant  d'opérer  comme  il  «ait. 

I*.  Si  l'on  a x^ -^-/laros  —  m*,  comme  iw'Œsap (/>— x  ),  m 
est  moyen  proportionnel  entre  x  et  p  —  x.  Si  donc  on  élève 
(fig.  aoo)  AO'=^m  perpend.  sur  AB=p^  puis  si  Ton  décrit  la 
demi-circonférence  AEB  sur  le  ^iamètre  AB ,  DE^  parallèle 
à  AB  donne  les  points  E^  E ^  pour  lesquels  la  perpend.  EF 
ou  EIP  est  moyenne  proportionnelle  entre  les  segm^is  da  dia- 
mètre. Les  deux  ratines  sont  donc  îr  =  AFet  xsx  AF* . 

2°.  Si  Ton  a  a^^^px  =  m^,  comme  m  est  moyenne  propor^ 
tionnelle  entre  xetx  -r^Pf  avec  le  rayoki  AD  =  -j  /?  (  fig.  i  o3), 
on  déerira  le  cercle  AEF,  puis  prenant  sur  )a  ^ûgenfe  «ne 
longueur  AC^^m^  la  sécante  CEF  fessant  fât  le  centre ,  donne 
x=CEet  =—  CF,  ptdsque  m*  =  CEx  CF. 

3®.  Si  Ton  a  x""  +px=sidzm\  on  fera  la  même  construction 
que  dans  les  cas  précédens  ;  seulenvent  les  raeiiies  sont  çbaa^ 
gëes  de  signe  y  puisqu'il  suffit  de  changer  a?  en*-rjir,  pou^  re- 
tomber sur  les  équ.  déjà  traitées. 

A.  Soit  proposé,  par  ex.,  de  mener  pal*  le  point  ^ la  corde 
BD  (fig.  ào4)>  dont  la  longueur  soit  donnéeasc.  Conservait 
la  notation  du  problème  Y ,  nous  avons  encore  r*  -*-  6*^  ou 
X»=a:X  BAy  par  condition;  BA=c — x;  donc  ^'=s(c-*-vr)jr. 

XI.  Couper  une  droite  en  mojrenne  et  extrême  raison^  il  faut 
trouver  sur  la  ligne  AC:=a(ûf^  io3)  u^  point  B  tel  que  le 
segment  BCz=x^  soit  moyen  proportionnel  entre  la  ligne  ACy 
et  le  petit  segment  AB=^-a — or,  d'où  x'^zsza  {a — x),  et 

Le  radkal  est  l'hypoténuse  CD  im  triangle  rectangle  AD€^ 
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dont  le  côté  jéDz={ars±\  AC\  ce  iriaugle  est  facile  à  toiis- 
traire  :  on  a  donc  a:=—  ^  a  -f-  CD,  Du  centre  D,  avec  le  rayon 
AEh,  cMcriteB  le  dételé  EAF*^  CEt^l  fi=:'x\  oix  f>orte  CEdéC 
en  By  et  le  problème  est  résolu,  comme  on  Va  fait  p.  276, 
Quant  à  la  2*  racine,  elle  ne  convient  pas  à  la  question;  pour 
rinterpnétef  (u**  i07),il  ftiat  changer  a^  en-*** âC'dails  l'équ.  ci-, 
dessus  qui  devient  j?* se  <z  (a-4*  ^)  9  ^^  d'Anne  a:  ±ss  |  él  4-  ào isp 
CFi  un  portera  CF  de  C  en  Dy  et  ce  point  D  d^dftn^a  Z>C 
liàoyeA  proportionnel  en  Dj4  et  CA.  Leê  dettx  solutions  eonn- 
vieudrout  à  cette  question  3  T/'Ouver'  sur  la  drohe  ifuiéfinie  AC 
un  point  B  ou  D^  tel  que  sa  distance  ûm' point  G  soit  ntàfenne 
proporiionuelle  entre  sa  distancé  an  point  A  et  la  longueur  AC, 

33 1.  Pour  construire  tels  formules  de  deux  dimensions  ,  op 
les  réduit  à  deux  facteurs  BB  (comme  n°  327)  ;  l'un  est  la 
ftmse,  l'autre  la  hauteur  du  rectangle ,  dontraire  a  pour  ya- 

I  >■■-'■  '     I         t     I     'iL 

leur  l'expression  proposée.  Ainsi ,  pour  xsz  y  cd^d"  —  b^)^  on 
fera  a^-^h^^sB^^  cd^H^,  B  et/f  ser^ont  des  liçn^s  faciles  à 
trouver,  et  l'on  aura\r  =  BU,  rectangle  connu. 

Mais  si  Ton  vetit  que  Taire  cherchée  soit  un  parallélogramme 

on  un  triangle,  etc.^  comme  la  base  et  la  hauteur  ne  suffisent 

'  plus  pour  déterminer  la  figure ,  le  problème  admet  une  infinité 

de  solutions,  et  n*est  déterminé  que  si  Von  donne  uue  autre 

condition ,  telle  qu'un  angle,  ou  le  rapport  des  côtés,  etc. 

Pour  former  un  triangle  équivalent  à  i|n  cercle  dont  le  rayon 

esjt  AsBui  4  / — ,  on  prendra  le  4iMràtre  afl  pour  J>ase ,  et  la 

hauteur  sera  une  ligne  h  égale  à  la  demi-circonférence,  ou 

hz^ftRc^y^  4  k^/* —  Ces  valeurs  m  constnftïSëfDtpar  la  fig.  iggj 

et  il  reste  ensuite  à  tracer  un  triangle  dont  on  prend  un  9Bgle 
à  volonté. 

* . 

332.  Toute  formule  à  trois  dimensions  se  réduit  à  un  pro-* 
duit  de  trois  facteurs ,  ar=  uiBÇy  q^i  sput  les  dimensions  d'un 
parallélépipède  rectangle,  éoBt  lé ▼oloine est  jt.  On  peut  afissi 
construire  cette  expfessîon  par  un  tube ,  ce  qui  constitue 


•i 
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Cubature  des  corjfM,  oa  par  des  tétraèdres ,  des  cylindres ,  ele* 

Sur  les  Signes  des  quantités  dans  VJllgèhre  appliquée 

à  la  Géométrie. 

333.  Lorsque  deux  figures  ne  difierent  rune  de  l'autre  que 
par  la  grandeur  de  le^rs  parties^  qui  y  sont  d^aHleurs  disposées 
dans  le  même  ordre ,  on  dit  que  ces  figures  sont  Directes. 
Si  les  quantités  a» 6, c,if....x,  qui  composent  la  t%  sont  liées 
par  une  équ.  X=  o,ellea  également  lieu  pour  la  2*.  Mais  si  les 
deux  figures  difierent  en  outre  par  la  disposition  de  quelques- 
unes  de  leurs  parties 9  de  sorte,  par  ex.,  qu'on  ait  x  ^^^a-^b 
dans  la  i"  et  ar=6 — adans  la  a%  on  dit  alors  qu'elles  çont 
Indirectes  (*).  L'éqû.  X=o,  qui  a  eu  lieu  pour  l'une,  peut 
avoir  besoin  de  quelques  modifications  pour  devenir  applicable 
à  l'autre  ;  c'est  ce  qu'il  s'agit  d'examiner. 

En  nommant  àe  le  segment  CD  (fig.  190  et  ig3  )  formé  par 
la  perpend.  BD  sur  la  'base  AC  du  triangle  ABC  y  et  a,  6,  c 
les  côtés  opposés  aux  angles  AyB^Cy  on  a  (page  268) 

BD^=c^  —AD^zrza^ ^ x\  c^z=a''  + AD^-^x^ (i). 

Mettant  pour -r^D  sa  valeur  ^C — CD==:b — jr(fig.  193  ),  ou 
ou  ^C-f-CD=ft+Jp(fig.  190),  ona 

c'=fl'  +  6*— 2*a:,  ouc'=£i*  +  &»-f-2*a:.  ..  (2). 
Les  figures  igS  et  190  sont  indirectes,  puisque  «=6 — AD  dans 
l'une,  et  a:=  AD  —  b  dans  l'autre  :  chacune  des  formules  (2) 
n'estdirectementapplicablequ'àl'unedes  fig.  Mais  laformule(t) 
appartenant  à  Tune  et  à  l'autre,  la  substitution  de  la  valeur  de 
AD  y  a  seule  introduit  des  différences  qui ,  ne  provenant  que 
du  signe  de  x,  montrent  que  l'une  de  ces  équ.  (2}  doit  se  dé'- 
duire  de  l'autre  en  changeant  a:  en — x. 

334*  En  général,  si,  entre  les  quantités  a^  b^  c. ,.  x  qui 
composent  deux  figures  indirectes ,  on  a  les  équ.  X=  o  pour 


(*)  Carnot,  qii  est  Pautenr  de  cette  tiiéorie ,  qu'il  a  développée  dans  sa 
Géométrie  déposition,  nomme  corrélatives  directes  les  figures  directes ,  et  cor^ 
relatif  es  inverses  les  figures  indirectes.  Consultez  cet  excellent  outrage. 


\ 
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Vupe,  et  X'i=:o  pour  Tautre,  il  faut  qu'il  y  ait  aa  moins  une 
ligne,  telle  que  a,  qui  soît  la  somme  dans  la  i'*'  fig. ,  et;  la  diffé- 
rence dans  l^  a*  de  deux  autres  bctx;  de  sorte  que  az=zb x 

pour  Tune,  et  a=A-|-x  pour  Tautre.  Or,  on  peut  toujours 
concevoir  une  troisième  équ.  J^=o,  vraie  pour  l'une  et  l'autre, 
et  telle  qu'on  en  déduise  X=o,  ou  ^'  =  o,  suivant  qu'on  y 
mettra  b 'i^  Xj  on  b  ^r- x  pour  a^  , 

Or,  ces.valeurs  de  a  ne  diffe'rant  que  parle  signé  de  x,  A  et 
J^  doivent  se  déduire  l'une  de  l'autre  en  changeant  :tr  en— x. 
S'il  y  avait  plusieurs  quantités  indirectes,  il  faudrait  en  dire 
autant  de  chacune  d'elles.  Indiquoiis  les  moyens  de  reconnaître 
ces  quantités.  Si  l'on  fait  varier  la  position  des  points  de  \a.  a'fig. 
pour  la  rendre  directe  avec  la  i'*,  en  comparant  les  deux  va- 
leurs xz=:b — a  et  a — 6,  on  voit  que  a  a  dû  devenir, >  ô,  de 
<ib  qu'il  était;  et  comme  la  variation  s'est  faite  en  suivant 
la  loi  de  continuité»  il  faut  qu'on  ait  en  a  zsb  z  ainsi  x  a  dû 
devenir  nul. 

Par  ex*,  si  C  (fig.  igS)  se  meut  vers  D  et  dépasse  ce  point, 
afin  que  la  fig.  soit  rendue  directe  avec  190  CD,  Qaxy9.  été  nul 
lorsque  C  a  pass^  sur  Z>.  '  .   ■         y   ■ 

X  peut  être  =      ,   pour  l'une  des  fig.,  et  =  r- —  pour 

l'autre  ;  alors  x  aurait  passé  par  l'infini.  Cest  donc  le  propre  des 
quantités  indirectes  de  ne  pouvoir  être  rendues  directes  par  le 
mouvemenl  continu  des  parties  de  Vune,  sans  se  irouifer  dans 
l'inten^alle  devenir  zéro  ou  infini. 

Lors  donc  qu'on  a  une  équ.  X  i=  o,  entre  les  lignes  a,  b,  c. .  .x 
dune  figure,  pour  obtenir  celle  X'  =Oj  qui  convient  à  une 
figure  indirecte^  il  faut  simplement  changer  le  signe  des  quan-- 
iités  indirectes  :  on  reconnaît  celles-ci  en  faisant  mouvoir  les 
lignes  de  l'une  des  figures,  pour  la  rendre  directe  avec  rautre  • 
on  distingue  alors  quelles  sont  celles  des  lignes  a,b,c.^  •xqui 
passent  par  zéro  ou  par  l'infini;  pes  ^dernières  peuvent  seules 
être  indirectes. 

Mais  ce  caractère  peut  s'offrir  sans  que ,  pour  cela ,  les  lignes 
qcû  le  présentent  soient  indirectes  ;  il  fiiut  en  outre  que  les  re- 
T.  I.  23  ; 
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lations  Qu'oïl  tire  des  deux  fîgAréè',  à  l'aide  des  thëorèmes  con- 
nus ,  servent,  par  leur  comparaison ,  à  distinguer  les  quantités 
indirectes,  pour  leur  attribuer  ensuite  des  signes  contraires. 
C'est  ainsi  qu'après  aTOir  réconnu  ï{ue  CD  s^  x  devient  zéro 
(fig.  ig3},  quand  C  coïncide  avec  !D,  on  doit  ensuite  t&rer  les 
valeurs  de  CZ>,  qui  sont  AC — AD  (fig.  198  ) ,  etAD-^AC 
(fig..  190);  ce  qui  montre  qnex  a  un  signe ^diffëi^ent. 

335.  Appliquons  cette  théorie. Dans  le  triangle  ABC  (fig.aoi), 
menons,  par  un  point  donné  Z),  une  droite  DF,  et  clieroïions 
le  rapport  m  des  deux  triangles  ABCj  AÉF.  Faisons  BC^a^ 
ACzzzbj  AB^c;  menons  DI  parallèle  à  ACj  et  soient 

AJ=dy  DIssff  AFsszx.  Le  rapport  a,  estas  ■  '        j^l^ 

(n*^a64).  Or,  les  triangles  semblables  AEFj  DIF  donnent 

Cette  équ*  suppose  que  le  pointD  est  dans  Vangle-/J/C;maissi 
ce  point  esj;  en  ZX  dans  l'intérieur  du  triangle ,  on  aura  une 
figure  indirecte  à  la  première.  Faisons  mouvoir  D  vers  D\  DI 
deviendra  D'  /,  sans  que  «,  6,  c,  ni  fdAtnt  passe  par  o  ou  00 1 
AI  devenant  Af^  a  pu  seul  être  indirect',  et  l'est  en  ie£Eet,  puis- 
que AIssIB—  AB  et  AF  =  AB—TB.  Notre  é^.  n'est 
donc  applicable  à  ce  cas  qu^après  avoir  changé  cf  en— -<2,  sa- 
voir mbc  (x  —  <f )  =^. 

Et  si  D'  se  transporte  en  D%DY'  passera«par  zéro»  pour  être 
DT  ;  on  s'assure  ensuite  quc'Z>7'  est  indirecte,  et  que/doit 
être  changé  de  signe,  tandis  que  «,  6,  ^,  d  restent  comme  ils 
étaient  ;  d'oiù  mbc  (fl^-—  x)  zsifx^.  Ce  cas  «  comparé  au  i*',  a  com- 
porté deux  indirectes  d  et/:  TF  l'est  pareillement;  n^ais  c^tte 
ligne  n'étant  pas  exprimée  par  l'une  des  lettrés  du  calcul,  il 
n'a  pus  été  nécessaire  d'y^aroir  égard. 

Enfin,  si  la  droite  DFdoitcouper  l'angle  f^>#i^'(fig.  aoi  bùt)^ 
il  est  aisé  de  voir,  en  faisant  tourner  DF  pour  devenir  DE\ 
que  ^F  deviendra  AF'  en  passant  par  xéro,  et  qu'il  fiiut  chan- 
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^*  a:^n  '^x4m»S'Véqu.  (j4)y  oe  qui  la  chaoge  en  la  pràsédônte. 
Il  est  d'ailleurs  facile  de  traiter  directement  cfaaquie  o^ ,  €i 
d'tftiYer  avK  équ.  «correappndai^tese  la  iJ^iarie  <{ue>^oa8  «xpo*' 
sons  as4  précisément  destinée  à  ésrki^  çl«  rfe^onunstieAr  «Ânsi  \e» 
calcBls,  et  à  prouver  que  Tune  des  équ.  rett/eirine  toutes  les 
aulrea,  et^qu'on  peut  en  d^uire  iwlles-rci  par  de  aiiiiples  chan- 
geoieas<ie  signes.  Confueinément  à  I'e8pnit4e  TA^èbre^  une 
même  équ.  renfermera  donc  tous  les  cas;  il  ne  faut  que  isarotr 
inteiprêter  cette  langue  pour  en  conclure  toutes  les  circons* 
tances  que  pent  ofinr  la  question. 

336.  Comme  toute  équ.  doit  donner  la  valeur  de  l'une  des 
lettres  qui  y  entrent,  il  sç  p«ut  que  précisément  cette  lettre 
soit  celle  qui  a  dû  subir  le  changement  de  signe  pour  pouvoir 
s'appliquer  à  la  figure  proposée  ;  alors  on  en  tire  une  valeur 
négative,  telle  que  or  r=:  -^ ^ ,  dont  il  est  aisé  de  compreindre  le 
sens.  En  effet,  pour  obtenir  Téqu.  XsssOj  on  a  dû  supposer  le 
problème  résolu,  et  construire  une  figure  d'après  Tétat  hypo- 
thétique des  données  et  de  l!inconnue.  La  solution  négative 
qu'on  obtient  annonce  que  la  figure  supposée  ne  peut  s'accor- 
^dUtr  avec  la  question ,  et  qu'en  formant  cette  figure,  et  la  prje* 
nant  pouf  base  des  raisonnemens,  on  a  introduit  des  conditions 
contradictoires.  Si  Von  change  x  en— x,  Téqu.  ^z=o  n'ap- 
partiendra  plus  qu'à  une  figure  indirecte  ;  c'est  à  celle-ci ,  et 
non  à  la  figure  supposée,  que  convient  la  solution  x  ^estk.  On 
devra  donc  faire  mouvoir  les  points  de  cette  dernière ,  jusqu'à 
ce  que  Xsszo  convienne ,  en  faisant,  bien  entendu ,  passer  par  > 
o  ou  00  quelques  lettres.  Alors  c'est  à  la  figure  ainsi  modifiée 
que  convient  la  solution  x  =:^. 

Appliquons  ces  considérations  à  divers  exemples. 

I.  Étant  donné  un  point  D  (fig.  2oi)hors  du  triangle  ABC^ 
mener  la  droite  DF  telle,  que  les  deux  triangles  AS^P^ABC 
soient  dans  un  rapport  donne  «e.  D  étant  ^supposé  dans  l'angle. 
lAC^  on  a  trouvé  l'équ.  (/^),  page  354,  d'où  l'on  tire  deux 
.Solutions,  l'une  positive,  qui  détiriniue  le  point  F\  l'autre 
négative,  et  qui  se  r.appQrte  à  ia  fig  .,201  &{>,  où  I) F'' coupe  l'aii* 

23.  . 
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gle  F'AE'^  cela  suil  de  ce  qjirf  a  e'té  dit  pour  les  cas  ow  x  est 
changé  en —- X  C^. 

Péur  le  point  D,  mener  DF  qui  sépare,  dans  Fangle  indéfini 
GAB,  un  triangle  AEF  égal  à  un  carré  donné  q^  Fermons,  par 
une  droite  quelconque  BC^  le  triangle  ABC^  dont  nous  ferons 
Taire  =  r*,  carré  connu  {n^  a56)  ;  on  suppose  r^  on  =  q»  Par 
condition,  q  et  rsont  données.  Voilà  donc  notre  rapport  connu 

ttstst^y  et  nous  retombons  sur  le  i*'  problème  (*'^. 

II.  Étant  donnée  une  corde  AI>{  fig.  â02),  du  point  O,  ex- 
trémité du  diamètre  CB  qui  lui  est  perpend. ,  mener  une 
droite  OE  telle,  que  la  partie  FE^  comprise  entre  la  corde  et 
Tare»  soit  de  longueur  donnée  m.  Soient  AB  z=zay  BO^=zbj 
FEsz  m  et  OF=x;  nous  aurons  OFx  FE  =  AFX  FD  ou 
mx=(a  +  BF)  {a  —  BF)t  or,  BF^  =  x''—b^',  donc... 
mx  =  fl'  •+•  6*  —  x\  d*où 

L'une  de  ces  solutions  est  positive  ;  elle  n*ofFre  aucune  diffi* 
culte,  et  se  construit  aisément:  pour  interpréter  l'autre,  chan- 
geant jp  en  —  Xy  nous  aurons  mx  =:  x'  —  a^  —  ô'  =  BF^  —  a^]^ 

{ '"}  Voici  divers  problèmes  de  même  nature.  Séparer  d'un  triangle  donné 
ABC ,  un  triangle  A  FF ,  qui  soit  à  ABC  dans  le  rapport  connu  de  mm; 

l<>.  Par  une  ligne  menée  du  sommet  B,  ou  ^m  point  F  de  la  hase,  fig,  i34 
{vqy,  no  îà56  et  page  3oi)  ; 

q9.  Par  une  parallèle  à  la  base  (  vqy.  page  349  )  i 

3^.  Par  une  ligne  £F  perpendiculaire  à  la  base  AG,  fig.  193,  page  338. 

(**)  Si',  par  le  point  donné,  on  mène  une  droite  qui  coupe  un  polygone 
quelconque,  et  en  sépare  une  portion  égale  à  un  carré  <>,  en  prolongeant' las 
deux  côtés  occupés  par  cette  droite  jusqu^à  leur  rencontre ,  Taire  extérieure  an 
polygone ,  et  comprise  dans  cet  angle,  étant  désignée  par  A ,  celle  qui  est  sé- 
parée de  ce  même  angle  est  f^^A.  Si  donc  on  veut  séparer  d'un  poljgiane 
donné  une  aire  t*  connue ,  il  suffira  de  prolonger  deux  côtés  quelconques ,  et 
de  séparer  de  l'angle  qu'ils  forment ,  Taire  t>  +  A.  On  aura  soin  de  compai«r 
ainsi  tous  les  côtés ,  deux  à  deux ,  pour  obtenir  toutes  les  solutions,  en  né- 
gligeant celles  où  la  sécante  se  trouve  ne  couper  Fun  des  côtés  qu'à  son  pto- 
longement.  On  pourrait  encore,  au  lieu  de  donner  t*,  prescrire  que  la  partie 
séparée  du  poljrgoneJUt  à  son  aire  dams  h  rapport  donné  de  m  à  n^ 
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ce  qui  suppose  j5F>>  a  ou  BD,  Faisons  donc  tourner  OF  jus- 
qu'en OF;  on  voit  qu'alors  Oj  bj  x  soint  demeurés  directs.^ 
mais  lorsque  OF  passe  en  P,  FE  et  FD  sont  rendus  nuls  ;  de 
plus  FD  =  ^/>  —  ^F et  FDz^BF^BD  i  donc  F'Dest 
indirect  à  FD,  Il  en  est  de  même  deF^fsm;  car  on  a 

>^Fs^  fî^iy 

(n**  a2i  )  F£  = =^r —  ,  où  FD  est  indirecte.  Donc  la  so- 
lution qui  convient  à  F'O  se  trouve  en  changeant  ici  m  en— m^ 
OU)  ce  qui  revient  au  même,  a;  en— ^:r. 

La  question  admet  donc  deux  solutions  à  droite  de  OB  (  et 
par  conséquent  deux  à  gauche)  ;  Tune  est  donnée  par  la  racine 
positive  y  l'autre  par  la  racine  négative  (^).  Du  reste  il  pourrait 
arriver  qile  la  question  proposée  n'admit  pas  les  solutions 
indirectes  ;  c'est  ce  qui  a  lieu  lorsque  le  problème  exige  que  FE 
soit  pris  dans  le  cercle ,  et  ndb  au-dehors  :  alors  les  solutions 
négatives  deviennent  insignifiantes;  on  en  a  vu  des  exemples 
n«  33p. 

III.  Quel  est  le  segment  sphérique  GADJ(ûq.  167)  dont  le 
volume  est  égal  à  celui  du  c6ne  CDJO  ?  On  a  vu ,  p.  333,  que  le 
secteur  DAG  =z  ^  irr^hy  en  faisant  la  flèche  AI=^h\  d'ailleurs 
le  cône  CDGI=::i  CI  X  cercle  DIzsz  |(r  —  A)  ^k%  en  faisant 
la  demi-corde  DIr±k,  La  condition  imposée  revient  à  dire 
que  le  cane  est  la  moitié  du  secteur,  d'où  (r~-&)^^:=r''%; 
jnais  DI  est  mpyen  proportionnel  entre  les  segmens  du  dia- 
mètre, ou  ^•rcA(2r — A);  ainsi  (ar— ft)  (r — A)=r%  ou 
i»— 3rA-|-r'=o,  et  i=|r(3it:  v/5).  De  ces  deux  solutions, 
celle  qui  répond  à  -(-  \/5  est  insignifiante  ;  puisqu'il  faut  visi- 
blement que  h  soit  ^ar. 

337.  Il  c^stun  genre  de  problèmes  qui  se  rapportent  à  cette 
théorie  y  etqui  méritent  de  nous  arrêtei^. 


(*)  Cet  exemple  prouve  que  le  nombre  des  solution»  dUme  question  n^e^t 
pas  toujours  donné  par  le  dejgiré  d^  Pinconnae  ;  pour  n^en  omettre  aucune ,  il 
faut  faire  Tarier  la  figure»  la  comparer  arec  toutes  ses  indirectes ,  en  laissant 
toujours  les  donnée^  fises.  "^  ^ 
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Supposons  qu'il  fa&Ue  déterminer,  d'après  dos  conditioné 
ditanées ,  «m  point  B  (fig:  2o3)  sur  une  li^ne  fixe  CB  z  on  piéud 
un  point  arbitraire  A  y  qu'on  noaitAe  Origine,  et  l'on  cherche 
la  distance  j4B  sssx  entre  ces  deux  points.  Il  peut  arriver  alors 
que  Téqu.  X  =  o,  qui  renferme  les  conditions  dii  problème  y. 
admette  uae  solution  négative  jr  =  —  a  ;  il  s'agit  d'expliquer 
ce  résultat. 

On  a  vu  que  j?ssii  répond  au  problème  proposé,  en  y  sup- 
posant cependant  que  x  devienne  indirecte  :  or,  si  le  point  B  se 
meut  Vers  Cpour  se  placer  en  B\  AB  sera  nul  lorsque  B  tond-* 
beira  sur  A  \  ensuite  AB  deviendmindirecte  ;  car  AB  =  CB^^^CA^ 
et  AB' •=:  CA-^CB' ,  Si  donc  rien  n'indique,  d^jia  le  pro- 
blème ,  que  le  point  cherché  aoit  situé  à  droite  de  l'origine  A^ 
il  est  clair  que  la  distance  dr  =  a,  portée  de  A  en  B\  c^^à-d.  à 
gauche,  y  satbfait.  On  voit  même  que  la  solution  négaÛTe 
x=:«— tf  indique ,  dans  ^=  o^  une  absurdité ,  qui  provient  de 
ce  que,  pour  obtenir  cette  équ.,  on  a  supposé  le  point  cherché 
placé  en  B^  à  droite  de  l'origine  ;  position  contradictoire  à  c^lle 
que  la  question  comporte ,  puisqu'on  a  donné  k  la  figure  hy- 
pothétique, d'après  laquelle  on  a  obtenu  l'équ.  X=Qy  une 
forme  indirecte  de  celle  qu'elle  devait  affecter  réellement.  Cette 

erreur  est  rectifiée  en  plaçant  B  à  gauche  de  >^,  en  B'. 

» 

338.  On  doit  conclure  de  là  que  toutes  les  fois  que  le  but 
it un  problème  est  de  trouver,  sur  une  ligne  fixe  j  la  distance 
df  un  point  inconnu  à  P  origine  ^  il  faut  supprimer  le  signe  des 
solutions  négatives  que  donne  le  calcul,  et  en  porter  les  vedekrs 
en  sens  opposé  à  celui  où  on  les  avait  placées  pour  obtenir 
Véquation. 

C'est  ce  qu'on  a  pu  remarquer  dans  le  problème  (n*  329,11),. 
où  l'on  a  porté  aussf  l'inconnue  G/ (fig.  ig6)  de  G  en  F.  De 
même  pour  le  problème  III  ^  on  a  pris  CD'  :=iCD  (ûg.  197)9 
et  D' a  été  un  nouveau  point  de  contact  du  cercle  cherché  avec 
la  droite  DD\  etc.  ' 

Résolvons  encore  ce  problème. 

Sur  une  ligne  ^Cv(fig.  2o3),  ^uel  es(  U  point  B"  dont  les 
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diçtancçs  ^luc  poia^  Ç^e|^  A  et  C  Sqrtfxe^i  un  piçoduit  do&aé 
=  m*?  Soit  v^C=:€i,  CJ?':;=?a:;  oiia^iB/s;=a — x,  d'ou 

Il  sera  facile  de  construire  cette  solution  '  qui  est  double 
(il**  33o).  Si  ^^\ay  X  devient  imaginaire  ;  mais  il  ne  faut 
pas  en  conclure  qu'il  y  ait  absurdité  dans  la  question;  car  Ver- 
reur  peut  provenir  de  ce  qu'on  a  attribue'  au  point  cherché  B' 
une  position  qui  ne  lui  convenait  pas.  Plaçons-le  donc  en  B^ 

hors  de  l'espace  AC^  alors  ÙB^nx  donne  AB^^px-^a^  puis 

'  .  •        •  •  •   .       ,  ■      . J-. • 

11  en  résulte  que^  i^.  si  la  question  exige  que  le  point  de- 
mandé soit  situé  hors  de  AC^  elle  n'est  jamais  absurde,  et  ses 
deux  solutions  sont  Tune  en  B  y  l'autre  en  E  \  celle-là  provient 
de  la  racine  positive  ;  et  celle--cide  la  négative,  ovlEC=sAB. 

2*.  Si  la  question  exige  que  le  point  soit  situé  entre  A  elCy 
elle  est  absurde ,  à  moins  que  m  ne  soit  <[  \  ACj  c.-à-d.  que 
le  plus  grand  rectangle  qu'on  puisse  faire  avec  les  deux  parties 
dé  AC  est  le  carré  de  sa  moitié  (n^  97,  III.)«  On  remarquera 
surtout  que  l'absurdité  indiquée  par  le  symbole  imaginaire 
résulte  précisément  d'une  erreur  de  position  du  point  B^  ana- 
logue à  celle  qui  conduit  ordinairement  aux  solutions  n^a- 
tives;  ce  qui  jette  un  grand  jour  sur  la  théorie  que  nous  avons 
développée. 

3^.  Enfin,  sji  la  question  laisse  la  liberté  de  placer  le  point 
cherché  entre  ^et  C,  ou  en  dehors ,  elle  admet  a  ou  4  solutions, 
suivant  que  -^  a  est  <^  ou  ^  m.  Dans  ce  dernier  cas,  le  nombre 
des  solutions  n'est  point  donné  parle  secours  de  l'Algèbre  seule, 
ou  plutôt  l'Algèbre  donne  en  e£fet  tout  ce  qu'elle  doit  donner, 
puisqu'elle  ne  rend  que  ce  qu'on  lui  a  confié.  Le  problème  II, 
p.  356,  est  dans  le  même  cas. 

339.  Dans  tout  problème  de  Géométrie,  il  y  a  comme  on 
voit ,  'deux  choses  à  remarquer. 

1**.  Toute  équ,  n'çst  vraie  que  pour  la  Jlg,  d'oU  on  Va  tirée ^ 
et  qui  doit  X  demeurer  annexée^  si  Von  veut  l'appliquer  à  une 
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autre  Jig.  indirecte  à  la  i^,  on  devra  j  changer  les  signer  de    . 
certaines  lettrés  désignant  les  données. 

a**.  Quand  V inconnue  x  est  négative,  Véqu.  doU  elle  est  dé' 
duite  est  défectueuse  en  UuU  quCon  V applique  à  la  jig.  directe} 
il  faut  j  changer  la  distribution  des  parties,  pour  V  amener  à 
donner  une  valeur  de  x  positive.  Par  ex.^  si  la  longueurs  est 
comptée  sur  une  ligne  fixe,  elle  devra  être  portée  en  sens  con^ 
traire  à  celui  qu'on  a  supposé. 

340.  Pour  déterminer  la  situation  d'un  point  M  sur  un  plan 
(fîg,2io)y  on  a  coutume  d'employer  le  procédé  suivant.  On 
trace  deux  droites  quelconques  Axj  jéjr^  et  parle  point  M 

on  mène  les  parallèles  MÇ^  MP  à  cea  lignes.  Soient 

AlQs=sx=zAP,  qu'on  nomme  V abscisse;  MP=xs:^j4Q,  qui  est 
V ordonnée  du  point  M.  Si  ces  longueurs  sont  données,  le  lieu 
du  pomt  M  sera  connu,  puisqu'en  prenant  jiP  =: Xy  AQ  ssijr,. 
chacune  des  lignes  PMj  QM,  parallèles  à  Ajr^  Ax^  devra  con- 
tenir ce  point  ;  il  sera  donc  à  leur  intersection.  Si  j*  =0,  le 
point  est  situé  sur  Ax\  il  est  sur  .^  lorsque  j:=so;  eufîn, 
pour  le  point  Ay  x  elj*  sont  nuls;  Ax  et  Aj  sont  appelés  les 
axes,  A  est  Yorigine,  Vx  et  ly  sont  des  coordonnées  de  M. 

Il  est  vrai  que  rien  ne  disant  à  priori,  si  le  point  est  placé 
dans  Tangle  jrAxj  plutôt  que  dans  ceux  jrAx\  J  Ax^  ou 
j'Ax'yXdL  longueur  a:  aurait  pu  être  portée  en  AP'^  et  de  même 
jr  en  AQ'\  de  sorte  que  les  quatre  points  M, iV,  M\  N'y  satis- 
faisantaux  conditions  données,  il  y  aurait  inde'cision  entre  eux  ; 
mais  il  suit  de  ce  qu'on  a  dit  ci-dessus,  que,  1^.  si  \e  point  est 
inconnu,  le  calcul  le  déterminera 'en  donnant  ses  coordonnées 
X  et  /,  et  selon  les  signes^  on  assignera  sa  position.  Nous  sup-r  ^ 
poserona  dorénavant  que  les  x  positives  sont  comptées  de  A 
vers  la  droite;  et  les ^  positives  de  A  vers  la  partie  supé^  • 
rieure.  Ainsi,  pour  les  points  situes  dans  / 

L'angle  yAx ,  tel  4fue  M ,  x  et  y  sont  positifs. 

L'af^le  yAx',  tel  que  N  ,  xest  négatif  et  y  positif 

Uan^e  y'Ax ,  tel  que  M',  x  est  positif  et  y  négatif, 

L'-angle  x'Ay',  tel  que  K',  x  ety  sont  négatif. 

%^.  S  Ht»  point  est  donné,  Téqu.  tirée  de  sa  situation  supposée 
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n'aura  ]>esoiii  d'être  modifiée ,  quant  à  certains  signes,  qu'au- 
tant qu'on  ferait  varier  la  position  de  ce  point;  et  pour  éviter 
la  nécessité  de  conserver  la  fig.  annexée  à  l'éqn.  qui  en  est  ré- 
sultée ,  on  suppose  ordinairement  au  point  quelconque  donné 
la  situation  ilf  dans  l'angle  j'^j:,  afin  que  cette  fi|^.  s'ofire  d'elle- 
même  :  on  distingue  aisément  ensuite,  quand  on  veut  appliquer 
la  formule  à  un  ex.,  proposé ,  s'il  y  a  lieu  de  clianger  les  signes 
des  coordonnées  j?  et  j*  de  quelque  point  donné. 

L'angle  xAjràe^  coordonnées  est  le  plus  souvent  droit  y  alors 
les  lignes  xeix  <^tant  perpendiculaires  aux  axes ,  sont  les  dis- 
tances du  point  AT  à  ces  droites,  ce  qui  simplifie  le  discours  et 
facilite  les  constructions. 

IL    TRIGONOMETRIE   REGTILIGIÏE. 


/ 


Des  Sinus,  Cosinus ,  Tangentes,  etc. 

341.  Jusqu'ici  nous  avons  plutôt  évalué  les  inconnues  en  li- 
gnés qu'en  nombres;  cependant  on  sent  que  l'exactitude  des 
solutions  graphiques  dépendant  de  la  perfection  des  instruraens 
et  de  l'adresse  avec  laquelle  on  les  emploie ,  pour  obt^ir  des 
approximations  aussi  grandes  qu'on  veut,  on  doit  préférer  l'u- 
sage des  nombres.  Cofnme  on  déconipose  toutes  les  figures  rec- 
hignes en  triangles ,  les  opérations  géodésiques  les  plus  com- 
pliquées se  réduisent,  en  dernière  analyse,  à  des  résolutions  de 
triangles ,  c'est-à-dire  à  la  recherche  de  la  valeur  numérique  des 
diverses  parties' qui  les  composent.  La  Trigonométrie  est  la 
doctrine  qui  enseigne  ces  sortes  de  cs^lculs. 

Il  est  nécessaire  de  trouver  des  équ.  qui  lient  les  angles  d'un 
triangle  à  ses  côtés,  afin  que  plusieurs  de  ces  parties  étant 
données,  on  puisse  trouver  les  autres.  L'introduction  des  an- 
î>les  dans  le  calcul  exige  quelques  précautions,  parce  qu'ils  ne 
peuvent  être  rapportés  à  la  même  unité  que  les  lignes.  On  a  re- 
marqué que  Tanglc  iBC-^(ûg.  206)  serait  déterminé,  silapo- 
i^ilion  d'un  point  quelconque  du  côté  ^C  l'était  par  rapport 
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an  c^^  u/C  Décrivpiuidu  soiamet  Ç,  avec  ^n  ^^jon  ^fielcoo- 
qiiq  Cii[,  VavcKG]  V^îbfl^me  CI  et  rordonnée  //JC  rectaç^lai^  es 
d^tenoinent  le  point  ii^,  et  par  conséquent  l'angle  C;  mlême 
^n^  de  ces  longueurs  suffit,  parce  que  le  rayon  est  connu. 

|i 'abscisse  (fig.  2o5)  CD  d'un  point  quelconque  B  de  la  cii[- 
conférençe  s'appelle  le  Cosinus  de  l'arc  uiB  ;  l'ordonnée  BD  en 
e^le^iViuf^*  on  définit  ainsi  cçs  lignes  :  le  si'm^s  d'un  arc  est  la 
perpendiculaire  abaissée  de  l'une  des  extrémités  de  Parc  sur 
la  Kqyvnt  qui  passe  par  Vautre  extrémité ^  le  cosinus  est  la  dis" 
ta^e  du  pied  du  sinus  au  centre. 

342.  Si  Ton  eût  élevé HG  (  fig.  ao6  )  perpendiculaire  sur  Cj4j 
et  par  conséquent  tangente  en  G,  l'une  des  longueurs  OH  et 
CB  aurait  aussi  déterminé  l'angle  C  et  l'arc  KG  :  on  nomme 
HG  la  Tangente  et  CH  la  Sécante  de  cet  arc  ;  ce  ne  ftont  plus , 
comme  en  Géométrie ,  des  lignes  indéfinies.  La  tangente  AT 
d'un ' arc  AÇ  (fig.  2o5)  est  la  partie  qu'interceptepfj  sur  la 
tangente  menée  à  Fune  des  extrémités  de  cet  arc,  les  deux 
rqyons  qui  le  ferminenf;  la  sécante  CT  est  le  rajon  prolongé 
jusqu'à  la  tangente.  1 

lorsque  l'arc  £Bf  complément  de  jiB^  est  déterminé,  AB 
l'est  également;  on  peut  donc  fixer  la  grandeur  d'un  arc  jfB . 
eu  doni^apt  le  sinus  GB ,  la  tangente  EM,  ou  la  sécante  CSfàa 
cpmpléfuent  BE  ;  c'est  ce  qu'on  nomme  le  Cosinus,  la  Cotan^ 
gente  et  la  Cosécante  de  l'arc  AB^  ou  le  sinus,  la  tangente  et 
la  sécante  du  complément  de  cet  arc. 

343.  Le  rayon  étant  donné,  la  grandeur  d'un  angle  ou  d'un 
arc  dépend  de  celle  de  son  sinus,  ou  son  cosinus,  ou  sa  tan- 
gente ,  ou  sa  sécante ,  ou  sa  cotangente,  ou  sa  cosécante ,  qu'on 
désigne  par  Sin,  Cos,  Tang^  Séc,  Cot,  Coséc,  Nous  pourrpns 
donc,  dans  les  calculs,  introduire  les  arcs  et  les  angles,  en 
nous  servant  de  la  même  unité  que  pour  les  lignes  droites,  but 
que  no^s  nous  étions  proposé.  Mais,  avant  de  faire  usage  de  ces 
considérations,  comparons  ces  lignes  trigonométriques  entre 
elles ,  et  cherchons  les  équ.  ^ui  les  lient^  puisqu'il  est  évident 
qu'w/*^  stule  étant  connue j  les  autres  en  dépendent. 


r    ^ 
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Le  triangle  rectanglefiCD  (fig,  ao5)  douve  CJD^fi^BD'm^CS^i 
CD  est  te  cosinus,  D£  le  sinvts  de  Tare  ^B^s^a'^  CS  est  Id 
rayon  À;  donc 

sin*  a  4"  cos»  fl  =  /l* . . .  •  (i).  ; 

Le  triangle  rectangle  C^ 7* donne  CT^mzCA^'  +  JT*, 

seV  â  sss  tang"  a-^R" (a). 

Les  triangles  semblables  CBD^  CTA  àonx^ent 

CD       CA      CD  _CB 
W^lT^^CJ'^^T' 


ou 


tapg<» 


sec  a  ==r 


/î  sin  a 


cosa 


co6  a 


(4)- 


Cette  dernière  formule  prouve  que  te  rayon  est  moyen  pro^ 
portionnel  entre  le  cosinus  et  la  sécante  ••  du  reste,  les  ëqu.  (i), 
(2)  et  (3),  suffisant  pour  exprimer  que  les  triangles  CBD^CTA 
sont  rectangles  et  siemblable?,  ]^  4*  ^st  une  co^Aéquence  .des 
trois  autres.  Ainsi ,  on  ne  doit  pas  regarder  ces  quatre  rela* 
tions  comme  distinctes;  elles  n'équivalent  qu'à  trois.  On  peut 
même  s'en  convaincre  directement  en  déduisant  l'une  quel- 
conque des  autres  par  l'élimination. 

344*  ^s  formuler  doivent  ausfi  ^'voix  Uéu  entre  le  sinus ,  le 
cosinus ,  la  tangente  et  la  sécante  de  l'arc  EB  complément  de 
AB.  On  peut  donc  y  changer  le  sinus  en  cosinus ,  la  tangente 
en  cotangent^,  etc.;  mais  les  triangles  semblables  CBD  (ou 
CBG)y  etCMEf  donnent  directement  ces  nouvelles  relatipns; 

CG       GB      CG        CE 


on  a 


CE      EM'   CB       CM 


'f  d'où 


cotass — : «.(S);    tt    coséc«=-r— -.  ..(6). 

sina  sm  a 

En  multipliant  les  formules  3  et  5,  ou  comparant  les  deux 

triangles  CTA  et  CMEj  on  trouve  que  le  rayon  est  moyen 

proportionnel  entre  la  tangente  et  la  €Oiangente,  ou  ' 

tang  a  X  cot  a  =  fi*. . .  (7). 
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Eâfin  j  le  triangle  rectangle  CME  donne 
CM^^CE^+EM*y  ou  coséc* a  =  R*-+.eot*  a. . .  (8). 

345.  Ces  8  équ.,  qui  n'en  forment  que  5  distinctes,  servent 
à  trouver  les  quantités  sin  a  y  cosa,  tauga,  cota,  sec  a,  coséc  a, 
lorsque  Tune  est  connue.  Il  suffit  d'un  calcul  simple  pour  éli- 
miner. Par  ex.,  (i)  donne  le  sinus  quand  le  cosinus  est  connu, 
et  réciproquement  ;  car 

sin  a  =  V/(^*  —  cos*€i),  et  cos  a  ==  |/  (/î'  —  sin*  a  ) . 

De  même,  (a)  donne  la  tangente  quand  on  la  sécante ,  etc.  • . . 

346.  Parmi  ces  combinaisons,  nous  distinguerons  la  suivante^ 
à  cause  de  son  utilité. «<!iherclions  le  cosinus,  étant  donnée  la 

tangente.  De  (4),  on  tire  cos  a=  — ; —  ;  et  comme  (2)  donne... 

sec  €L 

sec  0=  V^(fl*  +  tang*  a) ,  on  en  conclut 

"*'*'=  V/(R"+t«ng'«)"- ^9^' 
enfin ,  (3)  donnant  A  sin  a  =  cos  a  X  tang  a,  on  a 

/î  tang  a 


sma: 


t/(fl'4-tang'«)---  ^"*^- 


On  appelle  ADle sinus-'^^erse âe  l'ave  JB;  d'où 

sin-verse  a  =  B — cos  a, 

.    347*  Par  sin  a,  cos  a ,  il  faut  entendre  le  sinus  ^  cosi-> 

nus. .  •  d'un  arc  dont  la  longueur  est  a,  le  rayon  étant  fixé 
=  A  ;  or,  celte  longueur  dépend  du  rapport  de  Varc  <x,  .avec  le 
quadrans,  et  sa  détermination  semble  exiger  un  calcul;  mais 
lorsqu'on  emploie  les  arcs  pour  niesurer  des  angles,  le  rayon 
est  tout-À-fait  arbitraire;  les  arcs  semblables  étant  proportion- 
nels aux  rayons  (  n*  182,  3^.},  ce  n'est  plus  la  longueur  absolue  <i 
de  l'arc  qui  entre  dans  les  calculs,  mais  son  rapport  avec  le  rayon; 
Les  sinus  croissent  aussi  proportionnellement  aux   rayons, 

l'angle  demeurant  le  même  (  fig.  206),  puisqu'on  a  j^  =  ^prg» 

JjC  rapport  du  sinus  au  rayon  s'appelle  le  Sinus  naturel;  ila  poui 
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valeur  le  sinus  de  Tare  semblable  prié  dans  le  cercle  dont  le 

^      .       .  .  sina  -        ,     .     • 

rayon  est  un,  puisque  sin  a  et  — ^<-  sont  alors  équivalens . 

Concluons  de  là  que,  i*.  lorsque  le  rayon  ser^  ainsi  arbi- 
traire «  ce  qui  arrive  la  plupart  du  tenîps ,  nous  ferons  R  =  i , 
pour  simplifier  les  formules  ;  d'où 
sïxk'' a'\'Co%^a:s:z  i^  tang^'a-f- 1  =:8e'c*ay  tflïig  a.  cotas»  i, 

sin  a      ,  I-  cosâ 

tang  a  = ,  sec  a  s=s ,  cot  a  =  -; — ,  etc. 

"         cosa  cosa  sm  a' 

a®.  Mais  la  supposition  A^^i  renfiant  les  calculs  propres 
aux  cas  seulement  où  le  rayon  est  arbitraire^  si  l'on  veut  réta- 
blir les  formules  dans  l'état  plus  général  ouïe  rayon  A  est  dé« 

'.    ,  1  .  sin  a    cosa 

termme ,  on  y  remplacera  siu  a ,  cos  «. . . ,  par  ■        ,  ~p~''-  » 

ou  plutôt  on  distribuera  des  puissances  convenables  de  R ,  de 
manière  à  produire  l'homogénéité  (  n**  322  ). 

3*.  Lorsqu'on  connaîtra  la  valeur  numérique  sin*  a  du  sinus 
d'un  arc  a^  pris  pour  un  rayon  R^  on  aura  celle  du  sinus  de  l'arc 
a  semblable,  dans  le  cercle  dontlerjayon  est  R\  en  multipliant 
par  le  rapport   du  deuxième  rayon  R'  au  premier  Ry  car 

sin  a      sin  a'  .  .      ,      R' 

— ^—  zx— S7—  donne  sm  a  =  -=-  X  sm«. 
H  Jti  li 

4**.  Dans  la  mesure  des  angles  j  on  n^ emploie  pas  la  lon-^ 
gueuf  absolue  des  arcs,  mais  leur  rapport  au  quadrans ;  ainsi , 
par  sin  a^  on  entend  le  sinus  d'un  arc  dont  a  est  le  nombre  de 
degrés,  {Voyez  n*»  i83.  ) 

348.  L'arc  de  cercle  (de  rayon  /t)  dont  la  longueur  est  a^  ayant 
poit  graduation  (€1°),  exprimée  en  degrés  et  fractions  déci- 
males, ou(â')  en  minutes,  ou  (a*)  en  secondes,  cherchons  des 
relations  entre  ces  quantités.  Le  rayon  étant  1,  la  longueur  de 
la  demi*>circonf •  est  (  page  2^8) 

9r=r3,l4lfig  26536,      Lsr=o, 49714  987^7; 
«r  est  lar  longueur  de  180**. ou  de  10800 ,  ou  de  648000";  on  a 
180"  :  *  ::  («")  :  «,  d'oùir(«*)=ï8o.tf;  demeaeir(a')=sio8oo.a. 
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V (a*) 3=648000.  éi;  donc  en  divisant  par  ir,  et  posant 
/«=  67»,«9576,  /=  3437',746,  i«'  «ao6264',8, 
on  a  R(a')  =f*a,  R  («'J  = ,»'«,  R{a")=s^'a. 

Ce#  ^^u.  ^Tifitfhi  la  icngueur  a  ^«n  arc  de  rayonlkj  dont 
on  connaît  la  graduation,  et  réciproquement. 

Si  l'on  fait  a:=  R^  un  a  (a*')d=/ft;yit  est  donc  le  nombre  de  de- 
grés de  rare  égal  au  rajron;  ft.\  fi"  sont  les  nombres  de  i|ii- 
nutes  ou  de  secondes  de  cet  arc.  Courbons  le  rayon  sur  la  cir- 
conférence ,  il  y  occupera  une  loagiM^ur  de  (a®)  dtegcés,  ou  de 
(a  )  minutes,  ou  de  (a")  secondes.  Prenons  ensuite 'un  arc  d'un 
degréy  ou  (a®)?=:  i,  le  rayon  R  étant  i  ;  nous  avons 

f*=rrr:îî  ^®  meme/t  =  — r-:^=:Tr7'»^  — iir^ 


arc  I*  arc  1       smi  arc  ^       smi 

attendu  que  le»  arcs  de  i'  et  de  i"  étant  très  petits,  on  peut, 
sans  erreur  sensible ,  les  remplacer  par  leurs  sinus  (n^  36!i).On 
conclut  de  là  que  lorsqu'il  entre ,  dans'  une  expression  analy- 
tique y  un  arc  de  cercle  déterminé  par  sa  longueur  a,  le  rajron 
étant  un,  pour  y  introduire  à  laplace  le  nombre  de  secondes  (a*) 
de  cet  arcj  il  suffit  de  remplacer  a.  par  (a")  sin  i";  etpar{àf)  sin  i' 
si  Von  veut  exprirUMer  l'arc  en  minutes.  On  trouve 

Log|u  =  i,7S8ia  a63a4,         «ompl.  mi^^i^  73676, 

Log  ft'  =  3,53637  388a8,         compl.  =  4,4637a  (>ii7a  =  Z.  sin  i% 

Lo|rft''=  5,3i44!i  5i33ii,         compl.  =  6,68557  486^  ^  L  sin  1", 

349.  Jusqu'ici  notre  arc  AB  est  <  le  quadrans  (fig.  2o5  )  ; 
faisons  mouvoir  le  point  B  de  A  vers  EHAK. . .  pour  lui  faire 
décrire  le  cercle  entier,  et  suivons  les  variations  qu'éprouvent 
le  sinus  et  le  cosinus.  En  A  le  sinus  =  o,  le  cosinus  =:  R,  A 
mesure  que  Tare  AB  croît,  le  sinus  augmente,  le  cosinus  di- 
minue ,  jusqu'en  E;  le  quadrans  AE  a  R  pour  sinus  et  o  pour 
cosinus. 

Passé  45  degrés  sexagésimaux,  un  arc,  tel  que  53®,  ayant  pour 
complément  37*,  le  sinus  del'nn  est  le  cosinus  del'autre  :  ayant 
donc  une  (aUe  de  sinus  ei^de  cosinus ,  étendue  jusc[ii'à  4S*i  k 
cokytrne  dés  cosinus  «st  aussi  celle  des  sinus*  des  arcs  romplé- 
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mentk'ïres,  qui  sont  >  45*;  on  a  même  soîn  d*y  tridiquer^ces 
cotifjplëmeiiB. 

Â'û-delà  clèJ/B'=9o",le'siritis  décroît,  lëcdlsrnns^anigtoènfe: 
on  voit  qUe ,  pour  AEHy  les  triangles  égaux  BlC=iBD'C  ont 
Hï^si  BD  ;  ainsi ,  le  sinus  i'un  arc  est  le  thème  que  celui  de 
son  supplément,  La  même  chose  a  lieu  pour  le  cosinuis^  tàr 
ÏCz=zCD  ;  seulement ,  lorsque  Varc  est  >  i»  le  cosinus  est  né- 
gatif (n®  340).  Pour  la  demi-circonf.  ÀEJf^  le  sinus  =  0,  le 
cosinus  =  —  /î. 

Nous^Voyons  donc  que  passé  go**,  les  siutis  et  cosinus  de  re- 
produisent; pour  iS^®  le  sinus  est  le  même  qtie  celui  de  43^9 
qui  en  est  le  supplément  :  on  peut  même  préférer  le  cosinus  de 
47**  qui  lui  équivaut  ;  sin  iS^^aesin  43°c=cos  47^>  On  voit  qu'iZ 
sujffit  drSter  9  aux  dixaines  et  de  changer  le  sinus  en  cosinus, 
lorsque  Tare  passe  yo^.  Cette  remarque  est  surtout  utile  lorsque 
l'arc  est  accompagné  de  minutes  et  de  secondes  ;  de  même 
CO8  1 37*  1  i  32*  =s  —  sin  47*»  17'  32". 

Quantaux  autres  lignes  trigbnométriques,  on' pourrait  suivre 
de  même  surlafigureleurs  varia  lions  et  leurs  lignes;  mais  11  est 
préférable  de  recourir  aux  foràiùles  3,  4»  ^t  6»  puisque  l'on 
vient  de  reconnaître  les  signes  du  sinus  et  du  cosinus.  Oh  verra 
donc  que 

sin o  =■  o,  cos  o  =  A,  donnent  tang  o  =0,  séc o  =  A,  cot 0=00, 
sin  if  =  R,cosi«s=:o tang  19=  00 â=  séc  i?,  cot  i'ii=::o. 

Dans  le  premier  quadrahs  tang  a,  séc  a  croissent  avec  à  ;  ci^t a 
décroit  :  sin  a  est  positif  dààs  le  second  quadrans ,  tang  a^  Ééc  a 
décroissent ,  cot  a  croît  avec  Tai'c  à;  tang  a  et  côt  a  sôttt  néga- 
tifs. On  voit,  comme  ci-désstis,  que  tang  137*  =  —  cot '47*, 
cot  137*»=— tang  47*. 

Dans  lès  deux  autres  qùàdràns,  le  sititls  et  le  cosinus  repre- 
nant les  mêmes  valeurs ,'  on  voit  que  tout  arc' plus  frand  que  ^ 
le  quadrans,  a  pour  sinus,  cosinus,  tangente . . .  ia  même  va^ 
leur,  en  ôtant  186^  autant  de  fois  qu'il  est  possible  f  seulement 
il  faut  av6ir  égard'àux  sigheis;  Ceux  dû  sinus  et  du  cdsilius'sont 
connus  et  servent  à  déterminer  les  autres.  Ainsi 
sin a57°  =  —  sin 77*,  tang 643^  =  tang  io3*  =  —  cot  i3'. 
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Ces  diverses  propositions  s'expriment  ainsi  r  pour  Tare 

t  qnad.  H- «•  •  •  •  1^  sin  =      cos  a ,  le  cm  =—  sin  a,  la  tang =— * cot  «« 

2  qaaÂ.  -4-  a. . . .  le  sin  =:  —  sin  a^  le  cos  =: —  ces  a ,  la  tang  =    tang a* 

3  quad.  +  a. . . .  le  sin  =  —  cos  a ,  le  cos  =     sin  a ,  la  tang  =  —  cot  a* 

Si  Parc  passe  4  <Iuadraos,  on  36o°y  il  faut  d*abord  en  retran- 
cher toutes  les  circonférences.  On  voit  maintenant  pourquoi  les 
tables  de  sinus,  cos. .  • ,  ne  s'étendent  pas  au-delà  du  quadrans, 
ni  même  du  demi-quadrans. 

35o.  Lorsque  l'arc  est  déterminé,  son  sinus,  sa  tangente,  son 
cosinus. .  •  le  sont;  mais  l'inverse  n'est  point  vrai;  ainsi  le  si- 
nus  BD  (  fig.  2o5  )  appartient  non- seulement  à  l'arc  JiB^  mais 
aussi  à  son  supplément  j4H,  et  à  ces  arcs  AB  et  AH,  augmentés 
d'un  nombre  quelconque  de  circonférences.  Tous  ces  arcs  ne 
donnent  que  deux  angles  supplémens  l'un  de  l'autre.  On  fera 
le  même  raisonnement  pour  les  cos. . .  On  doit  donc  s'atten- 
dre à  trouver  deux  angles  pour  solutions ,  toutes  les  fois  que  le 
calcul  aura  déterminé  le  sin  ou  le  cos. . .  ;  il  reste  ensuite  à  né- 
gliger s'il  y  a  lieu ,  celle  qui  ne  convient  pas  au  problème. 

35i.  En  regardant  l'arc  ^F  comme  étant  de  signe  contraire 
à  AB^  on  voit  que  (page  36o) 
sin(— fl)s=— sin  a,cos( — ^x)=cosa,  tang(— «)=— tanga... 

Formules  générales. 

352.  La  résolution  des  triangles  est  renfermée  dans  un  nombre 
convenable  d'équ.  entre  les  côtés  et  les  angles. 

En  prolongeant  BD  (  fig.  2o5  ) ,  on  a  BD  =  ^  BF\  ainsi  le  si- 
nus itun  arc  est  la  moitié  de  la  corde  dHun  arc  double. 

Si  BFest  égal  au  rayon,  il  sera  le  côté  de  l'hexagone  régulier 
inscrit  (238)  ;  BAF  sera  le  sixième  de  la  circonf.,  et  BA  sera 
le  tiers  de  AE>  Le  sinus  du  tiers  du  quadirans  est  donc  la  moitié 
du  rajon.  Les  formules  (i),  (3),  (5),  donnent 

sin|^  =  i/l,cosif=i«V/3,tangf=A,  cotif  =  iî|/3i 

on  connaît  aussi  sin  |^,  puisque  cos  f^ss  sin  |f  :  d'où 

sin  f  =  ^flî/3,cos|»==i/?,  tangV=/îi/3,  cot  ft  .=  -^. 
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353.  Lorsque  l'arc  AB  (6g.  2o5)  est  de  4^®,  ou  la  moitié  de 
^Ey  le  triangle  CTA  est  isoscèle;  ainsi  on  a  AT^=^ACj  ou 
ia  tangente  de  45^  est  égale  au  rayon.  Donc  ^ 

tang  45*»=      /î=:cot.  45%cos    45*>  =  4flV/2  =      sin    45"; 
tangï35*=— B  =  cot  i35%  sin  i35»=ilîi/2=r— cos  i35». 

354.  Soit  CAB  (fig.  ao6)  un  triangle  rectangle  en  ^^  ;si  d'un 
angle  aigu  C,  avec  le  rayon  CK  =  i,  on  décrit  Tare  KO^  et  si 
l'on  mène  le  sinus  Kl  et  la  tangente  BG  ,  CJ  sera  le  cosinus 
de  C\  or  les  triangles  semblables  CTiC/,  CHGj  CAB  donnent 

CK_CB^     €K€B       CG_CA 
CJ~CA'     KI^  AB^^  GH'^  AB' 

d'où  CA=CBX cos  C,     ABzssCBxsïnC, 

et  AB  =  CAx  tang  C. 

» 

Celle-ci  est  le  quotient  de  la  2*  divisée  par  la  i'^. 

Bonc,  i".  Un  côté  de  V  angle  Broit  est  le  produit  de  Vhypoté-» 
nuse  par  le  connus  de  F  angle  aigu  compris {A), 

2**.  Vn  côté  de  V angle  droit  est  le  produit  de  Vautre  côté  par 
ia  tangente  de  F  angle  aigu  adjacent  à  celui-ci (JB)* 

Nous  représenterons  les  angles  par  A^  B  et  C9  et  les  côtés 
quilenrsont  respectivement  opposés  par  a^  b  et  c.  Ainsi,  aétant 
l'hypoténuse ,  A  =  90®,  on  a 

b  =s:a cos  Cf     czsiacosB:=:asm  C -  {^)y 

c=ib  tang  C . .  .• {B), 

355.  Si  dq  l'angle  i?  (ûg.  193)  du  triangle  quelconque  ABC, 
on  abaisse  la  perpendiculaire  BD,  l'angle  B  sera  coupé  en  deux 
angles,  qui  seront  les  compléiûens  respectifs  (}e  A  et  C.  Nos 
théorèmes  ci-dessus;  donnent  BD:=zAB .  sin  AfBD=:BC.  sin  Cj 
d'où  c  sin  ^  =  asin  C;  donc 

sin  ^  sin  B sin  C  ^ 

puisqu'on  peut  abaisser  la  perpendiculaire  de  l'angle  C  ou  A. 
Ainsi ,  tout  triangle  a  les  sinus  de  ses  angles  proportionnels 
€iux  côtés  opposés.  uf 

T.  I.  24 
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En  dé^gnant  par  x  le  sregm^enl  DAii^T),  oti  a  û'r=6*+c*-2i:e. 
mais  le  triangle  rectangle  BDj4  donrne  DA^=BA'X^  cos  j/J  ou 
x  =  c  cos  A  ;  donc 

Si  la  perpendiciflaire  3D  (ûg.  190)  tombe  hors  du  trîaiigle. 
il  faut+  2bx  au  lieu  de — 2bx.  Mais  comme  alors  l'angle  BCA 
est  obtus  ^  le  cosinus  devenant  négatif^  le  signe  de' — 2bc  cos  // 
redevient  positif  >  et  se  rétablit  de  lui-même  ;  donc  notre  for- 
mule s'applique  à  tous  les  cas  (SSg). 

Les  équ.  A  et  B  servent  à  résoudre  les  triangles  rectangles  ; 
O  et  D  servent  pour  les  triangles  obliquangles  (l^oj',  n®  363). 

356.  Soient  deux  arcs  (fig.  20'])AB=ui,  BD=ifi;  cherchons 
les  sinus  et  ëèsinus  de  leur  soikime  AD,  et  de  leur  différence 
AK,  connaissant  les  sinu's  et  cosinus  de  et  et  fi.  Menons  la  corde 
DK  au  mili^  /  de  laquelle  le  rayon  €B  est  peirpendiculaire  ; 
|Hiis  les  parallèles  £/,  KffkACy  tet  les  péiipendicttlairesOP, 
IG  et  KO;  DP  est  le  sîuus  tie  AOrs(A^^)  ;  KO  eït  «elui  de 
AKtsa6ot'^\i  les  éosiims  sont  CP  ct'CO:<oes  qua^e  quantités 
sont  lés  inconnues  du  problème. 

On  voit  que  DEssiEH  ;  DE  et  IG  ont  doncpoiir  sotkime 

/G+i?£:,du \DPzs:sm(a^fi), 

et  pour  différence  IG  —  DE-=.HP,  «ou      /COs»sin'(Ét— ^), 
de  même  El  étant  la  moitié  de  HK,  on  a 
PG  =  GO  ssEI  ;  ainsi  CG  et  El  ont  pour 

somme Cps=cp8(ûe— i-^ô), 

cfpduraifféi^énèe CP=c6s  (à^-fi), 

donc  sin  (a.±^)=ÏG±PE,  cos(cti/3)=,CGq;£/. 
».  » 

Il  ne  reste  plus  pour  obtenir  IG,  DEj  CGy  El  qu'à  appliquer 

Véqu.  À  aux  triangles  rectangles    CIG ,  DEIy  où   l'angle 

EDI=oL.  Il  vient  /G=  C/X  sin  et,   DE  ==;  D/cos  a  ;  or, 

DIz=:  sin  fi  et  CI^=:  cos  fi;  aindi ,  oh  a 

/G=C/X8in«=sin  #  cos/8, 

DE:=:DI'X  cos  m  ==  sin  i3  cos  a  ; 

ot>  a  de  liiftne    CG±=  CI  X  cos  «  =:  c6s  «s  cos  /S , 

EI^zDIX,  sin  «  s=  iRî  «  sin  J8  ; 
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d^où    s\a{é±j!)  s=  sàii  41  cos  /S  ± sin  &  cos  a.  .  •  •  *lJE)f 
co8(«d:|)=;^os.#  cosjSqisia#3in  iS f^F)* 

Ces  qiiat]c^fo|]piuleâ<oiif  d'ifp  usage  t^èsfréfi:^^nt.S^  le  ra^on^ 
au  lieu  d*étre  =  i ,  était  R„  on  mettrait  simplement  R  pour 
diviseur  de^.<«eco]^df  membres  (347?  ^^O- 

357.  Faisons  cessas  dans  ces  formules;  en  prenant  le  signe 
supérieur,  on  trouve 

sin  (2ce)=2sin  tt  cos  iot.  • . . .  ^  é .  (G)^ 

cos  (2eé)=co8*tf— sin'« (fl) 

=acosV— ISS  I  — 2Ain*« , 

à  cause  de  sin*«=i— cos'«.  l^fXU^  sont  les  valeurs  du  sinus  et 
du  cosinus  du  double  de  Tdôrc  «t  (f  )« 

358.  Si  Ton  regarde  dans  ces  équations  sin  ot  et  cos  «  comme 
inconnus  >  et  sin  2 se,  cos  net  comme  donnés ,  il  jaudra  éliminer 
^ntre  elles.  Mais  comme  le.cfilcul  serait  compliqué,  on  préfère 
employer,  au  lieu  de  la  i'*",  i=:cos*ât7{*sin'fie;  alors  en  ajoutant 
H)  ou  en  soustrayant^  on  obtient  de  suite 

2Cos'ce=  I  -|-cos  2« ,  2sin''a'=i — cos 2*, 

Si  donc  on  change  ici  a^ten  «,  ce  qui  est  permis^  on  a 

co.i-v/c-'^)- «»••  V(^> '"• 

equ.  qui  donnent  les  sin.  et  cos.  de  la  moitié  d'un  arc.  La  for- 
mule de  la  page  364  devient  ainsi  propre  au  calcul  des  log. 

sin  verse  fie=2sin'^ee=i  —cos  a. 

35g.  Divis^on^  Tune. par  Tautre  les  formules  E  et  F,  il  vient 

f  .  1  ■  "  .     ■  j. ■      ■      Il  j 

{*)  Pour  avoir  les  sinus  et  cosinus  de  Stc,  on  fait  /8  =  3«,  ee  qui  donne 
sin  3«  =  sin  «  eosjift4^sin  a«  cos  «c ,  «os  3a ^^  etc.  j  mais  il  faut  mettre  pour 
sin  2Mt  et  cos  2«  leurs  valeurs,  et  il, vient 

sin  S«t=:  3  sin  «—  4  s^i^'  «t?    ^^^  3«==4  ^^^  «t  —  3  cos  «. 
Il  est  aisé  de  Toir  qu^en  résolvant  ces  équ.  par  rapport  à  sin  «  et  cos  a,  on  au* 

rait'Ies  sinus  et  cosinus  du  ttersj  on  obtieodrait'de  même  ceuai:  de'4  *  ^^1*  >  *^ 
(  y^îT.  ci-après ,  n©  358.) 

a4** 
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îAtà{eL:±$)     sin  A  C08  f^dl  rin  fi  cot  a 

co9(m±fi)     C08 ùL  C08  fi^Zêiiiùinn  $ 

t 
Or,  si  Pon  divise  les  deux  termes  du  2*  membre  par  cos  m  cnsfi^ 

en  remarquant  que  tang  a  =:-- — 9  on  obtient  (*) 

.  ^.v_   tangttditang^ 

tang(«3=^)  = 7 :^ r.  .••(^)» 

^^  iqptang  ^  tang/S 

qui  donne  la  tangente  de  la  somme  et  de  la  différence  de  deux 
arcs.  Si  «  s=09  on  a  celle  du  double, 

2tangtf  '    -. 

En  divisant  Tune  par  l'autre  les  ëqu.  (/)>  il  vient 

y/l— cos  A\  I  —  cos  fit  .__. 

tangî«=  i /(  —; )  = : ^ {M). 

360.  Ajoutons  et  soustrayons  les  ëqu.  E\  il  vient  (**} 


(«) Onademême cot («=fciÊ)=  — ^^^    T  »  (0 

^  '  »        «-/        cot /g  ±:  cot  «I  ^ 

Si  Ton  (kit  «  ==4^,  comind  tang  4^^  =  1,  il  vient 


De  mèm«  les  formules  E  et  F  donnent 

sin(it-hig)  __     cotyS^cot»  _  tang  «  -h  tang  fi  ^ 

sin («  —  4)  "^     ôot\J8--cot«  "*  tang  «  —  tang /S* 

sin  (a±/3)  __      cotfi:±eot«L  _  tang flt±: tang j6 
co8(*q:/8)        =b  I  -hcot  «t  cot /S""!  db  tang  n  tang/3  ' 

cos  (<t-fj6)  __  cot  jS  — tang  et  __  i~  tang  <t  tang /8 

eos{«t— /B)  ""  eot/3+tang<c  ~"  i+tang«tangâ* 


(3) 

(4) 

(5) 


{*^  Le  même  ealcul  sur  les  éqn.  E  et  F,  combinées  deux  à  deux,  donne 
diverses  autres  formules  qui  seryent  à  remplacer  des  sommes  et  différences 
de  sin  et  cos  par  des  produits  et  des  quotiens,  pour  pouvoir  facilitei*  le 
calcul  logarithmique  (Voy.  întrod.  étEuler  a  VÀnal.  des  iftf.), 
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8in(ii4-*/3) — 8in(« — ^^)=saco8«.8in  /3 . 
Divi8ons  ces  formuleâ  l'une  par  l'autre,  et  faisons ^  pour 
«brégert  it4-iS=C,  et  «--/3i±=^;  d'où  Ton  tire  (p.  i5i) 


sinC+sini?       8in  «     ùos0        tanga       iaDg^(C4- i^) 
Donc    .  '  >>      .     -^  s=  ■  •  -; — T  ca  "=  .  ^^       ;g>« 

8m  6— sin  ^       cos  «     sin  fi        tang  /S       tang^  (C —  B) 

La  somme  des  sinus  de  deux  arcs  est  à  leur  différence  comme 
la  tangente  de  la  demif^omme  de  ces  arcs  est  à  la  tangente  de 
leur  demi-^diffirence, 

Ona  vu(n«355,  fig.  182),  ^^=:î,  d'où  l'on  tire  (n*  78,  a\) 

sin  C+sin  B       c^b 

sin  CV— sin  j5  "^  c — b  ' 
d'une  autre  part  A+B+C=i8o''  donne-; (C+^)=r9o'»—i^^ 
puis  tangî(C+i5)=cot^-^  ;  donc  enfin 

^H^  —  langue—//) ^^^- 


i^-W 


siniid:8inB=aBiiiI(iidiB).co8-(A:pB),  (6) 

«08JL+co8B=cacosi(A-^B).co8i(ii— B),  ^  (7) 

C08B— eo6A=:a8iiil{A-fB).8iB-(ii— J9);  (8) 

luisant  A=:go<>  dans  la  i'*,  et  B  =  o  dans  les  deux  autrea, 

iH.8inB  =  a8În  ^450-f  iB^cos  ^45«  — ^B^  =a  8in'/45o-h  jB^  ; 
i-.8inB  =  aeo8*  (450+ iB^=a8in«nî5o— ^b\  (g) 

i4-0O8A=9  0O8*- A;  •  i-^^cosAssasin*  -  A.    (10 

a  a 

î'aiBantdan8(Jlf),  A=900+«,  onatangQ45<>H-i*Jr=-^-^~~^.  (11) 

Multipliant  entre  ellea  les  éqn«  (6),  on  {7)  et  (8),  et  réduisant 

sio*  A  —  sin*  B  =  eo8*B  —  cos*  A  =  sin  (A  +  B)  x  sin  (A  —  B}» 
cos>  A  —  8în>  B  ac  cos  (A  +  B)  x  eos  (A  —  B).     (la) 


k 
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Formation  dès  Tables  de  sinus  y  cosinus,..^ 

36i .  Jittqa^ici  c^  fèrmules  sont  ètérilcs  pote  nous  ;  et  afin 
de  les  faire  servir  à  réidudré  àt9  triangles ,  il  £ittl  d^abord 
connaître  les  sinus  des  angles  doftnés^  p^ur  en  introduire  les 
valeurs  dans  nos  équ.  ;  ou  bien ,  si  elles  sont  destinées  à  faire 
connaître  desanglea^  il  faiit  assigner  Farc,  le ânu9  étant  dbtiné. 
it  est  donc  nécessaire  de  former  une  table  de  sinus  ^  cosinus...  > 
qui  donne  ces  lignes,  lorsqu'on  connaît  ces  arcs,  et  récipro- 
quement. 

Concevons  donc  qu'ayant  divisé  le  quadrans  en  degrés,  mi— 
Mtes». . ,  et  le  rayon  6n  un  noinbre  InrbHi'am  de  parties 
égales,  on  soit  parvenu  à  trouver  combien  chaque  sin,,  cos.... 
contient  de  ces  parties  oU  unités,  et  qu^on  ait  inscrit  ces  nom- 
bres près  de  chaque  arc  ;  on  aura  formé  une  table  contenant^ 
dans  une  i'*  colonne ,  les  graduations  des  arcs  ;  dânâ  une  if  les 
sinus ,  dans  une  3*  les  Cos* .  •  Il  suit  des  équ.  i ,  3,  5  que  , 

I  II         "  ^         I  ■■  I  •■"     •         •  ■  m    II    ■ifi     II         I       I   I    I     I   I 

Effectuant  .diverses  divisions,  on  obtient 

sinA  +  sinB       .        i /^  ,  m    sinA-^sinB  .«/-.->>       ,  ,. 

cosA+cosB  ®a^  -"  cobB  — cosA  a^   ^    -"     ^ ^^ 

V 

sinA-f-sinB  i  , .      „.      sinA  —  sinB^  i  «>.   ,  ex  ' 

•  ït— • — r^acot^CA — B):   T— --* — ;:r:«  =  tang  -  (A  — B);  (i5) 

cosB  — eosA  i^  ^^   cJosA-hCOfcB  "^^i  *  n  \    j 

cosA-fcosB       _^^^  I  jjjj  ^  ^^  I  ^^_s).  (i6) 

cosA  — cobB  'k  '  a^  ^    ' 

i-f-sinB       .       .  / iti,  .  irf\   *i4-«oiA 


1— sinB 


ia„g.(45o  +  l|»);i±^  =  e<H.iA,         (.y) 


C&^o^Ib\    .        .    ^      siii«f45«— Ib^ 
i^sinB  _  sin»  y-  f^a    /  .  'i—sinB  _         V^        a    / 

i^-côsA""  .i,  '   i-iS-cosB  .      1    « 


cos» -A  sin»  -  B 

a  -        a 


1 

^      sin  A  _.  sinB      sinA.è^sBrâzSinB.^odA 


•  COS  A  sin  B  ;  "  sin^A.  cos  B 


j 
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quand  on  a  les  sinus,  un  calcul  très  simple  donne  les  cos. , 
tang....  ;  ainsi ,  la  recherche  des  sinus  doit  d'abord  nous  occu- 
per >  et  l'on  a  vu  (349)  qu'il  n'est  nécessaire  d'en  pousser  le 
calcul  que  jusqu'à  45^  >  parce  qu'au-delà  de  cet  arc  les  va- 
leurs se  reproduisent.  Ainsi  ^  il  s^agit  de  calculer  les  sinus  et 
cosinus  de  tous  les  arcs  <^  4^^»  ^^  quadrans  étant  partagé  en 
degrés,  minutes. . .  • 

La  i'^  équ.  du  n®  36o,  et  c^Ue  qu'on  obtient  de  même  en  ajou- 
tant les  cqu.  F,  deviennent^  en  posant  «g=mXy  fissx^ 

■ 
sin(m-f-i):r=2cosx.sin  mx  —  8in(m  — i)  j:, 

cos(m-f-  i)x=2cosx.cosmT-^cos(m— i)  x. 

Si  les  arcs  procèdent  dans  Iforfire  Xj  2X,  Sx....  (  m»-  1)  ^, 
mx,  (m  -4*1)  x.»,^x  est  le  plus  petit  arc  de  la  taple^  et  il  suit  de 
nos  équ.  que  si  z  et  j^  sont  les  sin.  ou  cos.  de  deux  arcs  succes- 
sifs (m-^  I }  X  et  mXf  etpzrrxos  Xj  le  sin;  ou  cos.  de  l'arc  suivant- 
(m-|r  1)^9  e$\:=:2ipy'r-z,  Pojic ,  clu^un  des  termes  de  la  série 
des  sinus  et  de  celle  des- cosinus  dépend  des  deux  termes  qui  le 
précèdent ,  et  s^ obtient  en  multipliant  ceux^ipar  ap  c/ —  i, 
et  ajoutant. 

362.  Prenons  l'arc  AC:=szCB=:jiL  (fig.  12a),  et  menons  la 
€;i9rde  A^  et  les  tangentes  LE^  CE  ;  nous  avons  (i  7.0) 

corde  JB  <^rc  AB,     LEC^  arc  LA^C  ; 
d'w  ^/ 911  sin  AC<C^Tc  4Cf  ECqm  tang  -r^C>>  arc  AC. 


de  sa  tang,  ;  et  comme l'éq.  3,  page  363,  donne- 


l/arc  <C90**  a  sa  longueur  comprise  entre  celles  de  son  sin.  et 

sina:  cosx 

tang^        R  * 

dpnt  le  2*  membre  approche  sans  cesse  de  i ,  à  mesure  que  :p 
décroît;  le  i^'a  aussi  i  pour  limite  ^  C'-k'-d.  que  le  si  nus  y  Varc 
et  la  tangente  tendent  sans  cesse  vers  V égalité  ^  l'arc  restjint 
intermédiaire. 

Qi  fvxncijfcsexik  calculer  le  sinus  dupluspetitarc  ^ela  mtbU^ 


~N 
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car  de  tang  {  x  ou.  — ^'^lXyOnûres\nix^\x,a>sixp 

multipliant  par  2  co.s-|  jr,  on  a  asinj^r.cos^x^  x  cos*^:r,  ou 
sin  X ;>  a: (i— sin'^  ar ) ,  et  à  plus  forte  raison  sin a: >  jr — i^f 
puisque  sin  ^:r  <  >x  :  on  voit  donc  qu'en  re'sultat  sin  x  est  in- 
termédiaire à  or  et  X  —  -î^,  savoir 

8in*>x  —  jX^y  et  <^x. 

Qu'on  parte  de  )r=  3,  i4i  5926536  et  log.  «'=0,497 1 49^7  pour 
calculer  x  j  qui  est  une  fraction  déterminée  de  la  demi-cire.  «- , 
et  par  suiteo;— lar'"^;  comme  sin  j:  est  compris  entre  ces  deux 
limites,  les  décimales  communes  seront  une  valeur  approchée 
de  sin  x^  le  rayon  étant  i  ;  et  si  x  est  pris  assez  petit ,  comme 
sin  X  et  X  difiëreot  de  moins  en  moins  ,  Tapproximation  pourra 
être  étendue  à  tçl  ordre  qu'on  voudra;  sin  x=a.  D'ailleurs^ 
on  a 

cos  ar  =v/i— sin'jp=  V^  (1+ a)  (i  — «)=/?; 


donc  le  facteur  ap  est  connu;  et  partant,  de  sin  0=0,  sin  j:=a, 
d'une  part  ;  de  cos  ox  =  i ,  cos  a:  =/?  de  l'autre  ,  par  la  loi 
%pjr — Zy  on  calculera  de  proche  en  proche  les  sin  et  cos  des 
arcs  2ar,  3a:^  4^*  *  * 

Par  ex.  ^  si  x=3o',  le  180*  du  quadrans  est  x=o> 0087 26646; 
J^a:^=o,ooooooi66,x— ^^0:^=0,00872648;  ainsi  sin  3o'=o,oo8726. 
Si  la  table  doit  procéder  de  minute  en  minute ,  avec  6  déci- 
maies,  tous  les  sinus  d'arcs  <^  3o'  sont  censés  égaux  à  l'arc  ; 
sin  i',  2',  3^..  sont^,  ~,  ^•••'  de  0,008726.  D'où  l'on  voit 
qu'il  faudra  d'abord  faire  croître  les  arcs  de  3o'  en  3o',  sauf  à 
les  rapprocher  ensuite ,  ce  qui  sera  très  facile  :  on  trouve . ,  • . 

p=:cos3o'=  V 1 ,008726x0,991 274,  ou  0,999962=  i-o,oooo38. 
Le  facteur  ip  est  2 — 0,000076;  ainsi  il  est  aisé  de  calculer  les 
autres  nombres  de  la  table. 

■  £n  général,  pour  qu'on  soit  en  droit  de  prendre  j:3r:sin  x, 
n  faut  que  \x^  n'ait  pas  de  chiffre  significatif  dans  les  décimales 
qu'on  doit  conserver,  fin  veut-on  8 ,  par  ex.  ?  il  faudra  que  les 


TRIGOHOMÂTRIE    RECTILIGHE.  ^77 

8 1*'*  chiffres  de  ^x^  soient  des  zéro  ;  et  sans  calculer  ^^,  on  voit 
qu'on  devra  descendre  à  Tare  de  10'. 

Du  reste ,  il  faut  prendre  plus  de  décimales  qu'on  n'en  vent 
conserver ,  afin  d'éviter  que  les  erreurs  s'accumulent  et  que 
lés  derniers  chiffres  soient  défectueux.  On  a  soin  de  vérifier» 
d'espace  en  espace ,  les  résultats  obtenus»  soit  par  les  formules 
des  sin  (fii±:iS)  et  sin  2k,  soit  en  calculant  d'avance»  par  le 
même  procédé,  les  sinus  de  degré  en  degré,  ou  autrement.  Nous 
donnerons  des  moyens  plus  rapides  d'arriver  aux  valeurs  des 
sin,  COS..  •  ;  mais  cel()i-ci  suffit  à  notre  objet. 

Au  lieu^le  composer  la  table  avec  les  valeurs  ainsi  obtenues, 
on  préfère»  pour  la  commodité  des  calculs,  y  inscrire  leurs 
log.  Comme  les  sinus  sont  plus  petits  que  le  rayon,  il  convient 
de  partager  le  rayon  en  assez  d'unités  pour  que  le  sinus  du  plus 
petitarc  de  là  table  8oit>i»  afin  d'éviter  les  log  hégatifs  (n^gi). 
Dans  les  tables  deCallet,  les  arcs  procèdent  de  10''  en  10"»  et 
le  rayon  a  10  pour  log  (ou  /!  =  10  milliards  ). 

Lorsqu'on  veut  procéder  au  calcul  d'une  formule  où  le  rayon 
est  pris:=  i ,  il  faut  donc  restituer  les  puissances  de  R,  que  la 
supposition  de  /{:=  i  a  fait  disparaître  (p.  364)^  ensuite  on 
recourt  aux  tables  dans  lesquelles  log  H  =  10.  On  peut  aussi 
laisser  /{=  i  dans  la  formule»  et  retrancher  10  de  tous  les  log. 
des  sirij  cos,. . . ,  ce  qui  introduit  des  caractéristiques  négatives. 

Par  exemple,  log  sin  io®=  T»23g6....  au  lieu  de  9,2396....  ; 

log  tang  i**z=z  2»24i9.-.-  au  lieu  de  8»94i9*...  Ces  parties  né- 
ggi^ves  ne  sont  pas  un  inconvénient»  et  on  s'habitue  aisément 
aies  employer,  (^ojr,  p.  i2i.)  .  • 

Résolution  des  Triangles. 

363. 1.  Triangles  rectangles.  Les  deux  équ.  ^,  By  résolvent 
tous  les  triangles  rectangles ,  car  elles  comprennent  les  côtés  &/ 
c,  l'l;iiypoténuse  a  et  l'angle  C  (fig.  206)  :  de  ces  4  quantités» 
deux  étant  données,  on  peut  trouver  les  deux  autres.  £n  éli- 
minant Cy  on  obtient  mêi^e   l'équ.  a^ss^b^  +  c^^  si  souvent 
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eiaployée.  FaiîiiQm  le  fdiyon  :;=  R  dan^  les  équ.  ^  (  oji  a  log 
R  =  io),        - 

Rlf  s^  aço^C...  (0, 

Rçzszb  ÛDgC. . . .   (2j) , 

H»  =  fr*  4.  q» . . , .  (3). 

on  ne  peut  renconti*er  que  les  deux  cas  suiv'ans  ('*)  : 

1^.  Etant  dçnnés  un  an^le  aigu  C  et  un  côté  ^  les  deux  autres 
angles  sont  connus ,  puisque  ^  =  90®,  ^=90^ — C\  les  deux 
cotés  inconnus  s'obtiennent  ainsi  : 

ConnjSiissant  Thypoténuse  <z,  l'équ.  (i)  donne  le  côté  h. 

Si  Ton  connaît  le  côté  b^  (2}  donne  c,  (i)  l'hypoténuse  a. 

Soient,  par  ex.,  C  =  33**3o',  6=45"',54>  les  équ.  (i)  et  (2) 
prescrivent  le  calcul  suivant  : 

logft  s:    i,$55îg5o .-..  i,65%3p 

log  J2  ==  iPyOOQOooo       loQtu^^Czs^  9,820783g 
— logcos  c  :;=    9,9211066  — logJR  =10,0000000 


u  > 


1<^  tf  =;:    i,7?7!jk864  log  c  =  1,479 «^759 

Donc  a  5=54"* ,612  et  CCS  30""^ 1 4a* 

Cette  opémtion  peut  servir  à  trouireïr  la  hauteur  AB'^=^  c , 
à*WA  édifice  (fig.  208),  dont  le  piiad  ^  es4acces$iblj^* 

Lecalctd se  Nvérifiee»  changeait  d'ineonnuç§.  (  f^ojr,  p.  i$4)* 

3^.  Étant  donnés  deux  côtés  ;  \ 

Si  Ton  çonndit  é  etc,  l'éqq.  (2)  donpe  IVngle  C;  Thypoté- 
nuse  â  résulte  ensuite  de  l'équ.  (i).  On  peut  aussi  tirer  a  de 
J'équ.  (3)  ;  mais  elle  ne  se  prête  pas  au  calcul  logarithmique. 

Si  Ton  a  l'hypoténuse  a  et  le  côté  ô,  l'équ.  (i)  donne  l'ar^fe 
C\  le  côté  c  résulte  de  l'équ.  (3),  ou  de 


f*)  Pour  résoudre  un  triangle  proposé,  places  au  «ommet  les  lettres  By  Ay  C, 
eu  ]j38  distribamt  aux  ai]|^  qui  s^Aooordent  avec  les  lettres  dont  ou  se  sert 
dans  le  texte  pour  désigner  l^fi  parties  connues  ou  incoqnues,  et  recourant  au 
c«a  dont  il  est  question  :  a,  &,  <r ,  sont  les  côtés  respectivement  opposés  aux 
angles  A,  C,  C  ;  et  si  le  triangle  est  rectangle ,  A  marque  l'angle  droit.  LVqu. 
dont  il  s^agît  s^appltque  ensuite  directempat. 
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il.  Triangles  OBLiQUàNGLis.  Il  y  a  4  cas  à  traiter. 
1®.  Èiani  donnés  un  côté  a  et  deux  angles  B,  G,  le  3*  angle  A 
est  çoùtiù,^  et  Ton  eniploie  Tëqu.  C^  n^  355. 


ô  = 


a  AùB 

sïnA 


aàn  C  . 

'"K    "    ^'  •  •  .  •  (4)' 


sm^ 


Sdiciityparex.,tfâssi8"*^853,  ^^=37*»^%  Cs»72*9'î  ^'^^ 
Ton  condttt  B  =±  ^^^^22'  :  où  a 

lo(|  a  =1,4601759 1,4^01759 

log  sin  È  =  9,973^373           log  sin  C  =  9,9785741 
— log  sin  A  =::  9)78|28a4 '"'  9,7843824 


log  6  =s  1,6498808  loge  =  1,6544676 

Donc  Ar:r44'"9^^et  f=45'"9i3o.  Ce  calcul  sert  à  mesurer 
la  distance  àC ,  de  C  à  un  point  A  inaccessible ,  mais  vi^ 
sible  (fig.  208)  ;  îfl  donne  aussi  la  hauteur  kW  et  la  distance 
AG  d^un  édifice  dom  le  pied  est  inaccessible  et  invisible;  qar, 
mesurant  une  base  horizontale  S  Cet  les  angles  B'CBj  B'BC^ 
qu'elle  fait  avec  les  lignes  dirigées  vers  le  sommet  B'^  on  con* 
naîtra  ffC  et  Taagle  ACB\  qu'on  peut  mesurer  sans  voir  le 
pied  A^  attendu  que  la  droite  AC  est  horizontale.  On  obtien- 
dra donc  Aff  ei:AC. 

Comme  il  faut  être  exercé  aux  applications  des  formules  de 
la  riésolution  des  triangles ,  nous  donnerons  ici  les  valeurs 
des  côtés  et  des  angles  de  triangles,  auxquels  on  pourra 
appliquer  ces  équations.  On  prend  pour  données  les  parties  élé- 
mentaires qu'on  veut  ;  les  autres  seront  les  inconnues  que  le 
calcul  doit  faire  trouver.  En  variarniles  élé mens  donnés^  on  se 
proposera  divers  problèmes  qui  seront  résolus  par  les  formules  ^ 
qu'on  a  exposées,  et  ce  seront  autant  d'exercices  utiles  de  ces 
sortes  de  calculs. 

Triangle  rectangle  ^épreuve. 


a  t=s  56")9a5 
log  ==  1 .  7553o3o 

Aïs:  90** 

log  sioB  =x  9.903090O; 


h  i=  45^,540      '  .  c  =  S4p,i54 

1.6583930 r. 1.5334543    « 

B  =  5307'48",4  C  =  36o52'ir',6 

cos  6=9.7781512;        taDg  Bso.  1249389 
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Triangle  obliquangle  ut  épreuve. 

Côtés.  Logarithmes.  log  p  =  2.035745^ 

a  =  57"»,770,  log  =  1.76170349  log  (p— «)  ï=  1.7069406^ 

ft  =  71  ,577,  log  =  1.8647735,  log  (V—*)  ««=  i.568ia5a 

c  =  87  ,811,  log  =  1.9435489.  log  (p— c)  »  1. 3173947 

Angles.  Log  sin.  Log  cos.  Log.  tang. 

A  r=  4oo56'oo^oo  9.8163609  9.8782186  9.9381433 

6  =  54.16.8,48  9.9094319  9.7663981  o.i43o338 

C  =  84.47.51,5a  9.9982073  8.9574805  11^0407268 

a**.  Étant  donnés  deux  côtés  c ,  di^  et  un  angle  A  opposé  à 
tun  deux^  l'équ.  (4)  donne  sin  C  = .  Or,  la  valeur 


a 

i 


de  sin  C  répond  à  deux  angles  C  supplémentaires  ^  et  Ton  a 
deux  solutions  (  les  triangles  ABC  ^  fig.  i gS  et  190). 

Il  est  vrai  qu'une  seule  est  souvent  admissible  >  ainsi  qu'on 
Ta  vu  (n^  207);  mais  de  lui-même,  le  calcul  conduit  à  recon^ 
naître  ce  cas^  sans  y  avoir  égard  spécialement;  on  forme  la 
somme  ^  -f  C ,  pour  les  deux  valeurs  de  C  y  que  donne  le 
calcul^,  dans  le  but  d'en  tirer  l'angle  supplémentaire  B,  Or, 

Si  j4  est  obtus  ^  on  ne  peut  adopter  la  valeur  de  C^go^ , 
puisque  A  +  C  serait^  180**.  Il  p'y  a  donc  qu'une  solution; 
en<^re  faudrait-il  que  a  fût  >»  c  ,  puisque  si  l'on  avait  a<^Cj 
notre  équ.  donnerait  sin  ^  <[]  sin  C,  d'où  l'angle  aigu  supplé- 
ment de  ^  moindre  que  Tangle  aigu  C,  savoir^  180°  —  A<^Cj 
et  par  conséquent  A+  C^  180°.  Ainsi  l'absurdité  serait  mise 
en  évidence. 

Si  A  est  aigu,  et  qu'on  ait  a  =r=  ou  ^  c,  notre  équ.  donne 
sin  C=:  ou  <^  sin  A\  ainsi  le  calcul  conduira  à  une  valeur  de 
l'angle  aigu  C^A^  donc  le  supplément  180*^ — Cne  saurait  con- 
venir ici,puisqu'en  ajoutant>^,la  somme  est  1 8o*4-^ — CT^i  8o*. 
Ainsi  le  problème  a  toujours  une  solution ,  et  une  seule. 

Enfin,  si  A  est  aigu,  et  que  a  soit<^c,  tirons  du  triangle 
rectangle  ABD  la  perpendiculaire  BD  z=zp  =       - —    ;  d'où 

sin  C  =s  — .  Or,  si  a<C.py  on  a  sin  C>  R,  ce  qui  est  absurde  ; 


I 
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«i  assp,  on  a  sin  Cz=:R^  Csgo*;  le  triangle  rectangle  BDA 
convient  seal  ;  enfin ^  quand  €C>Py  ^^  ^  trouve  dans  le  seul  cas 
qui  admette  les  deux  solutions. 

Tout  cela  s'accorde  avec  ce  qu'on  connaît  (n®207,  fig.  64). 

Voici  le  tableau  des  divers  cas  : 

Si  A = on  >  go^,  une  seule  solation ,  B  et  G  sont  ai^s  ,  a  >  i*  ; 

Îa^csmAy  problème  impossible  ; 
a = r  sin  A ,  nn  seul  triangle  rectangle  yBeXA  sont  aigus  ; 
a^csinAet>Cyanseul  triangle  y  Gcstaigu;        , 
a>c  sin  A  et  <C<?>  deux  solutions^  C  a  deux  valeuH  supplémentaires. 

3**.  Étant  donnés  deux  côtés b  e/  c,  et  V angle  compris  A  ;  en 
faisant  n  =  J  (C — B)^  la  formule  N  (n**  36o)  devient 

équ.  qui  faitconnaitre  l'angle  n  <1'90**;  or,  A-^-  J5+  C=.  180% 
donne  {{C-^-  B)  =go«  —  \  -^,  valeur  connue  que  nous  repré- 
senterons par  m  ;  ainsi  nous  aurons 

i(C+5)  =  m,  \{C^^B)  zzzn...  (6); 

d'où  C=z m  +  n^  J9c=zm  —  n.  Il  ne  restera  plus  qu'à  trouver 
le  côté  a  par  le  procédé  ci-dessus ,  i®. 

On  peut  encore  poser  tang  f  s-r*  équat.  qui  donnera  l'arc 

auxiliaire  (p;  or,  parl'équ.  (2),  p.  37^- 

/«'«v       tang^ —  I      c  —  b 

tang  (  (p  —  45»)  =  —^ — --  =— ri. 

e  \  T      1    /     .  1  +  tang  ^     c  +  ft 

Donc  l'éq.  A^  donne 

tang  l  (C^B)  =  tang  (<p  —  45'^).cot ^  ^. 

Ce  mode  de  solution  est  utile  lorsque  les  côtés  ^  et  c ,  au  lieu 
d'être  connus  en  nombres,  sont  des  expressions  monômes  com- 
posées^ ou  données  par  les  log.  àeb  etc. 

On  peut  déterminer  directement  ce  côté  a  sans  diercber 
préalablement  les  angles,  et  le  faire  servir,  au  contraire,  à 
trouver  ceux-ci.  En  effet,  reprenons  la  formule  />,  ajoutons 
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et  soustrayons  iJfCy  psîs  mettons  pour   i  —  cos  A  BaTalenr 

2  s»»  ^  >^  (  n*  358,  I);ilviettt 

Cela  pose,  on  cherchera  1  angle  ^  qui  a  ■  , '     pour  carre 

de  sa  tangente ,  ce  qui  est  toujours  possible  ,  puijsqu'il  y  a  des 
tangentes  de  toutes  lep  grandeurs  :  U  ^9^fi^r  de  a  dey^ndra 
(b-^c)  1/(14"  tang*  ^),  ou  (£<-^)  sec  f ,  ou^sfin ,  en  rendant 
la  foraïute  propre  ^rei  cas  où  le  rayon  est  R , 


az=z—^ ^,  tang(p=    ,     ^       l/(*c)...  (7), 

Le  calcul  logarithmique  pourra  aisément  s'appliquer  :  on  aura 
d'abord  tang  ^  y^et  par  suite  cqs  ç  ,  puis  a.  Voici  un  ex.  auquel 
nous  appliquerons  ces  deux  proce'dés.  Soient  c  =  87 ,8 1 2  mètres^ 
6=  71,577  mètres,  ^=r4o*  56;  d'où  c  4-6c=  169^389  et 
<î  —  6  =  t6,2S5. 

Premier  procédé.  Deuxième  procédé, 

cotTii  ...   I0y^8o33i  c  ...     i,^q43553q 

I ,8547735 


(C--&)  ...  1,2104533  & 

tangfn...  9,4360269  mpitié 

m   =  60032'  2 

n    =  i5. 16  sinJA 

m-f-n    =  84.48=0  (^"-*) 

m  — n    :5s  54.i6=:B  tang<f 

c...  1,9435539  ^  = 

A  . . .  .  g,8i636q^ 


3,7988274 

i,f99«§37 

o,3oio3oo 

9,5436480 

—1,2104523 

10,5333903 

73040^43^^ 

11,2104523 
^■9,4487449 

1,7617074 


sin  4  . . .  .  9,8i636<^  B  (cy^b) 

sin  C  . .  ^"*9, ^982089  eo6  ^ 

«...     i»^i'7ôS9  a 

Donc  «==  57"",  7  70. 

S'il  arrive  que  A  diflere  beaucoup  de  c ,  l'arc  ç  est  très  petit, 
et  cos  (p  presque  =  i  ;  le  calcul  n'a  plus  alorà  assez  de  précis 
«on  (*).  Mais  cosu^»  2  cos?i^— -i  change  l'cqu.  D  en 

{*)  Il  ne  faut  jamais  employer  deieosai  de  oot  d^arcfttrès  petits ,  ou  voisins 
de  i8o<^  j  non  plus  que  de  sin  et  tang  d'arcs  voisins  de  90*^  ou  270^;  parce 
qu'alors  ces  lignes  changent  très  peu  pour  de  petites  variations  de  Tare.  Cest 
«e  qu'on  v6it'd'«près  les  tables  de  log.  Pour  que  le  calcul  fût  exact ,  il  fiiuàrait 
■déncque.les  log /fussent  approehés  àun  plus  gnmd  nombre  de  décimales. 
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Cette  dernière  fraction  est  <[  i ,  puisque  sans  cela  a  serait 
iiua^naire;  on  peut  donc  en  supposer  la  racine  égale  au  sinus 
d'un  arc  ^,  savoir; 

2  cos  i  Ji    .   - 
sin  (p=  — — ^    |/(^c) ,  a={b  +  c)  cos  ç>. 

4®.  Étant  donnés  trois  côtés.  Pour 'obtenir  l'un  des  angles  , 
tel  que  A^ii  ïaut  encore  recourir  à4¥qu.  2?, 


cos  Az=r 


nbc 


Or,  celte  expression  pre'sen te  te  même  inconvénient  que  dans 
le  cas  précédent ,  parce  (Qu'elle  ne  se  prête  pasau  calcul  loga- 
rithmique. Mais  si  l'on  met  pour  cos  A  cette  valeur  dans. . .  » 
sin^i-^=^(i — cos  A)  y  on  trouve 

et  comme  lenumérat.  estia  difféi'encede  deux  carrés(n'*97,iii.), 
il  vient ,  eii  rétablissant  le  rayon  R, 

sm-^  =  ^y^ —^ ....(15). 

Cette  équation  remplit  déjà  le  but  proposé  ;  mais  elle  devient 
encore  plus  simple  ^h<^rëpFësehtatit  le^pftVimètrë  du  triangle  par 
2/?  =  a  -f-  ô  -f-  c  ;  car  on  obtient  (p.  827) 

Bu  se  servant  de  Téqu.  cos'^-«4f::=|(i  4^ooB-<^),von  trduve  de 
même 

On  emploie  celle  de  ces  deux  équ.  qu'on  veut,  à  moins  que 


\   • 
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\  Ane  soît  très  petit  ou  YOisia  de  90*.  (  Vojez  la  note  prëc€« 

deote.  ) 

\  A  doit  être  •<[  go** ,  et  la  question  n'a  qu'une  solution 
(n*  35o).  V.  page  aSo. 

Soient,  par  ex. ,  c=:  io3,357  mètres;  6=  io6,836  noiètres'y 

et  a=  i4»,985  mètres  ;  d'où  2/;=  353,178  mètres,  et 

p — 62=69,753  mètres,  p^c=j]Zy7.Z^  mètres,/? — ii=33,6o4 
mètres.  Donc 

^—6...  1,8435639  f>^-«...  1,5363910 

p~~c,,,   1,8647009  p-^c,   1,8647009 

h —2,0287176  a — 2,1552906 

c — ^2,0143399  c....  ._3, 0143399 

7,6652063  T,22l46l4 

moitié...  T,8326o3i=8in; A  •^1,6107307  =  8in}^B 

i^A=:  42o5i'2o",  A=85o43',        15=2405',  fi=48o  10. 

On  trouvera  de  même  C=:  46°  7',  et  le  calcul  se  venfie  par  la 
condition  ^ -f- -5  +  C=  180°. 

III.  Sile  triangle  est  isoschle,  A  étant  l'angle^du  sommet ,  a 
la  base-,  on  fera  6  =  c  dans  Téqu.  8  ou  9;  et  l'on  aura 

équ.  qui  fait  conuattre  Tune  des  trois  quantités  a ,  ô  et  A. 

Observez  que  si  Ton  donne  un  des  aûgles ,  on  connaît  les 
autres  par  l'équ.  J5=6=goo— ^^,  (F'oy.  n**  2o5,  6".) 

Problèmes  de  Trigonométrie. 

364*  Lsi  plupart  des  questions  d'arpentage  se  réduisent  à  des 
résolutions  de  triangles.  Nous  offrirons  ici  queiques-^uns  de  ces 
problèmes ,  qui  sont  d'un  usage  fréquent. 

I.  Trouver  la  distance  AC  (fig,  209),  entre  deux  points  l'un 
et  Vautre  inaccessibles.  On  trouvera  une  base  quelconque  BDj 
et  les  angles  ABC^  CED  y  ADCy  ADB,  que  font  avec  elle  les 
rayons  dirigés  de  ses  extrémités^  et  D  vers  A  et  Ct  ou  résou- 
dra les  triangles  ^iSD 'et  CDB  (p.  379,  i^.);  ce  qui  donnei^ 


I 

l>HOBLÈHES    D\4RPB»TA6&.  3^5 

tes  dislàncés  AB,  BC,  d»  point  B  aux  points  inkccetsîbies  A  et 
C;  €i  comme  on  connaît,  dans  le  triangle  j4CB ^  deuk  cdtës 
AB^  B  Cf  et  Tangle  compris ,  on  aura  enfin  AC, 

II.  Réduire  un  angle  ^  un  point  ou  une  distance  à  l'horizon, 
f  1  est  rarie  que  ïé&  .sigdaux  soient  dans  un  plan  horizontal  ; 
alors  ce  ne  sont  pas  1^  angles ,  les  jpoînls  et  les  distances  ob* 
serve's,  qu'il  faut  porter  danàlèVacë  du  plan ,  mais  bien  lelirs 
Projections  horizontales  {n^  ^V^)»  Ainsi,  lorsque  le  signal,  vu 
de  Bel  de  C(fig.  208)  est  le  sommet  B'  d'un  édifice  ou  d'une 
montagne;  il  faut  substituer  A  à  B\  Vaugle  CAB  à  CB'By 
Tangle  ACB  à  B'  CB,  etc. 

Regardons  comme  connues ,  par  Tobservation  ou  par  le  cal- 
cul, toutes  les  parties  du  triangle  B^CB  ;  comme  CA  est  ho- 
rizontal, on  pourra  mesurer  l'angle  ACB'  (même  lorsque  ^ue 
sera  pas  visible)  ;  puis  résolvant  le  triangle  rectangle  CAB\  on 
aura  CA ,  et  la  hauteur  AB\  Celle-ci ,  et  l'hypote'nuse  B'B^ 
serviront  à  trouver  AB  dans  le  triangle  rectangle  BAB\  Ainsi 
on  connaîtra  le$  trois  côte's  du  triangle  horizontal  CBAy  et  par 
suite  les  angles  qui  le  forment ,  et*  là  position  du  point  A. 

Soit  BfC  (6g.  208)  une  longueur  mesurée  sur  un  terrain  en 
pente;  il  ne  faudra  porter  dans  le  plan  que  la  projection  AC 
sur  l'horizon ,  ott  a  côS  C,  Le  plus  souvent  C  n'est  que  d'un 
petit  nombre  de  degrés ,  et  la  réduction  x-=za  cos  C  manque 
de  précision.  {V.  la  note  du  bas  de  la  p.  882.)  On  préfère  cal- 
culer l'excès  de  a  sur  x^  ou  e  =  û  —  a  cos  C;  or  (n**  358) 
I — cos  6  .=2  sin''^  Cy  donc  e=2a  sin^^  C-=.\aOy  en  remplaçant 
le  sin  par  l'arc  qui  est  très  petit  :  introduisant  son  nombre  O  de 
minutes, ou  Cz=:C  sin  1'  (n*»348),  on  trouve  c=iaC^sin'i',  et 
L'i  longueur  a  réduite  à  l'horizon  est  a:=a — \aC^  sin"  i\ 

III.  Évaluer  une  hauteur  verticale  BO  t=  a:  (  fig.  190)?  Si  le 
pied  Dde  cette  verticale  est  accessible;  on  mesurera  une  distance 
horizontale  AD^  ainsi  que  l'angle  A^  et  le  triangle  rectangle 
ABD  donnera  x:=:zAD  tang  4- 

Si  U  pied  D  est  inaccessible ,  on  mesurera  une  distance  AC 

dirigée  ^%rs  D ,  ainsi  que  les  angles  AelÇ-,  et  l'on  aura 

T.  I.  25 


'  > 
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xpziAD  tang  Ay  x:=zDC  tapg  C;  tirant  le$  valeurs  de  AD^  DCf 
€t  les  retranchant  on  a  ^ 

X  X         AC.  sin  A  Ain  Ç 

tang  A       tang  C  sin  (C —  A  ) 

IV.  Un  triangle  ABC  (fig.  209)  étant  donnée  trouver  le  lieu 
d* un  point  1}  ^  en  connaissant  les  angles  ADC=  /3  et  ADB==y. 
Soient  û,  ô,  c  les  côtés  ^  Aj  B,  C  les  angles  donnés  du  triangle 
ABC  y  et  les  angles  inconnus  ABD^^^  ACD=:::jf.  Les  triangles 
ACD  et  y^^Z>  donnent  (équ.  C,  n°  355). 


z,^=lii^^ 


c  sin  X 


sin  /S  '        sin  ^ 

SiMt  déterminé  un  angle  ^ ,  tel  que  sa  tangente  soit  =  j— : — 

sin  T*    '  ' 

*on  aura  tang  0  =  -r— ^  ,  d'où  l'on  tire  (n*»  n  3) , 

sinx 

1  +  ^ang  ^     sin  a:+sin  jr 
I  —  tang  9     sin  x — sinj* 

bu  plutôt  (n«*  359  et  36o)  tang  e45«+<p)  =^^^T^É^\  •   Faisons 

pour  abréger  m=i  (^+J")'>  'ï=i  (^-^)  i  ^  ^^t  connu ,  puis- 
que ar-j-j*  est  (n*!233)  360"  moins  A-^-CDBy 

^        -  c  sin  iS  ,         . 

On  a  donc  tang  ç>  =  7—: —  ,  ,r=  m4-n  - 

^  sin  y       ^ 

tang  7i±^tang  m,  coi  (45"+?')»  ^^=^fh*—n. 
La  1'*  donne  f  ^  la  3*  n;  d'où  Ton  tire.r,  j*  et  la  position  du 
point  D,  On  pourra  même  calculer  AV ,  CD  et  i5Z>.  Quand 
tang  n  est  négatif,  7t  prend  un  signe  contraire  dans  les  valeurs 
Aexetjr»  Si  les  points  A  y  B^  C,  D  ne  sont  pas  dans  un  même 
plan  horizontal  j  il  faut  préalablement  les  y  réduire  C^) 

(*")  L^équ.  que  nous  Tenons  de  traiter  a  la  forme  A  sin  x=  B  sinr  >  et  on 
èonnatt  la  somifte  j^+<3^=2m.  Le  problème  que  nous  venons  de  résoudre  re- 
Tient,  comme  on  Toît ,  à  trouver  deux  arcs  x  et  y ,  lorsqu'on  connatt  leur  somme 
et  le  rapport  de  leur  sinus  ;  le  calcul  est  fendu  propre  aux  usages  lopo'itbmi- 
ques.  Ainsi  on  sait  résoudre  l'équ.  A  sinar=iî  sin^=B  sin  (t  «i-^*)- 


'  « 
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Nous  avçns  résolu  ce  problème!  graphiçjuement  (n**  a  12,  VI). 
V.  TrouverVairezd'un  triangle  ABC(fig.  182),  connaissant 
1®.  Les  trois  côtés  (vojr,  p.  338); 

2**.  Deux  côtés  et  l^ angle  compris  ;  dans  le  triangle  BCD,  on 
a  BD=sa  sin  Ci  ainsi,  zs=z{bx,BD  devient  jR=iû6.  sin  C, 

-    *       .  .  à  sin  A 

3*.  Un  côté  h  et  les  angles;  comme  û= 


siniS 


,  en  mettant 

.,,.,.             _,  sin-^.sinC 
cette  valeur  dansléqu.  qui  précède,  il  vient  «=i  ^o^ r— ^ — • 

VI.  Trousser  l'aire  d'un  quadrilatère  ABGD  (fig.  ^oof)  y  dont 
en  connaît  les  diagonales  AD  =  D ,  BC^D'  et  T angle  AOB  =  é, 
quelles  forment  entre  elles.  Cherchons  sépare'ment  Taire  de 
diaçùn  des  quatre  triangles;  d'après  Te'qu.  (2*.),  nous  avons, 
en  ajoutant  et  désignant  par  a,  b^  c,  d,  les  segmens  AO,  OD, 
OB,  OC  des  diagonales,  z=  \  (ac+ad+bd+bc)  sin^.  Or, 
ce  quadyinome  revient  à  (a  +  b)  .{c  +  d)  =  D>cD'',  donc 
z=^\DD*  sin  6. 

Concluons  de  là,  qu€  les  aires  de  deux  quadrilatères  sont 
équivalentes  lorsque  leurs  diagonales  sont  égales  et  se  coupent 
sous  lejnéme  angle»  (^F'ojr.f.  338.) 

VII.  Soient  A  le  côté  d'un  polygone  régulier  (fig.  1 12),  n  le 
nombre  dés  côtés,  a  le  nombre  de  degrés  de  l'angle  central 

AOBzrsa.AOG^- — =ai  le  triangle  AGO  donne 
.        '       n 

GO=^G.tang  OAG=\A.cot  (^«);  ' 
le  triangle -*^OjB  est  5=  ^GX  GO  «répété  n  fois,  il  produit 

l'aire  du  polygone  régulier=zln^\coiC^et). 
Le  triangle  ^  05=Bsin^OGx/îcos^  O  G=i/Î'sin2(^ OG) , 
ou  ^0^=lR"sin  m.  En  retranchant  cette  aire  de  celle  dusec- 

•    teur  AOBg  =:  ^^  (n**  26 1  ),  il  reste,  a.  désignant  le  nombre  de 

^       3oo 

d^és  de  l'angle  AOB, 

aire  du  ^e^mcm=îR'( -g sin«n. 

'   ^'  25..    . 
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Vlil,  Trouver  Vaire  d'une  zone  sphériqueD¥VG{fiz.  iG-j)? 
Cette  aire=clrc.  CDxIK,  (a*»  298);  or  fl  étâtit  le  i-ayoti  CD, 

on  a        ' 

i\  cire.  CD  =  i^n,     2,\  CI=Rs\ïiM,     3^  CKt^R  sin» ,  , 
A  et  m'  étant  les  latitudes  des  points  D  et  F  exprimées  en  de- 
grés ,  savoir  « s=  OD ,  a=zOF:  doue 

IK=CK—CI^R  (sin  «'-  sin  «), 

et  d'après  les  équ*.  (6)  page;  378, 

aire  zorre  ^pi^r.  rs^îrfl'sin  i(/-*#)cos^(«t'+«)« 

On  prend  a'  négatif  quand  le  point  F  est  situé  de  l'autre  côté 
de  l'équateur  0<C,  c.*-à-d.  quand  l'équateuresl  compris  entte 
les  cercles  des  ueux  basés. 

IX.  Soit  r  le  rayon  OF  Cfig.  68)  du  cercle  inscrit  au  triangle 
ABC'y  dans  le  triangle  AOF,  l'angle  OAF  est  ràoitié  de 
CAB=zA,  OF  =  AF.  tang  ^  A,  ou  r=  ' p—a)  tang  ;-  ^,/î étant 
le  demi-péri mètre  de  ABC  (n**  2io,I);  c'est  une  valeur  plus 
simple  que  celle  du  n**  3i8 ,  IV.  On  y  a  vu  que  l'aire  z  de  ABC 
e^tpr;  on  a  donc  z:=sp  (p — a)  tang|^.  Ces  équ.  peuvent  servir 
à  trouver  un  angle  et  un  côté  du  triangle ,  connaissant  z  ou 
r,  etc« . .  % 

X.  Soit  la  corde  ^D^Ar  (fig.  168),  l'arc  ^^D=ra  qu'elle 
soutend,  R  le  rayon' .S-^,  le  triangle  rectangle  SAb'  donne 
Ab'=Rsin{a,  d'où  k?=.7.R  sin^a.  Cette  équ,  donne  la  gradua- 
tion a  d'un  arc,  connaissant  sa  corde  k,  ou  réciproquement. 
Quant  à  la  longueur  de  cet  arc,  voy.  n"  348. 

Voici  un  usage  important  de  cette  formule.  On  ne  peut  se 
servir  du  ra^/?oriewr  (p.  239)  pour  former  un  angle  d'un  nombre 
de  degrés  donné ,  que  lorsqu'on  ne  veut  pas  une  grande  exac- 
titude. Prenez  un  rayon  arbitraire  SA,  dôht  La  longueur  i{  soit 
mesurée  sur  une  échelle  de  parties  égales  très  serrées  (p.  265); 
notre  éq.  donne  les  parties  que  contient  la  corde  k.  Portant 
donc  sur  l'arc  ABD  une  'oùvér'tùVe  ADi±ik ,  menant  SA  et 
SD,  l'an^c  ASD  sera  celui  qu'on  demande.  L'erreur  de  cette 
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^0|)strupUon  est  cpipprise  ^a^n^  la  seqle  épaisseur  des  traits. 
Kox^  ^ypns  publié ,  f ou§  Je  titre  de  Goniomitrip ,  une  table 
Ir^gç^Kai:!;^  de^  loa^j^eji^s  des  cprdes. 

XI.  Pour  avoir  l'expression  du  '^Q^^rnf  et  un  tétrçthdre  quel- 
conque^ soient^  Tangle  de  deux  faces,  C  le  côté  qui  les  joint, 
ff  eth  les  perpendiculaires  à  cette  ligne  abaissées  des  angles 
opposés  >  hauteurs  de  ces  faces  triangulaires  ;  /ft  sin  f  est  la  bau<^ 
teur  du  tétraèdre,  \CH  est  la  base;  ainsi  le  volume  est 
Œ^C^A^finrp. 

XIT.  Soit  un  quadrilatère  ABCD  (fig.'  191);  désignons  par 
a^  b„]ceid\ti  jqôté^^  et  çwf{ab),  {kc)*  •  .,les  angles  fpriuéspav 
les  côtés  a^tb^  b  et  c, , .  ËpprPJ^taQ^^iP,  OC&tBCmr  AB, 
on  a  AEs=d  cos  (ad),  EF=zc  cos  (ac)^  FB  =  b  cos  {ab)\  et 
comme  AB  3=?  a=:  AE  +  EiF  +  FB,  on  obtient 

a^=,b  cos  {ab^-jf-c  c^s  (oc)  -f.-<f cos  (ac?) : 
de  même  bz=racos(ab)+cco^{bc)^dcos[bd)y  ^ 

c^^a  cos  (ûcj-^J-  i  cos  (^c)-f-c? cos  [cd), 
d=:acOs(ad)^b  cos  (bd)'\-c cos  (cd)y 

^û  r£i^£|Kqj9Ant  qijbe  Içs  proj/ecjlipns ,  <^ui  sont  ^oi^tractives,  ont 
pour  facteurs  des  cosinus  négatifs.  (  P^oj",  p.  358  et  367.) 

Multiplions  cps  équ.  respectives  par  a,  b,  c,  d,  puis  du  i" 
produit,  retranchons  la  somme  des  trois  autres;  il  viendra 

a'=6^+c*-f  ^f"— 2[6ccos  {bc)+p4^QS  (bd)+çd  cqs  (cd)']; 
on  aurait  aussi 

c';=a'4-^*+É?* — Ji[ab  cos  {ab)+ad  cos  {ad)+bd cos  (ffd)]y 
et  ainsi  des  autres  côtés. 

te  même  calcul  s'applique  au  pentagone,  etc.  En  général, 
dans,  tout  poljgone plan ,  le  carré  dun  côté  quelconque  est  égal 
à  là  somme  des  carrés  des  autres  côtés,  moins  deux  fois  les 
produits  dfux  ç.  deux  de  ceux-ci ,  par  le  cosinus  de  l\angle 
qu'ils  comprennent. 

365.  Le^  lignes  trigonométriques  servent  souvent  à  faire  des 
transformations  qui  pendent  les  formules  propres  aux  log:  ou 
à  résoudre  des  équ.  En  voici  quelques  exemples. 


% 
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,1.  Trouver  par  log.  la  ^omme  de  plusieurs  quantités  7  soit 
j^=,A  («+*).  On  suppose  que  a  et  6  sont  des  expressions  algé- 
briques assez  compliquées  pour  que  l'emploi  des  log.  puisse 
avoir  de  l'avantage.  Posons 

tangjEs* — ••••(i). 
et  éliminons  a;  il  vient     ^ 

^  Vtjmgz^^   /  \       smz      /' 

mais  sin  45^=s  ^\y  donne  sin  4^^.  y^a  =  cos  4^^.  ^i  =i  ;  en 
multipliant  le  numérateur  par  ces  i*"  membres  >  on  a 

j  --r-,    .  y   (sin  «.cos  45®+cos  «.  sin  45®) , 

sin  z 
Téqu.  (i)  fait  connaître  rarc;^,  et  (a)  donne  j". 

Pour  ar=  ^  ( a  +  *4"^)  »  ^^  ^^^  'ci-dessus  ^=i,  et  on  a 
j^=rfl-|-ft,  d'où  as=^(j^+c),  expression  qu'on  traite  par  1» 
même  méthode. 

II.  Résoudre  par  log.  une  équ.  du  2*  degré  ? 
1*'  CAS.  Soit  x*'j'pcc:szq,  q  étant  positif.  On  a 


Soit  posé  tang  ç  =--^ . .  • .  (i) ; 

cette  éqù.  fera  connaître  l'arec  :  éliminant j9^ 

x  = ^^-^-(idiséc^)  =— i/sf  — r^ \ 

tang  ç  "^  ^V     sm^     / 

Si  l'on  prend  le  signe  —  ,  Téqu.  M.  p.  872,  donne 

X  s=  \/q .  tang^^ . .  ^. .  (2). 
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Pour  le  signe  +,  comme  lang|«=— ^ — 2 — ,  on  a(*) 

I  +C08  ç 

•  ar=— v/ycoti^ (3). 

2*  CAS.  Soit  x^'+px+çisso^q  étant  toujours  positif;  posons 

.  sin(p=  -r^----  (4)> 

ce  qui  suppose  que  p^'^x/q^  ^^iP^^>Çj  condition  ne'cessaire 
pour  que  les  racines  soient  réelles  (n®  iSg).  En  changeant  q  en 
—  q  dans  la  i'^  valeur  de  x  ci-dessus  et  éliminant /?>  il  vient 


i/q 


sm«>^  •'  V/^-tang;-^...  (5) 

lorsqu'on  prend  le  signe  — ^  ;  le  -f-  donne  {*). 

jf= — v^jcot^^. . ..  (6). 

Dans  ces  deux  cas ,  lorsque  p  est  négatif,  on  en  porte  la  valeur 
avec  son  signe  dans  les  expressions  (i)  ou  (4),  ce  qui  les  rend 
négatives,  puis  on  obéit  à  la  règle  du  n^  349  '  ^^  ^^^^  ^^  prend 
/yposi^f  et  on  change  de  signe  les  deux  racines. 

III.  Résoudre  Téqu.  /i#sin  a:+ccos  x=:i? 

Posons  lang^=- (i); 

éliminant  c,  il  vient 

,         .  .       .  /sin  ^cos  Jf+ stn  arecs  ^\ 

ù=zn  (tanff  o cos  x  +  sin x)  =7i  1 ), 

^      ^^  '         \  ces  ^  / 

,,   ,  .     ,     i     .       àcos  (f> 

dou  siu  (0+j:)  = (2);  • 

n 

l'équ.  (i)  fait  connaître  l'arc  (p,  (2)  donne  Tare  ^4-^,  et  par 

suite  l'inconnue  x  (**). 


{*)  Chacune  des  équ.  (i)  et  (^)  donne  pour  ^  deux  valeurs  qui ,  introduites 
dans  Tune  des  deux  formules  a  et  3,  ou  5  et  Ç,  suffît  pour  donner  les  deux 

racines. 

{**)  Soit  proposé  cette  question  :  construire  un  triangle  ABC(ûq.  iq^X 
avec  les  côtés  donnés  ACrrzb,  AB:=zc,  faisant  un  angle  inconnu  A  =  a:,  qui 
soit  tel,  que  le  segment  CD  soit  égal  à  la  perpend.  FE  menée  du  point  donné 
F,AF=:n.  OHaFE  =  nsinx  =  CD,  AD^c  cos  x,  et  Téqu,  iiO+J)G=  & 
devient  celle  que  nous  venons  de  résoudre. 
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IV.  Résoudre  (*)  réqi^.sin (x+k)  =  m  sin  ( x  +  /)  ? 

Posons  *+l(*+0=J'- 

d'après  Téqu.  E.  On  en  ^re 

i+m  ^        I   ^  »       1 V 
taBg  ^  ==:-— ^  tajjg  i  (  /  —  *  ). 

G^ttè  dqu.  donne  j*,  et  l'ou  trouve  jensuite  x.  Si  l'an  pose 

77i=tang0,  d'où  --iL_  s=i— L---JLJ  s=:tang  (45**—  9) , 
^^^         1—- m      I — tang^  **^^ 

on  a  tangjr=tang  (45® — <f) .  tang^(/— ^). 

III.    ÉQUATIONS    DE    LA    LIGNE    DROITE    ET    DU    CEROLE. 


Équation  de  la  Ligne  droite. 

366.  On  nomme  équ,  d'une  ligne  BMZ  (fig.  au)  la  relation 
qui  a  lieu  entre  les  coordonnées  x  et  y  de  chacun  de  sespainis  / 
en  sorte  que  si  Ton  conçoit  que  Tordonne'e  PM  se  meut  paral-^ 
lèlement  en  glissant  le  long  de  Ax^  et  que  sa  longueur  varie  en 
même  temps  que  celle  de  l'abscisse ,  de  manière  que  cette  équ. 
entre  x  et  jr  soit  toujours  satisfaite ,  l'extrémité  M  de  l'or- 
donnée décrira  la  courbe. 

On  peut  envisager  l'équ.  de  la  courbe  comme  renfermant 


(*)  Dans  le  triangle  ABC  (fig.  20),  on  connaît  la  base  AB=zc,  et  le  rap- 
port a*  6=3: m  des  deux  autres  côtés  iiC,  J)C;  on  demande  de  construire  ce 
triangle  sachant  que  si  dea  angles  inconnus  il ,  B ,  on  retranche  les  angles 
donnés  CAD  =  A,  CBD=  /,  il  en  résultera  un  triangle  isoscèle  ABD.  L'in- 
connue est  Tangue  f  =  DAB  =  DBA  ;  la  proportionnalité  des  sinus  des  angles 
CAB  =  x4-*,  et  CBA=x'-+-/,  aux  côtés  opposés  ft  et  a,  dont  le  rapport  est 
ûonnu  =m^  donne  Féqu.  ci* dessus ,  d'oà  il  s'agit  de  tirer  or. 


f- 


4eHX  i^i^eppimes  x  et;  j-j  dont  l'une  esi  arittâiHHio.  Qufon  prenne 
pour  jp  upp  yMenr  qweUpnque  fl  ;  s'il  ea  résulte  pourj^lenom* 
bire  r^çtl  A;  le  pçiot  doi^t  les  ooQrdoottées  sont  a  et  6,  que  nous 
désig^ierona  p^r  le  poi^^t  (^  ^}  ^^sei^^  un  de  ceox  de  la  coiurbe. 
Pe  mêtigie  si  ^p=;û'  àoimejrzszb'y  etc.  NpU^  éqjù,  indétermiûëâ 
fera  ainsi  connaître  une  inOnité  de-points  doqt  le  système  est 
la  courbe  même;  et  Ton  peut  employer  ce  procédé  pour  en 
trouver  divers  points ,  s'assurer  de  la*  figure  qu'elle  a£Pecte  et 
des  panicularite's  que^présente  son  «ours.  C^est  ce  qu'ion  verra 
aiMiveiit ,  pa^  la  suite. 

Par  ex. ,  j-  =  6  est  visiblement  l'équ.  d'uhc  droite  MN 
(%.  aïo)^  pwraUèle  à  l'aice  Ax ^  AQ  étant=5  6;'j*==:  o  est 
Véqu.  de  Taxe  des  x.  Dé  même  jf  =s  a  est  celle  de  P3/,  pa- 
vallèlttà  l'axe  ^,  AP  étant  =.^;  et  j:=  o  est  Téqû.  de  cet 
axe  même. 

367.  Cberchons  î'équ.  d'une  droite  quelconque. 

1°.  Si  eU^  passe  par  V origine,  telle  que.t^A'(%.  21a);  de  quel- 
que point  D,  iV"...,  qu'on  abaisse  les  ordonnées  DC^  PN.,.,  , 

*    DC        PN 
on  aura  toujours-—^  =  -^^  ==. . . .  Sott  donc  a  U  rapport 

A%u  Air 

constant  de  chaque  abscisse  à  son  ordonnée ,  Véqu.  de  la  droite 

^IVest 

jr  =ax. 

Lorsque  les  coordonnées  sont  rectangulaires,  dans  l'un  quel- 
conque de  ces  triangles,  on  a  (n*'354),  PN=:=AP  tang  A,  On 
voit  que  0  désigne  la  tangente  de  l'angle  fue  la  droite  Jait  ai^ec 
Vaxe  des  x*  Plus  Tangle  NAP  croît,  plus  a  augmente;  si  la 
droite,  tell,e  que  AN\  fait  un  angle  obtus  avec  les  ar  positifs, 
a4evient  négatif,  et  l'équ*  .prend  la  forme j"=—  ux;  ici  a 
est  la  tangente  de  l'angle  N'AE,  On  voit  en  effet  qu'alors  les. 
abscisses  positives  répondent  à  des  ordonnées  négatives,  et  ré- 
ciproquement. 

Mais  si  l'angle  J'^a:  n'est  pas  dioit,  le  triangle  NAP  donne 

Mn  Hf  AP     V 

-, — —^-=^'=^(1  ;  donc  alors  a  est  le  rapport  des  sinus  des  an- 

miANP    X       '  ^^ 


<nt  petpendiculaiKe  à  ftne  amr^  4mêe,  o^,  g¥,i  Jif^fi  éfyec  ^U^ 
un  angle. connu.  Soieptj'açrûar  +  ^réqfi,  de  la  4fç4tedQn]^, 
j.tsiax-hb'  cell^de  \a  droita  ioCpQDtte;  if  fcut  ^'tfiirpaifter 
a'  et  Z^^D'abordy  puisque  celle-ci  passe  par  le  point  àoïiWip^jy) 
en  a  Ifeqii. y  *^j^  car  «'  (x  ir- j?')  ;  il  rfi&te.  à  trouver  <?'• 

}^,  Si  la  djroite  ^stparaUkk  k\fi  i'%  onj^  ^S9;a';  Kéqu.  (i) 
est  celle  qja'on  demaBde. 

2°.  Si  elle  doit  êtve  perpendiculaire ,  W+ 1 39  p  ;  d'où 

a'=  —  ;î,  J-— y=— i  (a:— ar') ....  (5). 
a  A 

3®.  Si  les  droites  fout  eutce  elles  un  angle /^'doi)t.lA  long,  soit 
donnée  =  772,  on  fait  m=;3tang /^^  dans  l'équ.  (2),  et  l'on  a 

'ûffw  +  i  «7?» -4*1 

Par  ex. ,  si  m-=zi ,  on  a  l'équ.  d^uue  droite  inclinée  de  ^5^  sur 
laproposée  , 

3^2.  Trou\^r  le  point  de  rencontre  de  deux  droites  données. 
Soient  j"=ûar  +  A,  j*=a';r  -j-  b'  leurs  équ.  L'a:  peut  bien  être 
le  inêine  pour  ces  lignes  dans  toute  leur  étendue  ;  mais  Vjr  dif- 
fère. Lé  point  où  elles  se  coupent  est  le  seul  pour  lequel  x  et 
jr  soient  les  mêmes.  Si  donc  on  élimine  ces  variable^  »  on  aura 
les  coordonnées  du  p#int  de  rencontre  :  ce  calcul  est  facile  ;  il 
donne 

_h'—b        _  ab'—n'b 
''-' a—a'^'^—    a^à   ' 

En  généra] ,  si  l'on  éliminent  etj- entre  les  équ.  de  deux  lignes 
courbes,  on  obtiendra  les  coordonnées  de  leurs  points  d'inter- 
section ;  c'est  même  pour  cela  qu'en  faisant ^^=0 ,  ou  x=o ,  on 
trouve  les  points  où  la  ligne  coupe  les  axes  des  x  ou  desj^,  car 
ces  équ.  sont  celles  de  ces  axes. 

-   373.   Trouver  la  dislance  entre  deux  points  donnés.  Soient 
(x\y)j  (jc",  j")  cejB  deu?c  point»  situés  en  M  eiN  (fig.  5ii4)> 
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menons  MR  parallèle  à  Ax,  et  le  triangle  rectangle  iVMR 
donnera  MN^'z^  MR^+  RJV^  :  or,  on  a 

la  distance  cherchée  MN:=z  ^  est 


^=  v/(^'-^')*+(j-"-y)*..  (7). 

La  distance  AM  du  point  Af  à  l'origine  és,t  J^=t/(j/"-f-y')- 

Si  les  deux  points  devaient  être  situés  sur  une  droite  BN 
donnée  par  son  équ.  jr  =:  ax-^-b ,  x'  yjr\  x^j^jr"  devraient  satis- 
faire à  cette  équ. ,  d'où  j'sic  ax'  \-  b ,  yz=:zax"'\-  6 ,  et  par  con- 
séquent «^  =  {x" — or')  V/(i  +«'). 

3  74.  Trou{fer  la  distance  et  un  point  à  im^  ligné  donnée. 
Soient  j-rrrûx-f-ô  Téqu.  de  la  droite  BC  (fig.  2t5)^  ^fiyfà 
M'  ix\y)  le  point.  Il  faut  i®.  abaisser  la  perpendiculaire  M^f 
sûr  BC;  n^.  chercher  le  point  N  de  ireticonite  de  cfes  WgùJe^  ; 
3**.  mesurer  la  distance  M  Non  Af'iV=<^.  Prati(}udns  teis  oplé^- 
rations  en  analyse,  k^.  L'équ.  de  la  droite  indéfinie  MM'  qui 
passe  par  le  point  (j:',  y) ,  et  qui  est  perpenditulaire  à  BC, 
e^t  (5)',  n®  3'ji;  2°.  on  éliminera  a:  et  j*  entre  les  éqù.  des 
deux  droites,  et  on  aura  les  coordonnées  du  point  iVd'ititer- 
section  ;  S**,  enfin ,  on  mettra  ces,  valeurs  pour  x",  y,  dans  la 
formule  (7). 

Mais  puisqu'on  cherche  x — x'  et  jr — y^  le  calcul  se  sim- 
plifie en  préparant  ainsi  Yéqn.jr^zzax  +  b  : 

^— y=M(j:— a:')+ô+iw:'— y,  jr—y=—^  (  x— x  )  ;  d'oii 

a  t 

V 

a(r'—ax'-^b)'  ,  y^ax-^b 

\ 

/y^ài^ax'^^b\^ 
mmixie  des  carrés  de  ces  quantités  est  f  — j_   4  ;  )  (1  +«*  )  t 

r'—  aa/  —  b 
donc  ona  J'rs •=^—-77 — ,     ,v    , 
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pour  la  distance  cherchée*  ou  la  longueur  MNtm  HfKie  la 
perpendiculaire  {*). 

375.  En  général ,  les  problèmes  relatifs  à  la  Kgne  droite  sbnt 
dei  deux  sortes  : 

i'.  Ou ^  une  droite  étant  donnée,  on  cherche  celui  de  ses 
points  (a/,  y)  qui  satisfait  à  une  condition  exigée,  a  et  ^  sont 
connus  dansj^=  ax^^^^b;  de  plus,  la  condition  à  laquelle  le 
point  doit  satisfaire  étant  traduite  algébriquement,  on  a  une 
seconde  relation  entre  x'  et  y.  L'élimination  fait  donc  con^ 
naître  ces  coordonnées.  On  pourrait  avoir  plusieurs  droites  et 
plusieurs  conditions  données  ;  mais  les  choses  auraient  en<;Dre 
lieu  d'une  manière  analogue . 

2**.  Ou  l'on  cherche  une  droite  qui  satisfasse,  par  sa  position, 
à  de  certaines  conditions  ;  alors  a  et  b  sont  inconnus  dans 
j*=aj:  +  6,  et  le  problème  consiste  à  les  déterminer.  Or,  les 
conditions  données,  traduites  eu  analyse,  conduiront  à  des 
équ.  qui  feront  connaître  aetb;  elles  ne  pourront  être  qu'au 
nombre  de  deux,  à  moins  qu'elles  ne  comportent  elles-mêmes 
de  nouvelles  inconnues. 

376.  Voici  plusieurs  exemples  où  ces  principes  sont  ap- 
pliqués. 

I,  Partager  en  deux  parties  égales  V angle  que  forment 
entre  elles  deux  droites  données^  k& y  AC  (fig.  a  16).  Traçons 
deux  axes  rectangulaires  Ax^  Aj^  par  le  point  A  de  concours 
des  lignes;  leurs  équ.  sont  j-zzzax^  j-^ss^bx^  a  et  b  étant 
donnés.  Soit  jr=-koo  celle  de  la  droite  cherchée  AD  ;  il  s'agit 
de  trouver  k. 

L'angle  DAB  a  pour  tangente  ——r(n®37i);  celle  de  l'angle 

I  "j"ÛAC 


(*)  v^(i+^*)  comporte  db  ;  mais  il  faut  préférer  le  signe  qui  rend  /"positif 
(n^  108).  Or,  Tordonnée  du  point  B  ou  R' de  BC,   qui  a  3/  pour  abscisse' 
étantr=^+^>  suirant  que  le  point  donné  sera  en  M  ou  en  M'  c.-à-d. ,  en- 
dessus  ou  en-dessous  de  la  ligne ,  on  lAira  y^.on^  ax'-j-^  :  donc ,  dans  le 

ax' ^b — y* 
a*  cas ,  on  prendra  /"= 
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todCt^t  i=^  ;  donc  ^  =  ir*  ;  d'où 

i+bk'  i+a*       i  +  W 

.,      2(afe— 1) 

On 'tire  de  là  la  valeur  de  ^,  et  on  la  substitue  dansj'  =  A-x. 
Comme  il  y  a  deux  rapines  réelles ,  k'  et  k"^  le  dernier  ternie 
—  I  est  leur  produit,  ou  ^'^''+1=0  ;  ce  qui  apprend  que  les 
deux  lignes  JDy  AE,  ainsi  obtenues,  sontà  angle  droit (n"37o). 

Si  les  axes  ne  passaient  pas  par  l'origine  A ,  Téqu.  cherchée 
serait  jr'--y:=ik  (ar— a:'),  k  ayant  la  valeur  ci-dessus ,  et  x',  y 
étant  les  coordonnées  du  point  de  concours. 

Quand  Tui^edes  droites  AC  est  Taxe  des  Xy  As=o,  et  on*  a 

o^k 
simplement  A' 4 =1. 

II.  Etant  données  les  droites  ABj  Ax{^\q.  217),  quel  est  le 
point  D  (j/,y)  tel,  que,  CD  étant  parallèle  k  Ax^  on  ait 
AC±=:  CD?  Prenons  A  pour  origine,  Ax  pour  axe  des  x  ; 
soient  ^/=rm,  jr=zax  Véqn,  de  AB;  enfin  menons  ^Z>,  et 
supposons  que  jrzrikx  en  soit  l'équ.  ;  a  est  donné,  et  il  faut 
trouver  m,  x'  et  y,  ou,  si  Ton  veut,  x'  et  k. 

On  a  CD  =  ^J£ — AI  zszx'  —  7» ,  et,  par  condition , 
-.^C^=m»4.y'»=(V— m)*;  dOncy'=ar''— amar'. 

Or,  le  point  C  est  sur  >^i?,  et  D  sur  AD;  donc  y-=iam  et 
y^nkx' .  Éliminant  m  et  y,  il  vient  û^*+2it*=  «,  équ,  qui 
prouvet(probl.  I  )  que  AD  coupe  par  moitié  Tangle  BAE  :  x' 
ne  restant  pas  dans  le- calcul ^  est  arbitraire;  ainsi,  tous  les 
points  de  AD  satisfont  à  la  question ,  qui  a  une  infinité  de 
solutions. 

III.  Trouver  les  équ.  des  perpendiculaires  AF ^  CE^  BD 
(fig.  218)  menées  de  chaque  angle  du  triangle  ABC  sur  le  côté 
opposé,  la  base  AC=zb  étant  prise  pour  axe  des  x  et  Vèrigine 
est  en  ^  ;  le  sommet  B  {x^y)  détermine  le  triangle. 

La  droite  AB  a  pour  équ.  j^=ûar,  a  étant —, ,  parce  qu'elle 
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passe  en  ^.  Il  est  aisé  d'avpir  de  même  celle  de  la  droite  BC, 
menée  par  B  {pc  yj)^  etC  (b^  o);  on  a  donc,  pour  ïes  équ.  de 
AB^lBC, 

De  plus  CE  passe  en  C  (6,  o)\  AF  par  l'origine  ;  leurs  équ. 
sont  donc  de  la  forme  jrz=z  A  {x-^b),  y^rzBx  ;  la  condîUon 
d'êtore  perpendiculaires  aux  précédentes  donne  (n*  870)  \ 

donc  les  équ.  des  perpendicuUîres  sont 

,  •/  •/  * 

Pour  trouver  le  point  O  où  elles  se  coupent,  il  faut  éliimner 
aretj*;  on  trouve  a: =ar'=  l'abscisse  AD  du  sommet;  ainsi  ce 
point  O  est  sur  l'ordonnée  ^/>.  Donc  les  perpendiculaires  abais- 
sées des  trois  angles  d'un  triangle  sur  les  côtés  opposés  se  côu-^ 
pent  en  un  même  point.  En  décrivant  sur  ^C  la  demi-circonf. 
AEFC,  et  par  les  points  F,  E  d'intersection  >  menant  AF  et  . 
CE\  puis  enfin,  par  le  point  O  de  concours^  traçant  BDj  on 
aura  les  trois  perpendiculaires. 

IV.  Trouver  un  cercle  tangent  aux  trois  côtés  dun  triangle 
ABC<  fig.  68).  Chetchons  d'abord  un  poiht  O  («,  jS),  qui  soit  à 
égale  distance *de  AB  et  AC  ;  en  conservant  la  notation  précé- 

y 

dente,  l'équ.  Aq  AC estjr=sr<—,  or,  donc  les  longueurs  OE  , 
Oi^  deâ  pèrpeadicvlaires  sont  (n°  3i;4) 

On  a  ACsszby  et  l'on  metdz,  parce  que  le  point  inconnu 
0(tt,  fi)  peut  être-en-dessus  ou  en-dessous  de  ^C  «  et  ^  sont 
déterminés  par  OE:=OF,  ou «57-'=^  (x'±b)y  équ.  unique;  ce 
^ui  prouve  qu'il  y  a  une  infinité  de  points  O,  à  égale  distance 
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àt  AB  ti  ACj  lesquels,  étant  sur  la  ligne  dont  Téqu.  est 

j  ss (  .^      J  ^  j  sont  situe's  sur  deux  droites ,  qui  passent  par 

le  sommet  A,  et  font,  avec  la  base  ABj  des  angles  dont  les  tang. 

sont — tzlT'-  Comiiie  le  produit  de  ces  tang.  se  réduit  à  -^i,  à 

cause  de  x'*+J^'  =^'i  ^^  àexvL  droites  sont  perp.  entre  elles  i 
Jl  s'agit  de  trouver  la  position  de  Tune^  AO  (fig.  68). 

Comme  tang  BACz=i  5? ,  on  a  cos^=         ;     y  ■  =  ^  ; 

d*oùtang^^as=i/>^--— P=^    ,^      (ilf,  n^SSg,  etenmuU 

tipliant  haut  et  bas  par  c+x')  :  donc  OAB  =  ^  BAC;  ce 
qu'on  sait  d'ailleurs  (n^  210 ,  I).  Si  Ton  mène  OA  et  sa  perp. , 
coupant  par  moitié  Tangle  BAC  et  son  supplément ,  le  centre 
cherché  sera  sur  ces  lignes.  En  traçant  COj  qui  divise  par  moitié 
Vangle  C,  et  sa  perpend.,  puis  faisant. la  même  chose  pour  B , 
les  intersections  de  ces  six  droites ,  combinées  deux  à  deux  , 
donneront  quatre  points  qui  seront  les  centres  des  cercles  tan- 
gens  cherchés  i  l'un  est  inscrit  au  triangle  >  les  trois  autres  sont 
tracés  extérieurement. 

Au  lieu  de  faire  les  trois  perpend.  ODj  OE^  OF  égales 
entre  elles ,  on  pourrait  se  proposer  de  trouver  le  point  O 
par  la  condition  que  les  rapposts  de  ces  Ipngueurs  fussent 
donnés. 

V.  Par  le  point  M  (Gg.  219) ,  tracer  NQ,  qui  coupe  Tangle 
NBx^  et  forme  le  triangle  BNQ  dont  Vaire  soit  donnée.  Bx 
et  By  étant  les  axes,  les  données  sont  tang  NBx=a  et  le 
point  ilf  («,  iS)  ;  l'inconnue  est  BQz=z.  L'équ.  de  NQ,  qui 
passe  ea  Q  {Zj  o),  est  jrssiA  {x — z)  ;  cette  droite  passe  aussi 

en  M  {m  y  fi)  ;  d'où  A  = .  L'équ.  de  BN  t%Xjr:=:ax.  Éli- 

minant  x  pour  avoir  1'^  du  point  commun  TV,   il  vient 
(  A '^a)jrz=z  Aaz'j  d'où 

•^       A  —  a       j8.^a«i4-  az* 
T.  I.  26 
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Or,  meuàki^  j^-MpanlUôle  à  BNy  et  faxsong  ABtxtm»  L'é{u.  «te 

-^M,   qui  passe  en  il/  («,  jS),  est  j- — ^/8=a  (a:-«— «t ), :  pgui  le 

point  jiy  Jt=o  ;  d'où  am=:am — /S.  Introduisant  ci-deé$vte  am 

fis 
pour  a« — fiy  il  vient  j-=  ND=z . 

Cela  posé,  quelle  que  soit  l'aire  donne'e,  on  pourra  tou« 
jour ^  là  trànsfotmei*  en  un  rettànglé ,  dont  la  hauteur  »fftk\t 
PM=:R  et  dôAt  k  serait  la  basé.  On  devra  doiie  avoir 
Iifitrz^zy^  ou  z' —  dkz^2im=o  ;  ce  qui  donne  deux  solu- 
tions fa^^ilés  à  cèù^truire  (n^  33o)  :  la  seconde  a  lieu  quand 
la  droite  iVÇ  coupe  le  supplément  de  Tatigle  NBQ.  (/^<y«& 
n*»  334.) 

On  pourra  s'^exercer  sur  les  prQblèmes  suivans  : 

YL  Ëtant^oa&ées  les  équ»  de dôHx  droïieé  JlB,AC(&g,  2 16>; 
prendra  dea  p^t&«8  égales  uiS^  JtC,  calculer  la  l«»gu^]|r  BD 
dela<  HioiUé  de  b  C0rdt  BC\  et  en  conckire  l'angle  BAC  LiEi 
forn^(Ue  dait  s'accorder  avec  (1),  n''  370 . 

YII.  Dans  la  méiiteieîrtcnïstaftèe ,  oherchet  l'ëqu.  d«  la  corde 
BC^  et  celle  de  sa  perp^nd*  AD,  dont  la  direction  doit  s'aïc^ 
corder  avec  le  problème  I.  ^ 

VIII.  Les  perpend.  DO,  jPO,  EO  (fig.  aio),  élévéeé  stir  le 
Éailieu  des  côte's  d'un  triangle  ABC,  concourent  en  un  même 
point  O.  En  général,  si  Z7  et  F  sont  situés  d'une  knanièr^ 
quelconque  sur  les  côtés  AB  et  BC^  mais  divisent  ces  côtëd 
prè|>orti<)ntie11ement(  la  droite  l>f*êst  parallèle  à  AC),  toutes 
lés  perpénd.  Z>0,  FO se  coupent  en  des  points  0  Situés  Sur  une 
iiiiêmé  droite  qui  passe  ^ar  le  sommet  B. 

ÏX.  Trouver  les  équ.  des  lignes  to,  AF^  ^Ê  Çfig!  220)^ 
menées  des  milieux  des  côtés  du  triangle  ABC  aux  angles  op- 
posés ;  prouver  qu'elles  coUdourent  en  inème  point^G,  qui 
est  aux  ^  de  chacune ,  k  partir  du  sommet  de  l'angle. 

Plus  généralement,  si  sur  deux  côtés  AB ,  BC  d'un 
triangle,  on  prend  des  parties  quelconques  ADy  <?F propor- 
tionnelles à  ces  cotés,  lestlroites  CD  et  AF^e coupent  en  ua 


\ 


^in»  G,  situé  tux  U  ligne  menée  d«  l'aDgl*  Ban  milka  JF 
du  coté  oppow'.  * 

Consultez  le  Recueil  des  proposiUam  de  M.  Pmttm. 

Du  Cercle,   • 

377.  La  distance  iî  d'un  point  if/ (scj')  à  l'origine  C (fie.  aai) 
«st  fl=  l/(ar»+^»),  les  axes  étant  à  angle  droit  ;  ainsi  l'équ.  du 
■cercle  est  * 

puisque ,  pour  tous  ces  points ,  la  distance  R  est  constante 
Le  même  raisonnement  (équ.  7,  p.  397)  prouvç  que    .' ,  , 

«t  l'éqn.  d'iM  cercle  dont  le  centre  a  pour  coordonnées  «  et  jS» 
<3iiaBd  l'erigina  est  à  l'extrémité  O  du  diamètre  *;^,  j9  sa  o  * 
et  l'on  a  («—«)•  4.^«îa«»^  ou  plutôt  ^^    •     ; ,  ' 

Si  les  x^ty  font  un  angk>,  le  triangle  CPMfkV^^^ 
P  =  i8o«  —  y^  et  la  distance  constante  CM=:R  de  tous  les 
points  du  cercle  au  centre  C,  prrs  pour  origine ,  est  donnée  par 
î'équ.  Z>  (n- 355)  :  Téqu.  est  donc 

^*+J*+  ^^^  «os  ^.obbRi^.  . ,  (^.  ^    . 

Il  est  bon  d^  s'exercer  à  r^cwnaUtr^  \^  iSgwe  dl^^eHotttbe 
^t  se«  proprifili»  4'apris  ^pi^i  équ,;bie»  q«^«egchof^fioie|tf 
connues  pour  le  cercle,  p<Hi8  j^UicjnSj,  pr^» g twt4'iwi:«wiii|ai| 
«US»  simple,  uwntrw  le  parli  q»?Q»  p««t  tir^r  d^^m^Hôns 
4es  <;ourlHi3  pour  att^^d^^  k  ce  but,; 

378.  Comrae^=ifcv/(^^—ar«),  à  chaque  abscisse  (fig.aai) 
repondent  deux  ordonnées  égales  et  de  signes  contraires  ;  de 
sorte  que  la  coiu-be  est  coupée  par  Ox  en  deux  parties  'qui 
coïncident, lorsqu'on  plie  la  figure  suivant  Ox.  La  même  chose 
a  Ueu  pour  Djr,  En  faisant  ^  :=  o,  on  a  jr  ==fc  /?,  et  les  points 
J-  et  D  de  la  courbe;  plus  x  croît,  plus  V/(fl*-^:r'») ,  çAj^  - 
décroît  jusqu'à  x  :==  B,  d'o»^»  o  :  ^io«i ,  1^  f^fh^  j^  jfJt 

26.,  • 
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s'abaisse  sur  l'axe  des  x  qu'elle  rencontre  en  v^.  Elle  ne  s'étend 
pas  au-delà  de  A^cax  jr  devient  imaginaire.  De  ces  notions 
résulte  la  figure  de  la  courbe. 

Toute  droite  CM  menéejMir  Je  point  O  {r^R^  o)  a  pour  équ. 
jr:=za{x'\'R)  ;  de  même  pour  ^  (+fl>  o)  >  J"=«*'(^ — R)  est 
Téqu.  de  MA.  Le  point  M  de  rencontre  de  ces  lignes  a  pour 
coordonnées 

a'+  a   -,  iiadR 

a  —  a  a  —  a 

Pour  que  ce  point  soit  situé  sur  la  circonf. ,  il  faut  que  l'équ. 
a^'^'j^zszR^  soit  satisfaite  par  ces  valeurs.  Ainsi  aa'  (  i  -f'aâ')=o 
est  Téqu.  de  condition  qui  exprime  que  les  deux  cordes  se 
coupent  sur  la  circonf.  On  en  tire  ass=p,  ou  a'so,  ou  enfin 
I  -f-aa^=  o  :  les  deux  i'**  expriment  que  ,  lorsqu'une  des 
cordes  est  /ouchée  sur  le  diamètre ,  la  condition  est  satis- 
faite, ce  qui  n'apprend  rien  :  l'autre  i  -f-^^'^o  indique 
que  l'une  des  cordes  ayant  une  direction  quelconque  ^  si 
l'autre  lui  est  perpend. ,  le  point  d'intersection  sera  sur  la 
circonférence. 

Comme /••=fl*'-^*=(fl+^)  X  (fl—J?) 
et  que  R+xssOPyR-^xsiAP, 

PM  est  moyen  proportionnel  entre  OP  et  AP. 

La  longueur  de  la  corde  A  M  est  l/L>^+  {R — ■*")*]  i  **"s^ 
AM^sK^R*'^  %Re:=:  aR  {R — x);  A  M  est  donc  moyen  pro- 
portionnel entre  AP  et  le  diamètre  AO. 

379.  Pour  obtenir  les  intersections  d'une  droite  MNet  d'uu 
cercle  /V/iC/(fîg.a22),  on  élimine  x  etjr  entre  les  éqii.jrz=ax'+'b 
et  ^•+  j^*=jR',  de  ces  lignes  ;  il  vient 


en  faisant ^=—7- — '- r==la  distance  de  la  droite  au  centre 

du  cercle  dont  il  s'agit  (n®  374).  11  se  présente  trois  cas. 
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l^  Si  le  radical  est  imaginaire  ^  ou  J"^./!,  la  droite  ne  ren** 
contre  pas  la  circonférence. 

2*^.  Si  le  radical  est  réel|  on.i'^R,  le  cercle  est  coupé  en 
deux  points;  et  comme  on  peut  prendre  Taxe  des  x  parallèle 
à  la  sécante  MN^  ou  a=o,  on  trouve  a:  =  ±:  V/(R'— *ft*)  ;  le 
signe  d:  prouve  que  le  rayon  perpend.  à  une  corde  la  coupe  en 
deux  parties  égales. 

3**.  Enfin,  si  le  radical  est  nul,  on  a  i^R;  la  droite  coupe 
la  circQnf.  en  un  seul  point,  ou  plutôt  elle  est  tangente.  Soient 
x^f  y  les  coordonnées  du  point  7^  de  contact ,  on  trouve 

x'=-=^-p-,y  =  ar'+ft; 

dou  a^^j,,    ,^—^=-. 

Or  le  rayon  CT(û^,  222)  mené  au  point  de  contact  T(x\y} 

y 

ayant  pouréqu.j^=ra'x,on  trouve a'ss*^;  d'où  m  =:—  i  :  ce 

ce  qui  signifie  (n®  870)  que  ce  rayou  est  perpend.  à  la  tangente  y 
jr=sa  x+b  devient 

jry+xxz=zR^ (1); 

c'est  l'équation  de  la  tang.  au  cercle  en  un  point  quelconque 
{x\  y)  de  cette  courbe. 

Si  par  un  point  extérieur  ilf  («,  /3),  ou  veut  mener  une  tang. 
MTj  il  faut  trouver  les  coordonnées  x,y  du  point  Tàe  con-i 
tact  :  elles  doivent  satisfsiire  aux  équ.  du  cercle ,  et  «,  jS,  à  celle 
de  la  tangente  ;  donc 

x'*J^y^z=iR^,fiy+cix':=iR^...  (2), 

L'élimination  conduit  à  des  équ.  du  2*  degré  en  x*  et  y,  en 
sorte  qu'il  y  a  deux  points  de  contact  7^ et  T',  et  par  consé- 
séquentdeux  tang.  MT^  MT'  menées  par  le  point  donné  M. 
Mais,  au  lieu  d'effectuer  ce  calcul,  observons  que  nos  deux  équ, 
n'ont  lieu  ensemble,  il  est  vrai,  que  pour  les  coordonnées; 
constantes  x' y  y*  du  point  de  contact  ;  mais  que,  si  l'on  ne  prend 


/ 
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que  lA  secèttde ,  x'  ety  dtevieuMtii  Até  Variable»;  d*àitleiir&, 
Pj'^Htx^iR*  estVéqu.  delà  droite  7T^t{ai|>tiS8ë {tartes  detix 
fKiiftt^  dé  eènt&tt  f  pmsqtie  leUts  coôrdotiAtées  î»f  ^t^j  satis- 
font. iUst  aîaé  de  tracer  ^tte  évtÀte  (n^'SGS),  et  d'en  tirer  les 
pbi&U  de  eouiact  et  le»  tangentes. 
^â£0  tionne  Tab^stie  dti  poiiat  B,  où  la  corde  7^  coupe 

R" 
Taxe  desoTy  CBes —  :  comme  cette  valeur  est  indépe&dante  de 

jl  ou  P3fy  il  «('«nsuitque  m  te  point  ift»  meut  le  long  de  PMy 
les  tang.  changent  de  situation  ;  la  corde  TT^  tourne  aatûut 
du  point  fixe  ».  {Foj-.^iZ  et  464,  IV.) 

On  peut  aussi  présenter  le  calcul  de  manière  à  retrouver  le 
proce'dé  géome'trique  (n®  2 1 2 ,  II  ).  Pour  cela ,  retranchons  nos. 
ëqu.  (2)  j  et  ne  considér4>iM  qAie  cette,  seule  dîfib'rence  :  x'  ^t^jr' 
sont  des  variables,  et  les  coordonne'es  du  point  T  ou  7^  de 
contact  doivent  saïkfeiiie  â  Téq^.  jr^^^^^;:t*  *.r"o,  qu\m 
peut  écrire 

La  courbe  à  laqttéLk  appartient  cel%e  équ.  paâsed^Mtc  par  les^ 
deux  points  de  contact.  Or,  cette  courbe  est  uti  cercle  dont  l^ 
centre  est  en  m  (^  »,  |/8),  et  k  rayon  =  V^(x«'+il8').  Si  donc 
on  prend  Cp=z\CPy  pmszz^PM^  m  sera  le  centre ,  et  Cm  sera 
leiiayoù  ^'^ûn  ^rele  qui  passera  par  les  points  de  contact  cher- 
chés T  et  T.  ^ 

S80.  Soient  deux  cercles  Cet  C  (fig.  67),  ^origine  en  C, 
CCtâoû  sfut  l'âx^  des  *^  leurs  équations  sont  ar'*+ j^»=/fpour  C, 
et<*-— fl)'+j^=/î'»  pour  C.  En  éliminant  a;  et  j-,  on  a  pour  lesi 
points  d'intersection 

^~         7,a         '^  2« 

L^abscisse  étant  simple  et  ï^oràonnée  double,  la  ligne  CC,  qui 

joint  les  centrés,  est  perpend.  sur  le  milieu  de  la  corde  MN. 

Il  est  aisé  de  tirer  de  ces  équ.  les  conditions  relatives  aux  casi 
OÙ  les  cercles  se  coupent  ou  se  touchent  (n^  202)  :  en  eâiet,  le 
tadical  traité  comme  p.  337,  devient 

=  {a+RJ^R)  {a^R^B!)  {R+R^a)  (fi'+a-/J). 


TRANSVORMlTlOir   DS   COOBDOMNÉES.  J^QJ 

kiineUom  que  R  soil  sp:  ou  ]>  R'  ;  b»  d^u^  i  "^  /««ieurs  8e<*> 
vont  petittfs^  i9t  il  reate  à  analyser  Im  ca«  qu^  peuvent  offrir 
R^-R'^aeiK-t^-^R. 

i^.  Si  les  signes  sont  les  mêmes,  ils  ne  peuvent  ètrer**^  car 
ou  ne  peut  avoir  ensemble  à^R  -f  A'  et  <^R^^Rf  ;  ainsi ,  dès 
que  le  radical  est  réel,  lescirconf.  se  coupent  endeax  points, 
etronafl<fl-fir,  et>fl  — JR'. 

2^.  Si  l'un  de  nos  deux  factears  est  nul^-a=/{-|-fr,  ou 
aî=flr— B'  ;  d'où  jr?:o,  a:=R,  les  cercles  n'ont  donc  qu'iiti  point 
commun  sur  la  ligne  qui  joint  les  centres  :  c'est  le  cas  du 
contact. 

3^.  Enfin,  si  les  signes  sont  contraires,  savoir  : 

i    .   •  •  • 

«>  «+/r  et  fi— «',  Qu  <!<«— fi"  et  R+R'i 

comme  la  i**  de  ces  deux  conditions  comprend  la  2*,  il  s'ensuit 
que  les  cercles  n'ont  aucun  point  commun,  quand 

û>  fi4-fi'>  ou  <  fi— fi'. 

38 1.  Voici  quelques  autres  problèmes  à  résoudre. 

I.  Étant  donnés  une  droite  et  uu  cercle ,  mener  une  tangente 
parallèle  à  cette  droite. 

II.  Mener  une  tangente  à  deux  cercles  donnés. 

.  III.  Tvacer  une  cifconf.  tangente  à  un  cercle  et  à  deux  droites 
données  (le  centre  esiCuur  là  li([UQ  qui  divise  l'angle  donné  en. 
deuic  par  tie«  égales  ) . 

Transformation  de  coordonnées. 

382.  L'équ.  d'une  courbe  est  quelquefois  si  composée,  qu'il 
est  difficile  d'en  déduire  les  propriétés  ;  mais  il  se  peut  que 
cettç  complication  tienne  aux  axes  coordonnés  auxquels  la 
courbe  est  rapportée.  Ou  a  vu ,  par  ex. ,  que  le  cercle  a  poui^ 
équations 

(r— i3)*+{a:— n)*=:R%  j'«=2fix— x%    x^+y^  =  B^'^ 


/ 
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celle-ci  n'est  plus  simple  que  parce  que  Torigiiie  est  au  centre. 
Il  convient  donc  de  savoir  transformer  l'équ.  d'une  courbe,  de 
manière  à  la  rapporter  à  d'autres  axes ,  afin  de  simplifier  les 
calculs. 

Les  axes  coordonnés  étant  Axy  Aj  (fig.  2a3),  sous  un  anglk 
A  quelconque ,  supposons  qu'on  veuille  prendre  d'autres  axes 
A'x%  A/Y  parallèles  auxi*^'.  Soient  AB  ^ss  a^  Bjf:=b  les 
coordonnées  de  la  nouvelle  origine  ;  AP  =  :r,  PM=^  j^  celles 
dTun  point  ilf;  A'Cz=:x',  CAf=j^' les  nouvelles  coordonnées. 
Qm^AP^BP+AB,  PMssMC+CPj  ou 


Ces  valeurs^  substituées  dans  l'équ.  en  x  et  j*  d'une  courbe^  la 
traduiront  en  j/  et  j^,  et  l'origine  sera  transportée  en  A^  (a,  b)^ 
a  et  b  doivent  d'ailleurs  avoir  des  signes  dépendans  de  la  posi- 
tion de  la  nouvelle  origine  A'  relativement  kA;  en  sorte  que, 
si  elle  était  située  en  D,  a  serait  positif  et  b  négatif,  et  il  fau- 
drait faire  a:  =  x' + « ,  et  j^  ^=r  j-'  -^  é,  etc, 

383.  Supposons  qae  les  axes  primitifs  kx ,  Aj,  étant  rectan-- 
gulaires  (fig.  224) ,  on  veuille,  sans  changer  l'origine  A ,  en 
prendre  d'autres,  tels  que  Ax%  >/^\Désignons  par  {xx')  l'angle 
xAx'  que  forment  les  axes  des  x  et  des  x'  ;  de  même  par  (r^') 
l'angle  xAjr\  Pour  un  point  quelconque  M,  AP=Xj  PM=ijr. 
AL  T=2x' j  MLzszy  ;  il  s'agit  d'exprimer  x  et  j',  en  x\  y  et 
les  angles  donnés  {xx'\  {xy)^  qui  déterminent  la  position  des 
nouveaux  axes.  On  slx=zAK  +  LTj  ainsi  l'abscisse  X est  la 
projection  sur  l'axe  des  x  delà  portion  de  polygone  ALM  ;  de 
mkmejrTssLK-^iM.  Or,  les  triangles  AKL  ^  LIM  don-? 
nent(n'»354,  ^) 

AK  ==  x'  cos  {xx') ,  KL  =  x' siu {xx) , 
Ll  =  j*'  cos  {xy) ,  Mî  =^  sin  (x^^')  • 

Dooé  jp  =  op'  cos  {xai^  4-  y  cos  {xy)  \  * 

jr^six'  sin  {xx')  +  y  sin  {xy)]'  \  ' 

Si  les  nouveaux  axes  sont  aussi  à  angle  droit  (6g.  225), 


*•» 
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(xy):=Qo^'\'  (xx^);  d'où 

xssix'  cos  (xx')'^y  sin  {xx')  I 
jzssod  sin  {xx')-^y  cos  (ara:')  J  '  "  ^   '* 

C'est  ce  que  donnent  directement  des  triangles  AKL^  LIM; 

car  AKzjpx'  cos  (xx^) ,  KL=:x'  sin  (ara:') , 

LI=y  sin  (xx^) ,  IMz=ry  cos  {xx')j 

et  de  plus  x = JK—  IL^y^z  LK+JM. 

384.  Supposons  enfin  (fig.  2^4)  9^^  ^^^  ^^^^  ^9  ^7  ^at 
une  inclinaison  quelconque^  ainsi  que  kx^^  Ay'.  Pour  passer  des 
l*'^'  aux  2^9  résolvons  les  triangles  obliquangles  ALK,  LMI  ; 
il  vient  (n»  355), 

AK       sïaALK     ,,  ,     .^      x' sin  (x'jr) 
AL        s\n  AKL  s\n(xy) 

sin(a^)    '  sin(xr)  sm  (xf  ) 

d'où  V  ^^^8in(a<y)y8m(;>/)j 

^~  sin(xr)  J 

Quand  les  axes  primitifs  Ax  y  Ay  *o/i<  obliques ,  e/  yiic  /« 
transformés  Ax',  Ay'  jon/  rectangles  (fig,  225),  il  suffit  disposer 
ici  (x3^')=:9o®,  ou  (x'j-)  complément  de  {jjry)  ;  d'où 

x'  sin  {x'y^-^y  cos  (x» 
^•^  sin(xf)  .         .^. 

x'  sin  (xx')+y  cos  (xx')  f  *  ^    ^  ' 


sin  {xf) 

Nous  avons  supposé  partout  que  Vaxe  des  x'  est  situé  en 
dessus,  de  celui  des  il  j  etc.,  ce  qui  pourrait  ne  pas  exister  dans 
un  cas  auquel  on  voudrait  appliquer  ces  formules;  il  faudrait 
alors  modifier  les  signes  des  sin,  et  cos.  d'après  la  règle  des 
indirectes  (n**  SSg),  en  comparant  la  disposition  des  axes,  dans 
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l'application  qu'on  veut  faire,  avec  celle  des  fig.  ^%^  et  2^5. 
Par  ex. ,  si  Taxe  des  x'  est  ad-dessous  de  Ax^  on  fera  sin  {va/) 
négatif  y  cbs  (xx')  positif.  (*) 

385.  Jusqu'ici  nous  n'avons  déterminé  la  position  d'un  point 
sur  un  plan  que  par  ses  distances  à  deux  axes  ;  mais  il  y  a  bien 
des  manières  différentes  de  la  fixer,  ce  qui  fournit  autant  de 
systèmes  coordonnés.  (Yoy.  Géométrie  de  fosùiariy  par  Car- 
noty  p.  4^3.) 

Arrêtons-nous  aux  coordonnées  polaires.  La  position  d'un 
point  M  (fig.  227)  est  donnée  par  sa  distance  AM'=.  r à  un 
point  fixe  A^  qu'on  nomme  p6le^  et  par  l'angle  MAP:=A  que 
fait  cette  ligne  A  Ht  avec  une  ligne  fixe  donnée  Ax  ;  A  M  est  le 
Rajron  vecteur  à\x  point  M, 

L'équ.  polaire  d'une  courbe  MN  est  la  relation  entre  r  et  A, 
pour  chacun  deses points.  Si  le  rayon  ^J[f  tourne  autour  de^, 
et  que  sa  longueur  varie  à  mesure  qu'il  tourne,  c.-à-d.  avec  B, 
de  manière  que  l'équ.  entre  r  et  d  soit  toujours  satisfaite ,  l'ex- 
trémité M  du  rayon  vecteur  décrira  la  courbe  MN, 

Le  triangle  rectangle  AMP%  où  APsszX^  PM-=iy^  donne 

j:=r  cos  ^,  j^=r  sin  •,  a?*+ j-*:=r*. 

Ainsi  pour  passer  d^un  système  de  coordonnées  x  et  y  aux 
polaires  r  et  I,  il  faudra  d'abord  transformer l'éqXi.  en  coor- 
données rectangles ,  si  elles  sont  obliques  ;  prendre  pour  ori- 
gine le  point  A^  qui  doit  être  le  pôle  :  enfin  la  droite  Ax^  à 
.partir  de  laquelle  on  compte  les  arcs  6 ,  devra  être  l'axe  des  x. 
Ensuite  on  mettra  r  cos  ^  et  r  sin  ô  pour  x  etj. 

Réciproquement,  si  Ton  a  l'équ.  en  r  et  en  ^  d'une  courbe, 
en  éliminant  ces  variables  à  l'aide  des  relations  précédentes, 
on  la  traduira  en  coordonnées  rectangulaires  x  etj". 


Il      I  I  «  »    I   I  I  ■<    1. 1  <      Il  1,      mu        II  >  *   ■    I  >  > 


(1)  Au  reste,  il  est  toujours  plus  court  et  moins  sujet  à  erreur  de  tirer 
iJHffecteaieiit  les  formuleB  de  tr^nsfortnationide  la  âguro  même  qu^ou  considère^ 
nSD  reproduisant  sur  cette  figure  les  opérations  ci-dessus  y  c-à-d.  en  projetant 
les  longueurs  x  et  y  sur  chacun  dos  axes  x  et^  qu^on  veut  transformer,  ces 
projections  étant  faites  dans  les  directions  de  ces  derniers  axes. 


TRAKSroHMàTKIR   QB   COÔliDOlINÉES.  ^i.\ 

ftenom'pbnTtx.  Péqu.  (a)  (û*  3^^),  du  oercled(mtie  centre 
C  (fig.  226}  a  pour  coordonnées  ti  et  fi;  elle  devient  par  ndB 
valeurs  de  j:  et j^  : 

I**.  Pour  chaque  rayon  vecteur  r,  la  distance  de  ^origine  A 
à  la  courbe  est  double,  A  M  et  AN,  Les  valeurs  de  r  sont 
îmagiBaîres  pour  ks  inclinaisons  9  de  la  ligne  A  M  qui  ne  ren- 
contrent pas  le  cercle. 

2**.  Le  produit  des  deux  racines  r*,  r  de  r  est  (  n*  137,  3*».) 

rW-rsiAM  X  AN^^^fi-'^R', 

quantité  indépendante  de  ê  ;  donc,  si  d'un  point  fixe  A^  on 
mène  des  droites  quelconques ,  le  produit  ASfxANâes  deux 
rayons  vecteurs  est  constant  pour  toutes  les  sécantes. 

•Selon  que  le  point  A  est  intérieur  ou  extérieur  au  cercle ,  on 
retrouve  les  théorèmes  n***  2^5  et  128. 

3*.  Le  coefficient  du  2*  terme  est  la  somme  des  deux  racines 
r"  et  /  en  signes  contraires  ;  faisons  AC^san,  l'angle  CAM=ç  ; 
il  vient  $=^^1^  4t=zm  cos  /,  ^=772  sin  /,  et 

i^'+Zcr  2m  Çcos  ïcos  l+sîn  ô  «in  i)^£=2m  co8  (ô— £):=:2m  ofts  ^  s 

donc  AM'i^AN:=ithm  cos  ^,  équ.  facile  à  construiie  lorsque 
connaissant  deux  des  quantités  r"  -^  r ,  m  et  ^^  on  demande 
la3«. 

4®.  Pour  queu^iKf  «oit  tangente,  il  iaut  que  les  racines  r"  et  / 
çoient  égales /et  l'^qu.  0)  un  carré  exact,  ou  (n*  i38) 


4  («  cos  «4-/8  sin  S)*—  4  (^^+.5**— fi*)=o  y 

d'où  fl»=ce»  sin=  ô— 2«  /3  sin  9  cos  6  +/2'  cos»  9=(«  sin  6-/3  cos  0* 

±:iî=7w  (cos  t  sin  9 — sin  «  cosÔ)i=msin  (3 — i)z=zm  sin^» 

Dans  le  triangle  rectangle  ATC  qui  a  AC=:^m  pour  hypoténuse 
et  l'angle  ^,  R  est  donc  le  côté  TC  opposé  à  cet  angle  A  (n°v363)  ; 
ce  qui  prouve  que  la  tangente  au  cercle  est  perpendiculaire  au 
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rayon  mené  au  point  de  contact.  D'ailleurs  les  racines  r*'  et  / 
étant  égales  y  on  a 

ou  fhs^AByc^Al^s^AMX^AVix  la  tangente  est  ïïnojrenne propor- 
tionnelle entre  la  sécante  et  sa  partie  extérieure. 

5^ ,  La  différence  des  racines  de  Féqu.  (  i  )  est  la  corde  MN=k^ 

*  =±12  v/[fl*— (•  sin  e— •  fi  cos  a  )''=:2  v^(iï»— m'  8in»(«— 0] 

donc  m  sin  ^  =:±:  l/(/î*— ^  *').  Lorsqu'on  veut  mener  par  un 
point  A  une  corde  MN  qui  ait  une  longueur  donnée ,  on  portera 
cette  corde  sur  un  arc  mn  (fig.  228)  pris  où  Ton  voudra  sur 
le  cercle,  et  la  perpendiculaire  Co  sera  la  valeur  de  m  sin  (p=^Co  ; 
p  est  l'angle  opposé  à  Co  dans  le  triangle  rectangle  dont  l'hy- 
poténuse est  AC.  Donc  tracez  la  circonf.  qui  a  Co  pour  rayon, 
et  du  point  A  y  menez  des  tangentes  à  ce  cercle  ,  qui  détermi- 
neront le  triangle  CFA  pour  lequel  l'angle  A;=ç  z  ainsi  les' 
tangentes  A  M  à  ce  cercle  seront  les  deux  solutions  du  pro- 
blème ,  qui  ne  seront  possibles  qu'autant  que  le  point  A  sera 
extérieur  à  ce  cercle. 

6®.  Sans  rien  ôter  à  la  généralité,  on  peut  prendre  pour  axe 
des  X  la  droite  AB  (fig.  226)  qui  joint  le  pôle  au  centre ,  ou 
jS:=:o  :  or  si  le  pôle  est  un  point  /sur  la  circonf. ,  /{suietl'équ. 
(i)  se  réduit  à  r'— 2r  R  cos  ô=o,  d'où  r  =  ^R  cos  •  ;  c'est 
la  longueur  k  d'une  corde  inclinée  de  é  sur  le  diamètre.  Ima- 
ginons (fig.  56;  un  2*  cercle  tangent  au  même  point  ^^  le  rayon 
étant  R';  sa  corde  sera  *'=2fl'  cos  fl,  d'où  *:*':: fl: H'  :  ks 
cordes  menées  par  le  point  de  contact  A  de  deux  circonférences 
tangentes  j  intérieures  ou  extérieures  ^  sont  donc  entre  elles 
comme  les  rayons. 


IV.    SECTIONS   CONIQUES. 


De  VElUpse. 

386.  Qn  donne  ce  nom  à  une  courbe  ABO  (fig.  229) ,  telle 
que,  pour  chaque  point  M^  les  rayons  vecteurs  ou  distahceii 
MF=zSj  MF'ssz  z'  à  deux  points  fixes  donnés  F  et  JF^,  qu'on 
nomme  Foyers  ^  ont  une  somme  constante,  Z'-^z'ssAO=iia, 
Pour  trouver  l'équ.  de  Tellipse,  prenons  le  milieu  Cde  FF' 
pour  origine  des  coordonnées,  AO  pour  axe  des  x,  la  perpend. 
BC  pour  axe  des  jr  ;  on  est  assuré  d'avance,  par  sa  génération, 
que  la  courbe  doit  être  symétrique,  par  rapport  à  ces  axes,  et 
que  l'équ.  sera  fort  simple.  On  doit,  en  général,  préférer  le 
système  de  coordonnées,  qui  est  propre  à  faciliter  les  calculs 
et  à  donner  des  équ.  moins  composées. 

Soient  FC=zc,  ^  et  j*  les  coordonnées  de  ilf  ;  on  a  dans  les 
triangles  FMP^  F'MP,  z^=r*+FP*y  z'^sssy^+F'P*^  ou 

En  soustrayant  les  deux  i'**,  il  vient 

z'*—z^=(z*+z)  (z'^z)=%ais^--z)i=:^cx. 

Ainsi,  FM^z^a—  —  ,  FM=z'=a+  --, . .  (i). 
Substituant  dans  la  valeur  de  z*  on  z'*  ci'-dessus,  on  trouve 

a«  4.  ^  =r»+«'+cV  . . .  (a). 

Faisant  xs=o,  il  vient  pour  l'ordonnée  BC  à  l'origine. .  • . 
j->mi*— c*;  si  l'on  représente  cette  ordonnée  par  ^,  on  a 
donc  &'=  a*—  c^  \  éliminant  c',  on  trouve  enfin  pour  Féqu,  de 
V ellipse  y 

tfy-(.é«ar«s=a«*«. . . .  (3). 

b      

387.  En  résolvant,   on  a    J'ssdt^  |/<i'— ^'. 
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Puisque  chaque  abscisse  x  donne  deux  ordonnées  y  égales 
et  de  signes  contraires,  l'ellipse  est  telle  que  ABOD  (fig.  23o) 
symétrique  par  rapporta  Taxe  u40  ;  elle  l'est  aussi  relativement 
à  BDy  puisque  -f-  x  et  —  ordonnent  la  même  valeur  de  j^. 
Ainsi,  lorsqu'on  plie  la  figure  selon  AO  ou  BDy  les  parties  de 
la  courbe  se  superposent  et  coïncident. 

jr  est  imaginaire  quand  *>  ih  a,  x  Test  pour  j*  >  zt  &  ; 
donc  la  courbe  est  fermée.  B  C=^b  est  la  plus  grande  ordonnée  > 
CO'=^a  la  plus  grande  abscisse  \  AO  est  ce  qu'on  nomme  Ze 
grand  axe^  BD  est  le  petit  axe  j  A  et  O  sont  les  sommets,  C 
le  centre.  Ainsi  f  rdlipseest  une  corde  fermée  y  telle  ^  que  la 
somme  des  rajrons  vecteurs  menés  des  deux  foyers  à  un  méiHe 
point  quelconque  est  constamment  égale  au  grand  axe;  cet  axe 
est  la  langueur  de  la  droite ,  qui  passant  par  lesfojrers^  tn^ 
i^erse  la  courbe  de  part  en  part;  les  extrémités  de  cette  ligne 
sont  les  sommets ,  le  milieu  est  le  centre. 

388.  Comparons  deux  ordonnées  j-y^"  d'une  même  ellipse,  qui 
ont  Xy  a;' pour  abscisses  (fig.  aSo);  les  équ..a*j^;55è*(a'— x*), 

a^y^'zzzb*  (a*— x'^)  donnent  le  quotient 

y       a*— x*       (a-f-ar)(a— ar) 

■     ss  z"  ss  V     "Il     Il  • 

y»       a*— y*  ^  (a^af)  (a—x')' 

or,  CPzzzXy  AP^=:a+x,  PO=a — a:  :  ainsi  les  carrés  des 
ordonnées  sont  entre  eux  comme  les  produits  des  distances  du 
pied  de  ces  ordonnées  aux  deux  sommets. 

En  changeant  X  en  j^.  et  J'en  AT,  l'équ.  (3)  se  chan{;e  en 
ùy'\-a''x*=:a^b''',  ainsi  elle  conserve  la  même  forme,  qu'on 
prenne  ^O  ou  BD  pour  axe  des  x. 

389.  Le  cercle  A  NO  décrit  du  centre  C  avec  le  rayon  a 
<fig.  *3o),  a  pour  équ.  Ysx:%/ (a^^x^)  ^  où  J^sPNa  «om- 

rapport  des  ordonnées  du  cercle  et  de  l'ellipse,  quinj^n-» 
dent  à  une  même  abscisse,  est  cosutai^  «t  ég^l  à  celui  des  axes  ; 
j' est  donc  toujours  -<  JT  :  le  cercle  renferme  l'ellipse.  Celui 
qu'on  décrit  avec  k  myon  BVj  eSt  au  contraire  réirfeitiié. 


CetU  pr^iëté  fournit  utt^  «ioâstk'Uctioii  fort  skupte  ât 
Tâllipse.  Après  avoir  tracé  le*  axed  donnés  ^O^  SD,  et  les  cir* 
couf.  inscrite  et  drconscrite  (dont  1m  rayons  sont  ^  et  ^},  on 
i*èoe  Bn  rayon  quelconque  CiV,  e%  par  les  points  *Ç  et  iV,  ou 
cette  droite  coupe  les  circonf. ,  on  trace  les  pAraUilës  atix 
axes  ,  QMy  NP  ;  leur  section  M  est  un  point  de  Tellipse ,  car 
on  a 

PM       CÇt  FM      b     ,- 

3go.  La  déànition  de  l'ellipse  donne  un  autre  procède  pour 
décrire  cette  courbe  (fig.  229).  Après  avoir  tracé  les  deux  axes 
AOyBC,  du  point  B  comme  centre^  et  avec  le  rayon  CO^  dé- 
erivezun  are  de  cercle  qui  coupera  ^40  en  Fet  P**  ce  ^etont 
le«  foyers,  à  cause  deTéqu.  b^:^  a^  — c»  (n*  386).  Du  centre 
F  et  avec  un  rayon  égal  à  une  portion  quelconque  de  Au,  telle 
que  KO,  tracez  un  arc  vers  il[/;  puis  du  centre  F^,  avec  le  reste 
AK  du  grand  axe,  tracez  un  nt^  arc ,  qui  coupera  le  i*'  en  M  ; 
ce  sera  un  point  delà  çourbe>  car  FM+F'M^AO  :  on  aufa,  de 
la  sorte  quatre  points  de  l'ellipse  avec  les  deux  mêmes  rayons, 
en  décriyantdes  arcs  des  deux  côtés  de$  axes,  he  même  procédé 
fera  connaître  autant  de  points  qu'on  voudra  de  la  courbe. 

Lorsque  l'ellipse  a  de  grandes  dimensions^  on  fixç  aux 
foyers  F  et  F*  les  deux  bouts  d'un  fil  long  de  AÔ,  puis  on 
fait  glisser  sur  ce  fil,  toujours  tecviii^  un  stylet  M  qui  trace  la 
courbe. 

3gï .  A  mesure  que  les  deux  foyers  s'éloignent  l'un  de  Tautre, 
oti  qiie  b  diminue  par  rapporta  a  y  Tellipse  s'allonge  et  s'aplatit 
davantage  ;  au  contraire,  si  les  foyers  serapprodient  y  elle  s'âf' 
rondit;  -e^à,  si  ces  points  se  confondent,  ou  a^b^  on  a. . . . 
J-*  -f  a:*  =  a*,'  et  la  courbe  devietit  circulaire.  On  peut  donc^ 
regarder  le  cercle  comme  une  ellipse  dont  les  axes  sont  égaux. 

Les  équ.  (t")  tnontrent  que  les  rayons  vecteurs  de  V ellipse 
sont  rationnels  par  rapport  aux  abscisses  x.  La  4îstançe  FC^ss/a: 
est  ce  qu'on  nomme  l'jBxcen/rici/éy  z  et  /  deviennent  maximum 
ouminimum  pcfur  :râ2=d=a,  satoir,  z-iscn^c  i  ainsi,  de  tous 
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les  points  de  Tellipse,  O  est  le  plus  yoisin,  et  ^  le  plus  ëloigné 

da  foyer  F,  L'extfémitë  B  du  petit  axe  est  à  la  imcycnne  dis^ 

tance  de  F,  aar  xss  o^  donoe  zssz'ss  a =BF. 

On  hooime  Pwwnèire  la  double  ordonnée  qoi  passe  par  le 

foyer;  on  l'obtient  en  fusant  «=  c,  on  ae^^a*  -»6*,  dans 

^*'  a*»     i** 

rëqn.  (3);  et  on  trouvej^=±— ;/i= — =^-  est  donc  le 

paramètre  :  c'est  une  troisième  proportionnelle  au  grand  et  au 
petit  axe. 

Pour  transporter  Forig^e  au  sommet  A  y  il  bat  changer 
xenx — adansTéqu.  (3),  et  Ton  trouve ay=é*(2fla: — x*). 

3ga.  RapportonsVellipse  à  des  coordonnées  polaires  (n*  385), 
le  pôle  étant  à  Ton  des  foyers  F;  changeons  x  en  j^  +  c 
dans  la  valeur  (i)  de  FMy  et  ensuite  d/  en  s  cos  0,  I  étant 
l'angle  iifFO;  il  vient 

a*— c*    .        a(i— «•) 
z  ^s  ■  — 

a  -^^  c  cos  #       \  +'e  cos  f 

On  désigne  par  e  le  rapport  de  T excentricité  au  demi-grand 
axe,  cz=zae;  le  p&le  est  en  F,  et  les  arcs  I  sont  comptés,  à  par- 
tir du  sonùnet  voinn  O,  dans  le  sens  OMB.  Si  l'origine  est  à 
l'autre  foyer  F'^  et  les  arcs  I  comptés  dans  le  même  sens  y  il 
faut  changer  ici  «  en  —  e. 

De  VHjperbole. 

393.  Cette  courbe  jouit  de  la  propriété  que  la  différence  des 
rayons  vecteurs  F'M — FM  (6g.  2i3i)  est  une  quantité  cons- 
tante ^Ossaasà/  -«js.  En  plaçant  l'orii^e  au  milieu  C  de 
FF  y  etc..  ./et  reproduisant  le  calcul  du  n®  386,  on  a  de  même 
«'* — 2*=:aa(a'4-s)=4^x;  ainsi 


FJf=z  =  ^— a,     F'ilf=z'=  — +«...(4). 
a  ^         a  ^ 

Substituant,  etc.  •  • ,  puis  faisant  c*=ra^-f-^*,  il  vient 


y 
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On  trouvera,  comme  au  n*  387,  que  riiyperbole  est  symétri- 
que ,  par  rapport  aux  axes  FF*  et  Cj  j  car  on  a     . 

.h      . 

J'^  —  â  K  ^'"-«% 

Plus  ^  croit  tant  positivement  que  négativement,  et  plus' j* 
augmente;  mais  on  ne  peut  prendre  or  <[  db  a  ;  j^  est  nul  pour 
'x==:ct:a  :  doncla  courbe  ne  s'e'tend  pas  entre  les  deux  sommets 
A  et  O'f  partant  de  ces  points,  elle  forme  deux  branches  oppo* 
"séei  par  leurs  convexités  et  indéfiniment  étendues,  ouvertes 
l'une  à  droite,  l'autre  à  gauche.  Le  point  C  est  le  centre, 
j40=%ale  premier  axe)  l'ordonnée  à  l'origine  est  imaginaire, 
ar=:o  donne  j'srdbé^—i.  Si  Ton  rend  cette  quantité  réelle 
en  changeant  de  signe  sous  le  radical,  la  longueur  &.  qu'on  ob- 
tient, ou  l'ordonnée  centrale  rendue  réelle,  est  ce  qu'oa  nomme 
le  demi  second  axe,  qui  n'est  plus ,  comme  pour  l'ellipse ,  une 
des  dimensions  de  la  courbe. 

394*  Les  ordonnées  J"  exy  (ûg.  aSa),  qui  répondent  aux 
abscisses  x  eix\  donnent  ^  comme  n®  388 , 

On  a  encore  les  carrés  des  ordonnées  proportionnels  aux  pro-^ 
dnits  des  distances  de  leurs  pieds  aux  deux  sommets. 

Quand  a^=^bj  on  a  yr^^sx""  — a*  :  l'hyperbole  est  dite  équi'-' 
latere. 

En  changeante?  enjr^  etjren  x,  l'éq.  devientÔy* — a*jr»=a*é*. 
La  forme  est  la  même,  au  signe  près  du  2"  membre  ;  les  x  sont 
comptées  sur  BD  et  les  j^  sur  CP  ;  l'hypeibole  est  dite  rappor- 
tée au  centre  et  au  a*  axe  (comme  fig.  aSy). 

Changeant  x  en  x+Oj  Vorigine  vient  au  sommet  j4j  et  l'équ. 
d  e  l'hyperbole  est  «>*  =  **  (  aoa: + x'  ) . 

3g5.  Sil'on  décrit  une  ellipse  ABOD  (fig .  23a)  sur  les  mêmes 

axes,  elle  sera  comprise  entre  les  deux  sommets  et  allongée 

dans  le  sens  des  or  ou  des  j',  suivant  que  a  sera  >  ou  •<  A;  ce 

sera  un  cercle  si  l'hyperbole  est  équilatëre .  Ces  deux  courbes  ont 

T  L  «7 
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àw  propriétés  analogues,  dont  on  peut  rovr  les  détaib  dans 
la  Géométrie  déposition  de  Garnqt|  p,  i43. 

3g6.  La  définition  de  l'hyperbole  donne  un  procédé  pour  dé- 
crire cette  courbe.  Après  avoir  tracé  les  axes  F'F,  Cjr  (fig.  23i), 
et  marqué  les  foyers  F^FjOa  décrira  vers  M  un  ajM:  de  cercle  d  u 
centre  F,  avec  un  rayon  quelconque  A  G  ;  puis  du  centre  F', 
avec  le  rayon  OG  on  décrira  un  2^  arc  ;  Iç  point  M  de  section 
sera  sur  la  courbe ,  puisqu'on  a  F'M'^^FMnziAO,  On  aura , 
avec  les  mêmes  rayons ,  quatre  points  de  l'hyperbole,  puis 
autant  de  points  qu'on  voudra  en  changeant  de  rayons. 

Leséqu.  (4)  montrent  que  les  rayons  vecteurs  de  C hyperbole 
sont  rationnels  par  rapport  aux  abscissçs. 

Le  paramëtie,  ou  la  double  ordonnée  passant  par  les  foyers, 

conserve  la  même  valeur  que  pour  rellipse/i  r=  — . 

En  raisonnant  comme  n®  3g2«  on  obtient  pour  l'équ.  polaire 
de  l'hyperbole,  le  pôle  étant  en  F  (fig.  281),  et  faisant  Tangle 
-/fFJIf=flet  c=«e, 

c' — à^  a  (e' — - 1) 

a  4*  ^  cos  ^  "^  I  -j-  e  cos  O' 

397.  En  comparant  les^  équ.  de  l'ellipse  et  de  l'hyperbole  , 
on  observe  que  l'une  se  change  en  l'autre ,  lorsqu'on  y  rem- 
place b  par  6^— -I.  Cet  artifice  de  calcul  servira  à. traduire 
les  formules  obtenues  pour  l'une  de  ces  courbes  en  celles  qui 
conviennent  à  l'autre. 

De  la  Parabole. 

398.  Étant  donnés  un  point  fixe  ou  foyer  F  (fig.  234)  ^^  ^"^ 
droite  quelconque  QQ\  la  parabole  est  une  courbe  dont  chaque  1 
point  ilf  est  à  la  même  distance  de  F  que  de  QQ\  qu'on  nomme 
directriceé  Prenons  pour  axe  des  ;r,  DF  perpend.  sur  ÇQ', 
pour  origine  le  milieu  A  de  F2>a=/7,  et  pour  axe  des  y  la 
parallèle  AB  à  QQ'  ;  A  est  visiblement  un  point  de  la  courbe. 
OnaiAPzsiXfPM=j'^  ÇM^DP,  ouz=:|/?+j:;  dans  le 
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triangle  FMP,  FM'':=tz^—jc;^^\x—\pY;  donc  en  égalant 
les.iraleurs  de  a,  etc.,  on  a  j^»  zrznpx^  pout  Yéqu.  de  la  pa^ 
rabote  y  courbe  qui  est  symétrique  par  rapport  à  l'axe  des  x 
seulement.   ^ 

'  Il  résulte  de  la  génération  de  cette  courbe,  que  V ellipse 
dont  le  grand  axe  devient  infini  se  change  en  une  parqbole» 

Deux  points  (x,  a:'),  (j*,  jr')  d'une  parabole  donnent 

JLfis  carrés  des  ordonnées  sont  entre  eux  comme  les  abscisses 
^correspondantes. 

3i  la  constante  a}?,  qu'on  nomme  paramétré  ^  est  inconQuey 
«t  qu'on  ait  un  point  de  la  courbe,  on  voit  que  ap  est  3^  pro^ 
portionnelle  à  l'abscisse  et  à  rordotmée  de  ce  point. 

Pour  tracer  la  parabole  dont  on  a  le  paramètre  AB  =  np 
(6g.  233),  comme  j^est  moyenne  proportionnelle  entre  AS  , 
et  Xf  on  décrira  un  cercle  BCP  qui  passe  en  B,  et  dont  le  centre 
soit  en  un  point  quelconque  de  ^O  ;  jiC  serai'/  qui  répond 
à  l'abscisse  j4P  :  ainsi  les  parallèles  Cilf ,  PM  aux  axes  coor*- 
flonnés,  détermineront  un  point  M  de  la  parabole.  On  en  ob- 
tiendra de  même  autant  d'autres  qu'on  voudra. 

Si  l'on  fait  x±=\p  =  j4F(û^  a34),  on  a  j^  =  jr/>;  ainsi 
le  paramètre  np  est  encore,  dans  la  parabole,  la  double  ordon- 
née passant  par  le  foyer. 

3^.  La  génération  de  la  courbe  donne  un  moyen  simple 
pour  la  tracer.  On  a  vu  que  z.=z\p  '•^x;  ainsi  le  rayon  vec- 
teur  est  encore  rationnel.  Prenez  sur  l'axe  Ax  (fig,  aSi),  à 
partir  du  som>nét  A  y  des  distances  ^Z>  = -^F  =  |/? ,  F  sera 
le  foyer,  la  perpend.  ÇÇ'  à  Ax  sera  la  directrice  ;-et  il  s'agit 
de  trouver  tous  les  points  M  qui  sont  à  égale  distance  de  l'un 
et  de  l'autre.  Menez  une  ordonnée  inde'finie  quelconque  MM% 
puis  du  foyer  F  pour  centre,  avec  PD  pour  rayon,  tracez 
un  arc  qui  coupera  cette  droite  MM'  en  deuît  points  Met  M'  : 
ces  points  sont  sur  la  courbe. 

27..  . 


420  sb<;tiows  eowiQUKs. 

Pour  avoir  l'éq.  polaire  Se  la^parabole,  prenons  le  foyer  F 
pour  pôle,  çt  portons-y  l'origine,  enÉaisant  x:=:x'  -f-^p  dans 
« =ip  +  x; enfin,  posons FP, oux' a= — zcosêy  Vangle détarit 

j4FM  compté  du  sommet  ;  il  vient  «=  -— j— — -. 

I  ""^  C08  * 

Des  Sections  d'un  cône  droit  par  un  plan. 

4oo-  ^^  demande  l'équ.  delà  courbe  AMO  (fig.  235),  in- 
tersection d'un  cône  droit  IDB  par  un  plan  quelconque  OA. 

Si  par  Taxe  BK  on  fait  passer  un  plan  BDJ  perpend.  au 
plan  coupant  (il  le  sera  à  la  base,  n*^  272),  l'intersection  de  ces 
plans  sera  la  droite  j40,  projection  de  l'axe  du  cône  sur  le 
plan  coupant;  c'est  ce  qu'on  nomme  VAxe  de  la  section  co- 
nique*  Par  un  point  quelconque  P  de  cet  axe,  menons  un  plan 
parallèle  à  la  base  Z>/;  ses  intersections,  avec  le  cône  et  le  plan 
coupant,  seront  le  cercle  FMG  et  la  droife  PMy  laquelle  étant 
perpend.  (  n"  278)  sur  FG  et  AO,  est  une  ordonnée  commune 
aux  deux  courbes. 

Cela  posé,  soient  APzzzx,  P.T!fa=j^;  cherchons  une  rela- 
tion entre  x*  J'i  et  les  données  du  problème^  qui  sont  l'angle 
BjiO  z=zM,  l'angle  DBJ=:^^  et  AB  ^  c.  La  propriété  du  cercle 
donne  j^  =^FPxPG]  trouvons  FP  et  PG, 

Dans  les  triangles  AFP,  POG  et  ABO^  on  a  (C,  n'  3i55) 

sin  M^_  FP     sinO        sin  (ie4>g)_PG__ PG 

sinF'^TV  sinG  ^"       sin  F      ~  PO^IO  —  x' 

sinO        sin(flt-f-i8)       sin  i6     ,,  ,     ^^  csiniS 

ou ;=;:.  — -—-  ;    d  OU    AO  — 


AB  c  AO'  sin(«-fig)' 

Or,  dans  le  triangle  BHF^  l'angle  F  est  complément  de  ~  iâ  ; 
donc 

_^£_sin«  _sin(^4-g)/     csing  \ 

'^'^""cosijS'     ^^'^     cos^^      Vsin(-  +  ^)        ^r 

et  l'on  a,  pour  l'équation  demandée, 

J^*  =  — -^[cjfsinjK— -ar^sin  (•  +  iS)]....     {A). 
cos*  \^ 
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-Pour  obtenir  toutes  lea  sections  du  cône,  il  suffit  de  faire  prendre 
au  plan  coupant  toutes  les  positions  possibles,  c'est->à-dire  de 
faire  tourner  la  droite  AO  autour  du  point-^  dans  le  plan  BID, 
'et  de  changer  aussi  ABz=&c.  Il  se  présente  trois  cas. 

1^^.  Lorsque  «4"/^=  180%  le  plan  coupant  est  parallèle  à  la 
génératrice  BJ  (fig.  236  )  ;  et  la  courbe  s'étend  à  Tinfini  ;  en  fai- 
sant sin  (ir  + 18  ) =0,  notre  équ.  devient  (à  cause  de  G,  n*^357) 

c'est  celle  d'une  parabole  (*). 

%®.  Tant  que  A-j-fi  ^  180®,  le  plan  coupant  rencontre  toutes 
les  génératrices  d'une  même  côté  du  sommet  ;  la  courbe  est  fer- 
mée :  (/^)  en  est  l'équation. 

3°.  Enfin,  lorsque  « -f- ^  ^  180°,  le  plan  coupant  rencontre 
les  deux  nappes  de  la  surface  de  part  et  d'autre  du  sommet;  la 
courbe  a  donc  deux  branches  étendues  à  l'infini  M'AN\  LO'  Q 
(fig.  235),  dont  la  courbure  est  opposée.  Or,  •+  0  ^  180® 
change  je  sinus  du  signe ,  et  l'on  a 

\r"«^J^[c:csin/3  +  x*sin(*  +  ^). -,.(C). 

Dans  ces  deux  derniers  cas,  si  l'on  représente  par  2a  la  dis- 
tance  AO  entre  les  sommets,  et  par  K  un  coefficient  constant, 
on  a 

^     csïnfi  ^       sin  «  sin  (ii-f-iS)       ,rv^ 

sin  (ùL  +  fiy  cos*ij8  ^    ^ 

Les  équ.  AeiC  deviennent  j*  =  K  {'iaxtÇLX'')^  qui  sont  celles 
de  V ellipse  et  de  Vhjperbole  rapportées  au  sommet  (n*"  Sgi 

et  394). 


{*)  On  aurait  pu  refaire  les  raisonnemens  préoédeuB;  FP  (fig.  a36)  con- 

*        â 

serre  la  valeur  ci-dessus ,  en  y  faisant  sin  «=  sin  /S  :  donc  f!P = -—  :  de 

COS  \  /g  * 

plus. ,  AL  parallèle  à  FG  donne  le  triangle  ABLy  dans  lequel  on  a 

sin  B  sine        AL      PG 

o"  rrr-ï-s  =  d7  = -T->  e*c 


sin  BAL'       co8|/3"*BL""    c 
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L'^'qu.  générale  dés  sections  coniques,  Toiiglne  étant  att 
sommet,  est  doncj**=£=  war+iwc*.  Elle  appartient 
ï*.  A  la  parabole,  lorsque  nrsso,  (waasâp)-, 

2°.  A  l'ellipse ,  quand  n  =  -^ — ^  et^  m  =  — ^  ; 

••  ,  •*■ 

3**.  Enfin  à  Thyperbole,  lorsque  nssr-*;,  m  =— . 

4oi.  Il  n*y  a  rien  à  changer  à  tout  ce  qui  vient  d'être  dit, 
lorsqu'on  fait  varier /S  et  c,  c.-à-d.  les  dimensions  du  cône  et  la 
distance  j4B.  On  ne  peut  faire  /8  =  o,  ou  ^=180**;  car  il  n'y 
aurait  plus  de  cône  :  c  =  o  suppose  que  le  plan  coupant 
passe  par  le  sommet.  L'intersection  est  alors  un  point  lorsque 
m+fi<^i  So'';  une  droite  quand  m  +  fissi  80**  (le  plan  est  tangent 
afU  cône)  ;  enfin  deux  droites  quand  m  +  fi^  i8o*.  Le  calcul 
comprend  aussi  ces  trois  cas  ;  car  en  faisant  c  =  o  dans  (jé)  ^ 
puis  s\n  {A+fi)  positif,  nul  et  négatif,  on  trouve 

j-  +  Kx^=so,    j-  =  o,    jr^z=:jKx\ 

La  1"  équ.  ne  peut  être  satisfaite  qu'autant  (n**  112)  que  a:=o, 
et^=o,  ainsi  elle  représente  un  point;  la  seconde  est  celle 
d'une  droite/  la  troisième,  enfin,  donne  j^s=sifcx|/^  qui  re- 
présente deux  droites. 

Donc ,  quels  que  soient  le  cône  et  la  position  du  plan  cou* 
pant,  l'équ.  {ji}  est  celle  des  six  sections  coniques;  c  étant =0,. 
on  a  les  trois  sections  qui  passent  par  le  somfnet^  et  lorsque  c 
n'est  point  nul,  cette.équ.  représente  une  ellipse,  une  hjrperbole 
on  une  parabole,  siiii^ant  que  le  coefficient  de  x'  est  négatif,  pa^ 
sitifou  nul,        -^ 

402.  Étant  donnée  l'équ.  d'une  ellipse,  d'une  byperbole,,au 
d'une  parabole  rapportée  à  son  sommet,  ainsi  qu'un  cône  droit 
quelconque ,  il  est  facile  de  placer  cette  courbe  sur  le  cône, 
c.-à«d.  de  trouver  la  situation  du  plan  coupant  qui  la  reprodui-^ 
rait;  car,  dans  les  deux  derniers  cas ,  on  connaît  a^  K^lfi^ei 
il  a'aglt  de  trouver  c  et  l'angle  «,  en  recourant  aux  équ.  Z>.  Or 


t  " 


GÉNÉBALITÉS.  *  4^5 

la  i"^  fait  connaître  c,  quand  on  a  tiré  ce  de  la  a""*  :  cdlc<i  dé* 
vient  par  les  e'qu.  I  et  G ,  p.  371, 

7,K  cos""  ^  /3  =  2  sin'  «I  cos  ;3  «4-  2  sin  «  cos  «  sin  fi 
=s  (  1  — cos  2«)  COS  /3-{-sin  2«  sin  /S. 

Cette  e'qu.  de  la  forme  ^=n  sin  2«  -)-  /cos  2«,  a  été  résolue 
p.  391 . 

Et  si  l'équ.  donnée  est  celle  d'une  parabole  j^"=2/?x,  Téqu.  B 
donne  ^=2c  ^in^  \  G  y  d'où  l'on  tire  c,  et  par  suite  la  position, 
du  plan  coupant  (fig.  236). 

Méthode  des  Tangentes.. 

4o3«  Si  par  deux  .points  Jlf  et  Q  (%•  ^^j)  d'âne  pourbe 
quelconque  BMQ^  on  mène  une  sécante  SMQ^  et  qu'on  fasse 
varier  la  position  de  Q  sur  la  courbe,  ilf  restant  fixe,  la  sécanle 
prendra  diverses  inclinaisons.  Si  Ton  rapproche  Q  de  ^  jusqu^à 
faire  coïncider  ces  deux  points,  la  sécante  SQ  deviendra  TMi 
cette  droite  se  nomme  Tangente;  <fest  une  sécante  dont  on  a 
fait  coïncider  les  points  et  intersection, 

L'équ.  de  tonte  droite  qui  passe  en  un  point  M  {a/ ^y)  est 

•     J^— y=-^(a:  — x').l.   (i). 

Pour  déterminer  la  tangente  TM ,  il  suffit  d'asngner  à 
^  r=tang  71a  valeur  qui  convient  à  l'Inclinaison  de  cette  diroite^ 
il  faut  pour  cela  exprimer  en  analyse  les  conditions  qui  lui 
servent  de  définition. 

Désignons  par  x'+h  et j^'-f-Zf  les  coordonnées  du  2*  point  Q 
d*inter8ection  de  la  sécante5iR/,  ou  MRtsshj  QjR  rr  A;  la  tang. 

de  l'angle  QMR  est  ~=tang^.  En  changeant  :r'  ety'en  ar'-fA, 

ety-^k  dans  l'équ.  delà  courbe,  et  rédf»isai»t|  il  sera  facile 

d'en  tirer  ^,  qui  est  la  valeur  de  tang  S.  Or,  tang  T  est  visi-^ 

blement  la  limite  de  tang  S,  lorsqu'on  foit  varier  le  poiot  Ç 
pour  l'approcher  de  iJif  ;  en  sorte  que  si  Ton  pose  tang  7*  oi^ 


À 


/ 
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A=  tang  S-^m^  A  pourra  décroitre  indéfiniment.  Si  donc  !a 

k 
valeur  -  de  tang  «$  a  la  forme/?  +^'  P  éiSLUt  une  quantité  in- 

variable^  et  ^8  une  expression  en  A  et  A  susceptible  de  devenir , 
avec  ces  variables,  aussi  petite  qu'on  veut,  l'équ.  Az=p  ^  jS-f-« 
se  partagera  (  n^  1 1 3  )  en  deux  autres ,  dont  Tune,  u4  =zp ,  dé— 
terminera  A.  A  est  donc  ce  que  devient /i+i^>  lorsque  /9  est  nul, 
c.-à-d.  que  A  est  ce  que  desfient  te  rapport  k  :  h,  quand  on  y 
pose  k  e/  fa  nuls. 

Concluons  de  là  qu*il/audra  substituer  Y  +  ketx'  +  h  pour 
x'  et  y'  dans  l'équ,  de  la  courbe,  et  en  tirer  le  rapport  k  l  h, puis 
y  faire  \.et\k  nuls  y  on  obtiendra  ainsi  la  limite  de  ce  rapport^ 
ou  Ay  et  par  suite  Téqu.  (i)  de  la  tangente.  {Voy.  p.  44^)* 

La  droite  indéfinie  MN^  perpend.  à  la  tang.  au  point  iRf  de 
contact,  est  la  Normale;  Téqû.  est  facile  à  déduire  de  celle  de 
la  tang.,  puisque  ces  droites  passent  par  le  point  M  (r',^),  et 
de  plus  sont  perpend.  L'éq.  de  la  normale  est  (n**  871) 

Les  longueurs  TP^  PNy  comprises  entre  les  pieds  T,  P  et 
N  de  la  tangente,  de  l'ordonnée  et  de  la  normale,  sont  la  sous-' 
tangente  et  la  sous^normale.  En  faisantj^=:o  dans  nos  équ.^ 
6n  obtient  pour  x  les  abscisses  AT  et  AN  des  points  Tet  N^ 

sous'tang,     TP  ou  jp'  —  ar  =z*^ ....    (3) . 

sous^norm.  PN  ou  x  —  j:'  =  Ay ...  (4). 

11  pourrait  arriver  que  la  tangente  et  la  normale  n'eussent 
pas  la  même  disposition  que  dans  notre  figure,  et  que  la  sous- 
tangente  fût  X — ar%  et  la  sous-normale  x"^  —  2r;  mais  alors  le 
signe  négatif  qui  affecterait  les  valeurs  (3)  et  (4)  indiquerait 
cette  circonstance  (n°  339). 

Les  longueurs  MT  et  MN  sont  appelées  aussi,  l'une  Tan-^ 
gente,  l'autre  Normale. 

4o4*  Appliquons  ces  théorèmes  à  là  parabole  (fig.  234)i  dont 


\ 
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l'équ.  est  y*=s2pT-  on  ay*=2/7ar',  (y4-^)*=2/?(a:'4"*)» 
qu'on  réduit  à 

nkf  +  k^  =  2/7 A;     d*où  -  =  tang  S  ==  ^y^* 

Faisant  ^  nul,  on  a  ^=:tang,  7*=^. 

I**.  Équ.  de  la  tangente jrjr'zszip  (or  4- ^ )• 

2**.  Équ.  de  la  normale (jr — jr')  p  •+-  (X'^x')y  =o. 

3*.  Longueur  de  la  aous^tang»  TPz=z  ixf , 
4®.  Longueur  de  la  sous^norm,  PN = p .     ^ 

Donc  la  sous^tangente  est  double  de  l' abscisse,  le  sommet  ji 
est  au  milieu  de  TP,  le  pied  Z'de  la  tang.  est  à  gauche  du 
sommet,  et  la  sous-normale  est  constante  et  égale  au  demi" 
paramètre,  double  de  la  distance  focale  AF. 

405.  Cherchons  Tangle  TMF^:z  V  (  fig.  233  )  que  fait  le 
rayon  vecteur  avec  la  tangente  :  ce  rayon  passe  par  les  points 
M{x\y)tX  F{\p^  o);  on  a  donc  j^ --y  ==-^' (a:  —  x'); 

d'où  A'^—^. 

-p  —  x^. 

D'après  la  valeur  de  A  pour  la.  tangente  TMy  on  a 

tang  ^=  "^-^  -y'  +  iP*-P^  ^ P_ 
langA--^^^^^,-      .^^^^y     -y. 

à  cause  àe.y^^z'ipocf  ^  et  en  supprimant  le  facteur  commun 
\p^x\  Ainsi  tang  ^  =  ^  =  tang  T,  le  triangle  TMF  ésl 
isoscèle.  Tous  les  rayons  lumineux  et  sonores  SMj  qui  sont 
parallèles  à  Taxe ,  se  réfléchissent  à  leur  rencontre  M  avec  la 
courbe,  et  vont  au  foyer  F.  De  plus,  la  tangente  TM  coupe 
l'angle  QMF  par  moitié,  et  est  perpend.  sur  le  milieu  de  QFt 
enfin,  FM:=siFT;  ce  qui  offre  un  nouveau  moyen  de  mener  la 

406.  Faisons  varier  le  point  de  contact  M {x\  y  )  ^  et  pla- 
çons*le  successivement  en  tous  les  lieux  de  la  courbe,  puis 
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observons  les  diferses  positions  qu'affecte  la  tang. ,  lesquelles 
dépendent  de  son  équ.,  c.-à-d.  de  l'inclinaison  tang  T=z^^  et 

de  l'ordonnée  à  l'origine,  Ais^^^-T^^^-iy»  I^  est  aise'  de  voir 

que,  1°.  au  sommet  ^,  x'  et  y  étant  nuls,  l'axe  des  j*  est 
tangent;  2^.  à  mesure  que  le  point  de  capiaét  Jf  s'éloigne, 
x'  et  y  croissent,  ainsi  que  j4i^  qui  est  cpustanimeni  la  dcmi-y 
ordonnée  j"',  tandis  que  l'angle  7" diminue.    . 

La  tangente  prend  toutes  les  i»clinaisans  -^  ainsi  il  y  a  toujtfurs 
une  tangente  parallèle  à  une  droite  donnée  :  mais  ,  plus  l'angle 
T'est  petit,  plus  le  contact  M  et  le  pied  T  s'éloignent  du  som- 
met. La  parallèle  à  Taxe  répond  à  une  distance  infinie.  Étant 

donc  donnée  une  direction,  ou  A,  on  tire  aisément ^irr  ^  , 

et  le  point  de  contact.  Par  exemple,  si  -^  est  i ,  on  a  y'=^  p  ; 
d'où  x'z=s. {p  ;  le  foyer  F  répond  au  point  G  pour  lequel  la 
tang.  est  inclinée  de  45°sur  l'axe^  dans  toute  parabole. 

4o7'  L'equ.j^'ss/?  (.r+a:')  peut  servir  à  mener  une  tang., 
sans  connaître  le  point  M  de  contact  (or',  y)j  pourvu  qu'on 
donne  certaines  conditions.  Si  l'on  veut,  par  ex.,  qu'elle  passe 
par  un  point  donné  /  («j  ^),  notre  équ.  devient  i8/'==p  («-|—3f')» 
éliminant  avec  j^'^ir:  apa:',  on  aura  deux  valeurs  de  x'  etj^', 
*  deux  points  M  de  contact,  et  deux  tangentes. 
/  Mais  l'équ.  fyrssip  (tt'^x)  étant  satisfaite  par  les  coordonnées 
des^eux  points  de  contact,  est  l'équ.  de.  la  corde  qui  les  joint, 
jcsso donne  l'abscisse  x=— *  ee  dxt  point  de  section  avec  l'axe, 
point  commun  à  toutes  les  cordes  semblables,  quel  que  soit  J^ 
pourvu  que  son  abscisse  et  demeure  la  même.  Ainsi  le  point  / 
décrivant  une  parallèle  aux  j",  les  deux  tangentes^  les  points  de 
contact,  les  cordes  qui  les  unissent,  varient;  .le  point  seul 
de  section  de  ces  cordes  avec  Taxe  reste  le  même,  et  la  corde 
tourne  autour  de  ce  point^  qui  est  tantôt  à  droite,  tantôt  à 
gaoche  du  sommet,  selon  que  l'abscisse  de /est  à  gauche  ou  à 
droite  du  sommet  A. 
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IM  étant  la  tangente  cherchée,  qui  doit  éUr^  perpendi  sur  le 
tnilieu  de  QFj  /est  à  la  ménié  distance  de  F  et  de  Q\  le  cerck 
décrit  du  centre  /  avec  le  rayon  IFpdiBse  par  le  point  Q  de  la 
directrice ,  lequel  dévient  ainsi  connu.  QM  parallèle  aux  x 
donne  ensmte  3^y  pu  bien  on  mène  JM  perpend.  sur  ÇF,  et 
la  tangente  est  tracée.  Il  ne  faut  pas  craindre  que  le  cercle  ne 
coupe  pas  la  directrice  dès  que  /  est  extérieur  à  la  courbe  ;  car 
le  problème  est  alors  possible ,  et  Te  point  Q  doit  éxist^ir  :  on  a 
un  2*  point  Q  et  une  2*  tangente. 

4^^*  Appliquons  les  mêmes  principes  à  VEUipse*  Changeons 
X  et  j^  en  x'-^-  A,  et  j^'+  ^  dans  Féqu.  de  cette  courbe  i  il 
vient 

ay^+  6V'=û**%  û*  (y+Â:)»4.6*(a:'+^)'5=a***; 

d'où    k{iy+k)a^+h  i^'^h)  6«=o ,  jj  =  -  j,.  ^;j. 

C'est  la  valeur  de  tang  S  y  lorsqu'on  veutl'équ.  de  la  sécante 

en  àexxTi  points  donnés.  Pour  la  tang. ,  Qn  fera  &  et  A  nuls,  et 

b^'x'  ' 

on  trouve  Azsi^-^  t^  H  né  reste  qu'à  substituer  dans  les 

équations  du  n**  4^3  ;  on  a  (fig.  238)  . 

i<*.  ÉqU.  de  la  iangenle^  à'xf^  b^xs^zna^h''  ; 

2".  Equ.  de  la  normale^  j^^y:ssi  y^  {x-f^}  ; 


b^x' 


a»— a:'* 


i*.  VovLv  \b.  sons-tangente  j   TP==^  j 

b^x' 
4'.  Pour  la -yoM^-normflfe,    PN:^ — r. 

1°.  La  valeur  de  A  ne  change  pas,  lorsque  x'  et  j^'  prennent 
des  signes  contraires  ;  ainsi  les  tangentes  en  M  et  M^  sont  pa-* 
rallèles  (fig.  289). 

2*î.  £n  faisant ^"=0  dans  l'équation  de  la  tangente  ,  on  a 
CTzzLX=z  —  ;  a^x'  donne  CT  ^  a  :  CT*  est  indépendant  de 
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b  ;  ainsi  toutes  les  ellipses  décrites  avec  le  même  axe  AO^  ont 
un  même  pied  T'pourla  tang  TM,  TQ, . . ,  l'abscisse  j:'=CP 
demeurant  la  même.  Ainsi,  décrivons  un  cercle  AQO  sur  le 
diamètre  AO ,  prolongeons  Vordonnée  PM  en  Qy  menons  la 
tang  TQy  et  nous  aurons  le  point  T.  C'est  un  moyen  facile  de 
tracer  la  tangente  à  l'ellipse. 

a* ^» 

3<>.  j^=o  dans  l'e'qu.  de  la  norra.  donne  x=^CNr=z 7— a:' 


(fig.  238)  ;  ainsi  2Vet  ilf  sont  situés  du  même  côté  de'C^^. 

409.  Par  les  points  O  et  A  (iha,  o)  menez  les  droites  quel- 
conques OJV,  AN  (fig.  289)  ;  leurs  équ.  sont 

r^n{x — û),  j-=flt' (x+û). 

Le  point  N  de  rencontre  a  pour  coordonnées  , 

x=a, 7,jr= ?• 

Ce  point  N  n'est  déterminé  qu'autant  qu'on  fixe  les  tang,  «,«' 
des  directions  de  AN  et  ON;  mais  si  elles  sont  arbitraires, 
on  peut  en  disposer  de  manière  que  l'intersection  iV  soit  sur 
l'ellipse  :  on  dii  alors  que  ces  lignes  sont  des  cordes  supplé'^ 
mentaires.  Dans  ce  cas,  nos  valeurs  de  x  eijr  doivent  satisfaire 
à  Téqu.  û*j-'-HA'a:'=fl'é%  ce  qui  donne  « V*'^  +  6*««'=  o , 
ou  iM'(a'*«« +6*)  =0.  On  exprime  donc  que  les  cordes  se  cou- 
pent sur  l'ellipse ,  en  faisant  a  ou  »  nul  (  ce  qui  n'apprend 

rien),  ou  na  = j.  Ce  signe  —  provient  de  ce  que  ce  et  ce' 

sont  de  signes  contraires  ;  car,  si  NAO  est  aigu,  NOx  doit  être 
obtus.  Traçons  un  cercle  sur  le  grand  axe;  l'angle  AKO 
étant  droit ,  ANO  est  obtus.  Les  cordes  supplémentaires  du 
petit  axe  forment  entre  elles  un  angle  aigu  ;  ce  qu'on  démontre 
^  de  même. 

On  prouve  ces  propriétés  par  l'analyse,  ainsi  qu'il  suit.  L'an- 
gle 0  =iV  des  deux  cordes  supplémentaires  esl  donné  par 
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et)  éliiiiinaut  m  .Si  âr=r^,  tang  Ô  est  oo,  ou  d  =  90*  ;  le  cercle  a 
^euldes  cordes  supplémentaires  rectangles^  et  toutes  le  sont, 
4}uand  a^b^  «  et  tang  9  ont  même  signe  :  donc  les  angles 
•j4NOy  NOx  sont  obtus  ensemble.  Si  a  et  d  croissent  propor- 
tionnellement ,  l'angle  B  ne  varie  pas  :  ainsi ,  lel  directions 
ONj  AN  sont  constantes,  ou  les  ellipses  dont  les  axes  sont 
dans  le  même  rapport  ont- les  cordes  supplémentaires  parais 
Ihles. 

^  è  est  donné,  «c  re'sulte  del'e'qu.  du  2*  degré.    . 

a***— (a*— ô')  #  tang  ô+Z»*=o. 

Il  j  a  donc  deux  systèmes  de  cordes  supplémentaires , qui 

forment  entre  elles  un  angle  donné  é  ;  et  ces  cordes  sont  aisées 

à  construire  :  les  deux  valeurs  de  •  ont  mênie  signe ,  à  cause 

du  dernier  terme  -{-  b*.  Les  grandeurs  de  ôsout  égales,  quand 

on  a  (û* — 6')*  tang'  ô=4û^ô';  d'où  tang  8=:   ,J^»^;P"»8 

«=-.  Cette  solution  sépare  les  racines  .réelles  des  imagi- 
naires (n**  iSg,  .2^.);  ainsi  les  cordes  supplémentaires  qui 
concourent  à  F  extrémité  B  du  petit  axe  se  coupent  sous  le 
plus  grand  angle  obtus.  Si  AN  est  couché  sur  AO^  l'autre 
corde  est  à  angle  droit;  AN  tournant  autour  de  Aj  l'angle  N 
devient  obtus ,  et  s'accroît  jusqu'à  ce  que  les  cordes  passent 
en  B.  Passé  ce  teriûe,  AN  continuant  de  tourner,  l'angle  N 
diminue  et  reprend  les  mêmes  grandeurs. 

'  Pour  obtenir  graphiquement  les  cordes  supplémentaires  qui 
font  un  angle  donné,  il  faut  tracer  sur  AO  un  segment  de 
cercle  capable  de  cet  angle  ;  l'ellipse  est  coupée  en  deux  points 
qui  donnent  les  solutions  cherchées. 

4io.  Toute  ligne  Cil/ menée  par  le  centre  C  (fig.  289),  a 

pour  équ.  j*  rr:  A^x  ;  si  de  plus  on  veut  qu'elle  passe  par  le 

point  M  {x'  y  y)f  il  faut  que  y'z=zA'x*\  pour  la  tangente 

b'^a!  6' 

en  ilf ,  ^rc- —>  :  d'où  -<^^'= =  ««'.    Si   donc   on 

'  ay  à" 


\ 
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mène  F'G,  et  Ton  a  le  point  Jlf  de  contact.  Il  est  d'ailleuffi 
certain  que  lés  deux  cercles  doivent  se  couper ,  puisque  •  sans 
cela,  le  point  G  n'existerai^pas,  et  le  problème  serait  absurde  ; 
ce  qui  ne  peut  être,  tant  que  le  point  /  est  extérieur  à  TelUpse^ 
on  a  même  deux  points  G,  et  partant  deux  tangentes. 

On  peut  encore  traiter  le  problème  com>»-e  n®*  879,  3®. ,  et 
407  ;  les  coordonnées  a ,  iS  du  point  dpnné  ex  térieur  K  (fig.  280) 
devant  satisfaire  aux  équ.  de  la  tang  MK  et  de  l'ellipse,  on  à 

m 

rélimination  donnerait  pour  x'  ei  y  des  valeurs  du  2*  degré. 
Ainsi,  par  le  poii^t  K^  on  peut  mener  deux  tangentes  MK^  NK . 
a^^y+b^cLx-^^^a^b^^hX.  Téqu.  delà  droite  ^iV  qui  joint  les  points 
de  contact,  puisqu'elle  est  satisfaite  par  x  =a:'  et^=j''.  Il  est 
donc  facile  de  tracer  cette  droite  et  d'en  conclure  ces  points  » 
et  enfin  les  tang.  ;  la  figure  280  ne  suppose  pas  les  coordonnées 
rectangulaires. 

Comme ^^=^0  donne  etx^z=za^,  équ.  indépendante  de  b^ifi^ 
CE  est  constant,  quelque  part  qu'on  prenne  le  point /IT, 
pourvu  que  CA  =  a  et  le  grand  axe  2a  restent  les  mêmes. 
Donc,  si  K  se  meut  sur  BB'  parallèle  aux  j^,  les  tangentes  et 
les*  cordes  varient;  mais  le  point  E  reste  fixe^  même  quand 
le  2'  axe  2b  change  ;  en  sorte  que  £  a  la  même  position  que 
pour  le  cercle  décrit  du  centre  C  avec  le  rayon  a.  Le  point 
Ef  donr  l'abscisse  est  j:  =  a*  :  at  est  situé  au  dedans  ou  au 
dehors  de  l'ellipse  ,  suivant  qne  ot  est  ]>  ou  <^  a  c.-à-d. 
suivant  que  la  droite  BB'  est  en  deho  rs  de  la  courbe ,  ou  la 
coupe. 

4i4'  Venons -en  maintenant  à  Vhj-perbole  :  on  pourrait  ici 
refaire  tous  les  talculs  qu'on  vient  d'appliquer  à  l'ellipse  ;  mais 
il  suffit  de  changer  dans  ceux-ci  benb  \/ — i  (n"  397).  On  trouve 
4xlors  les  résultats  suivans. 

« 

1^.  Pour  l'inclinaison  et  Téqu.  de  la  tangente. 


La  tangente  TM(ûg.  a3 1)  fait  avec  Taxe  des  âr  un  angle  aigu  : 
elle  est  parallèle  à  celle  qu'on  mènerait  au  paintilf'.  . 
On  aura  de.  même  Tequ.  de  Ic^ormale. 


a» 


2*.  CT^z-^  ,  les  points  M  et  7*  tombent  du  même  côte 

de  l'axe  Cjr  ;  comme  :c'  est  >  a,  T;  est  compris  entre  C  et  le 
sommet  jé. 


Sous-tang  == 


Sous-normale::^.     .  . 

3*.  iPourlesdeux  cordes  supplémentaires  02Vetur^A^(fig.  240), 

on  a  flta'  s=  --  ;  les  deux  angles  formés  avec  l'axe  des  x  sont  eu-  . 
a 

semble  aigus  ou  obtus.  L'e'qu.  de  ^^W^^est j-ssot  (ar — û)^  passant 

par  le  point  2V  {J,  y')\  on  a  pour  la  corde  AU^  assz  j      ;  donc 

tt  et  j"'  sont  de  même  signe,  puisque  x"^  a.  Ainsi  les  angles 
des  cordes  supple'mentaîres  avec  l'axe  des  x  sont  aigus  quand 
N  est  placé  comme  dans  la  figure.  Ils  sont  obtus  pour  la  bran- 
che supérieure  à  gauche ,  etc. . .  Pour  la  ligne  CM  et  la  tang  TM 

en  Jlf,  on  a  -^-<^'= — ;  on  conclut  donc  que  le  procédé  (n®  4*0) 

pour  mener  une  tangente  à  l'ellipse,  est  applicable  ici.  Onmèi\e 
au  point  M  de  contact  la  ligne  CiP/,  puis  la  corde  ON  parallèle 
à  CM,  et  sa  corde  supplémentaire  NA  ;  celle-ci  est  parallèle  à 
la  tangente  TM* 

On  trouve,  comme  (n**4o9)  poui* l'angle  tf  =zONA  des  cordes 

suppl.,  tangtf=^^^^î-7;^;  or  (n»4i5)«>-,  ou  aV>i»«;  ainsi 

tang  è  est  positif  et  l'angle  fl  est  aigu.  Si  les  axes  varient  dans 
le  même  rapport,  0  demeure  constant. 

Quand  6  est  connu  et  qu'on  cherche  «e,  il  faut  résoudre  Téqu. 
du  2"  degré  aV — t^  (a'-J-**)  ^^"^S  ^=*%  ^^ut  les  racines  ne 
sont  jamais  imaginaires  et  ont  des  signes  différens.  L'angle  0 
T.  I.  .28 
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n*a  pas  ici  de  Kmites  comme  dans  le  cas  de  T^llipse.  On  peut 
construire  les  deux  solutions  en  décrivant  sur  AO  un  segment 
capable  de  Tangle  donné  0,  qH^  doivent  faire  les  cordes  supplé-* 
mentaires,  et  menant  des  droites  de  chaque  point  de  section 
aux  deux  sommets.  Plus  «  décroît ,  c^-à%d.  plus  AN  s'abaisse 
sut  Ax,  plus  â  diminue  y  en  passant  par  toutes  les  grandeurs 
de  90®  jusqu'à  zéro. 
4**.  Les  angles  formés  par  les  rayons  vecteurs  et  la  tan- 

nente  conservent  la  même  valeur  — j  ;  leurs  inclinaisons  sur 

la  tangente  sont  donc  les  mêmes ,  ainsi  que  sur  la  normale  / 
Tyif  divise  F'  MF  (&q.  aSi)  en  deux  parties  égales  ;  on  cons- 
truit donc  la  tangente  par  le  même  procédé  que  pour  l'el- 
lipse (n®  4^2)» 

SI  le  point  donné  est  sur  la  courbe  en  JK/,  on  prend  MGz=:MF, 

et  l'on  abaisse  MT^perpend.  sur  le  milieu  de  FG. 

Si  le  point  donné  est  en  /  hors  de  la  courbe ,  du  centre  / 
on  décrit  le  cercle  FG  ;  puis  du  centre  F'^  avec  un  rayon 
F'GzrzF'M — FMssaAOf  on  trace  un  2*  cercle,  qui  coupe  \e 
1*'  en  deux  points  ;  G  étant  connu,  F* G  prolongé  en  ili" donne 
le  point  de  contact  M*  Du  reste,  les  conséquences  du  n^  4'^ 
ont  également  lieu  ici. 

41 5.  Faisonsparcouriraupoint.de  contact  M  (fîg.  24O  ^^^ 
divers  points  de  la  courbe.  En  A  (x'hza^  j*  =0),  Téqu.  de  la 
tang.  devient  x:=za  \  ainsi  DD'  tangente  au  sommet  est  parallèle 
aux  jr,  A  mesure  que  le  point  M  s'élève  sur  la  courbe ,  pour 
connaître  les  positions  successives  de  la  tangente,  il  faut  en 
déterminer  le  pied  T  et  les  diverses  inclinaisons  ;  mais  on  ne 

peut  déduire  ces  angles  de  la  valeur  A  ss  -:^^  ,  parce   que  x' 

et  j"' croissent  ensenible.  Pour  lever  cette  difficulté,  mettons 
pour  a/  sa  valeur±:6v/(x'"— a') ,  et  divisons  haut  et  bas  par 
bx'  ;  il  vient  • 

X 


V('-^0 
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Or,  plus  ^  croit  et  plus  A  et  CT*  décroissent;  en  sorte  que, 
d'une  part,  le  pied  Tde  la  tangente  approche  salis  cesse  du 
centre  C  sans  y  atteindre,  et  de  Tantre,  Tangle  7  diminue  en 
même  temps.  Hais  cette  diminution  de  T  n'a  pas  Ken  indéfi- 
jument  ;  car  le  radical  approche  de  plus  en  plus  de  un  et  ne 
peut  dépasser  ce  terme,  qu'il  n'atteint  même  qu*à  a?^=: oo  ; 

alors ^=  :±:-  et  C7==o.  Du  reste,  il  est  inutile  de  continuer 
a 

le  mouvement  du  point  M  sur  les  autres  parties  de  la  courbe, 

à  cause  de  la  symétrie. 

Pour  construire  ces  expresmons,  portons  au  sommet  j4  les 

ordonnées  AD^siAD'^ssb  ^  traçons  CD  et  Ciy  \  ces  droites  ont 

pour  équ.  jr  :=  ±  -  a?  ;  elles  sont  les  Ufniles  de  toutes  les  Uin^ 

génies^  et  ne  rencontrent  la  courbe  qu'à  t  infini  .^  cette  courbe 
est  entièrement  renfermée  dans  l'angle  QCQ[  et  son  opposé. 

La  tangente  fait  avec  le  i^'  axe  un  angle  compris  entre  I>6'y^ 
et  un  droit  ;  on  ne  peut  donc  mener  une  tangente  parallèle  à 
une  droite  donnée  C/,  passant  en  C,  qu'autant  que  C/est 
dans  l'angle  QCH. 

4i6.  Quand  deux  courbes  s'étendent  à  l'infini ,  on  dit  que 
l'une  est  asymptote  de  l'autre  ,  si  elle  s'en  approche  de  plus 
en  plus  ^  et  si  Von  peut  s'éloigner  assez  pour  que  leur  distance 
soit  moindre  que  toute  quantité  donnée,  L'équ.  de  l'hyper** 
bole  est 

en  développant  i/(.t'— «*)  (p.  199)  :  le  i*'  terme  excepté^  x 
n'entre  qu'au  dénominateur  ;  ainsi  tous  ces. termes  décroissent 

indéfiniment  quand  x  augmente.  L'équ.  y=d^  -  a:  appar- 
tient donc  à  deux  droites  CQ,  CQ'  (fîg.  a4i)«  dont  l'ordonnée' 
PQ^PM  donne  la  différence  MQ  aussi  petite  qu'on  veut.  Ces 
droites  ^  que  nous  savons  être  les  limites  des  tangentes  ,  sont 
donc  aussi  les  asymptotes^  de  l'hyperbole. 

28.. 


[ 
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Si  l'hyberbole  est  équilatère,  assb;  les  asymptùtes  sont,  k 
angle  droit. 

On  trouvera  que  la  propriété  démontrée  à  la  fin  du  n^  4" 
subsiste  aussi  pour  Thyperbole. 

417.  Éliminons  j-  entre  l'équation  de  l'hyperbole/ , et,  celle 
jr=s=kx'\'l  d'une  droite  quelconque^,  pour  avoir  les  points  de 
section  :  nous  trouvons 

Cette  équ.  du  a*  degré  se  réduit  au  i*'  quand  a'A*=ft%  ou 

1}  l^-^-b^ 

ifr=dr - >  d'où  «=———"•  ^^^  parallèle  aux  asymptotes  ne 

coupe  donc  la  courbe  qu'en  un  point.  (Le  a''  point  de  section 
eét  à  l'infini.)  Pour  l'asymptote  même^  /=o ,  et  les  deux  sec-* 
tions  sont  à  l'infini.  En  général  9  on  a 

a^kl±:ab  t/(/'+f>'--  a^i:^) 

et  comme  jr=^a:-f-/,  le  radical  est  le  même  pour  x  et  y.  Pour 
que  la  droite  coupe  l'hyperbole  ^  x'eijr  doivent  être  réels  ;  dis- 
tinguons trois  cas ,  selon  que 

«'i*=  <ou> /*+ft*.| 

Dans  le  1*'  cas,  la  droite  n'a  qu'un  point  commun  avecl'by- 
perbole  ;  l'équ.  du  2^  degré  devenant  un  carré,  la  droite  touche 
la  courbe.  (  F'oj'.  n**  4^*4*  )  ^'^  feut  tirer  de  là  un  moyen  de 
mener  une  tangente  par  un  point  extérieur  /  (x\  j')  (fig.  a3 1)  ; 
car^— j^=^  (jp— a:')  devarit  aussi  être  l'équ.  de  la  droite,  on 
voit  que  /ss^"' — kx\  qui,  avec  l'équ.  a^*=/*-f-^%  détermine 
*  et  /. 

Dans  le  a*  cas^  il  y  a  deux  points  de  section.  Posons 

«•*'s=s  ^4.6»— <i'  ;  d  ou  X  ss-^a.    ,       ,  : 
et  si  la  droite  passe  au  centre,  /=o, 

.ab            ,kab    ,      VJPr^^^ 
X  =:±  —•,  jr^^  —  »  ^=  ' — z <  7.' 
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Toute' droite  MM'  qui  passe  par  le  centre  C,  et  est  dans 
Tangle  asymptotique,  coupe  la  courbe  en  deux  points  opposés 
M  et  M  y  dont  les  abscisses  sont  égales  en  sip,nes  contraires  ;  il 
en  est  de  même  des  ordonnées,  et  de  CM  et  CM\ 

Dans  le  3*  cas,  Içt  droite  ne  coupe  pas  la  courbe.  Si  /==ro ,  on 
dL  ak^by  la  droite  passe  par  le  centre  et  est  dans  Tangle  QCff 
((]g.  240;  elle  est  parallèle  à  deux  tangentes;  tandis  qu'au 
contrf^re  toute  ligne  qui  est  dans  Tangle  QCQ'  coupe  la 
courbe  et  n'a  aucune  tangente  parallèle. 

4 1 8.  Rapportons  Tfayperbole  aux  asymptotes  Cl/j  Cb  (6g.  242) 
pouraxes  dés  a^-  etjr'  ;  menons  MP  pairallèle  à  Cb  ;  CP=x'f 

PMz={X''  L'augle  xCb^^m  a  pour  tangente  -  (  n®  4i5).;  d'où 
(n^  346),  en  faisant  pour  abréger, 

les  formules  générales  {Bj  n®  383)  de^riennent 

Au  sommet  j4^  où  ^"=0,  on  a  a^^zz.y^  CDz=sDÂ\  CBAD  est 
donc  un  losange^  ce  qui  suit  ausside  ce  queVang.  DAC=D€A. 
Substituons  ces.yaleurs  d'ar  et  jr  dans  a'jr».^&*x*=i  —  a'i*;  U 
vient  xyxsm^  pour,  l'équ.  demandée.  En  faisant  a?'==7^,  on  a 
CD=zmz:z\  V/(a'+^  )•  Si  l'on  compte  les  x  eij  positifs,  selon 
Cb  et  C£r,  l'équ.  est  xjrzzz  —  m'. 

Qïi  nomme  m'  la  puissance  de  rkjrperbole;  si  la  courbe  est 
équilatère,  CBAD  est  un  carré  ssm^ssa^  n*. 

De  aix=m^  on  tire  que  j^  décroît  quand  x  augmente ,  et  ré- 
çlproquemeat  ;  ce  qui  prouve  que  les  axes  sont  en  effet  des 
a9ymptotes* 

Nous  avons  trouvé  que  a=i!im  cos  «,  Acssm  sin  a  ;  ce  sont 
les  axes  de  l'by  perbole  qui  sont  ainsi  connus,  lorsqu'elle  est  rap- 
portée à  se»  asymptotes.  Les  diagonales  CA  j  DBy  du  losange 


"^.^ 
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CDAB^  résolvent  d'ailkurs  le  proUème";  car  am  sîn  «trsft» 
DLssCD  sio  «ssm  sio  a  y  donneai  BDz=zb. 

419.  MaltipltODS  Véqa*  xyssm* p9iV sin  an;  il  vient 

XX  sin  bCb'z=ain^  sîn  «  ces  at  ; 

le  t**  membre  (p*  387  »  Y)  exprime  ^^ire  du  paitaUêl&grafmne 
CPMQy  jpui  est  par  conséquent  constante  ^  ^quelque  part  quon 
prenne  le  point  M  sur  la  courbe  f  d'ailleurs  le  a*  miembie;?:^^; 
ainsi ,  Vaire  CPMQ  est  la  moitié  du  reciangle  desdemi^^axes  /  ce 
qui  suit  aussi  de  ce  que  CA^a^  BD:=.bet  CBAD=CQMP* 

fyio.  Une  semblable  tramsformatûm  pourrait  donner  Véqu. 

de  la  tang.  TM  au  point  M  {x\  j^},  rapportée  aux  asympto» 
tes  ;  mais  on  la  trouve  directement  par  ce  calcul.  Cette  équ. 
est  (n*367), 

j^y^Aix-^), 

.  ,         sin  STB       ,  À  /  •       f     ^    # 

Jf  étant  —r-s^ïTTr  •  changeons ,  comme  n**  4<>3,  x'  et  r' en 
sin/oC 

s^^h  et  y +* ,  dans  Téqu.  afj'rsm^ , 

Telle  est  la  valeur  de  A  pour  la  sécante  MN;  la  limite  se 

y 

rapporte  à  la  tangente;  d'où  -^  =:  — -7  ;  donc  enfin ,  Téqu. . 
dierchée  est 

/ 

Faisant  j^  =5  o>  on  trouve  x  =3 — ^-csax',  abscisse  CjT  du 

pied'  T  de  la  tangente ,  et  qui  est  double  de  CP  ;  prenant 
donc  TPssCP,  menant  TW,  on  a  la  tangente.  Comme 
triangle  SMQ  r=:^MTPf  le'  point  M  de  contact  est  au  milieu 
de  ST. 

Puisque  CTc=:2z'  et  CS=2r\  l'aire   CST=z:ix'y  sin  nm 
(  p,  387),  ou  =2  ai  ;  l'aire  CST  est  donc  constante  quelque  soit 
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lepoifU  M  ;  eUc  égale  le  rectangle  des  demi-axes;  lès  quatre 
triangles  TMP^  CMP,  CMQ^  SMQ,  sont  équÎTalens. 

4^1.  L'ëqa.  d'une  sécante  M'  est  jrzsiKx^L  ;  jrss:o  donne 
le  point  b'  de  section  par  Tasymptotèi  Cb'^sc — LlK.  Ëlimi- 
nant  x  et  jr  avec  xjresm%  on  a  les^points  N^N^  de  section  avec 
la  courbe  ;  d'où  Kx^-^Lx^zmK  Or,  (n* x37,  y.)— LlK  est 
la  somme  des  racines±=C«'+aiV=s  C6',  oussCû'+o'ô'; 
donc  aNssa'b\  et  les  triangles  Nab^  tfdV  sont  égaux  ;  d*QÙ 
ôiVs=ft'iV.  Toute  sécante  a  des  portions  égales  comprises  entre 
rhyperbole  et  F  asymptote. 

On  tire  de  là  un  procédé  facile  pour  décrire  la  courbe ,  lors- 
qu'on a  un  de  ses  points  N  et  ses  asymptotes.  Par  ce  poin^ 
menez  une  droite  quelconque  \ib\  prenez  b'N'^sdbN ,  N'  sera 
un  7^  point  de  la  courbe.  En  répétant  cette  construction ,  on 
obtient  autant  de  points  qu'on  veut. 

Les  abscisses  aN^  Ca'^  de  N  et  N%  étant  x\  ar*,  en  résol- 
vant les  triangles  abN,  bN'Of  on  trouve 


sma     «,,.       ,,,«       -  sm  â 


sm  b  sin  b 


multipliant  ces  équ.  il  vient 

sm*  o  ii    sm  Cf 

à  cause  du  dernier  terme  de  Téqu.  itx'+£rJ?=m*.  Or,  ce  pro- 
duit est  indépendant  de  £,  et  toute  parallèle  à  notre  sécante 
l'eût  pareillement  donné.  Donc^  deux  sécantes  ont  même  valeur 
pourleproduithJ^XWî^f  que  le  carré  de  la  demi-tangente  SM  y 
lorsque  ces  trois  droites  sont  parallèles. 

4^2.  Le  procédé  du  n^  4^^»  P^^^  trouver  ^  dans  l'équ.  (i), 
s'applique  à  toute  équ. ,  quel  que  SQit l'angle  des  coordonnées  ; 
en  suivant  attenjtivement  ee  qu'on  y  prescrit  :  on  voit  qu'il  faut 
changer  x  en  a:'+A,  etj*  en  jr'-|-it^  dans  la  proposée ,  ce  qui 
donne  deux  sortes  de  termes  ;  i*.  ceux  qui  n'ont  ni  h^  ni  ty  et 
qui^  restant  quand  ces  accroissemens  sont  nuls,  recomposent 
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Téqu.  de  la  courbe^  et  s'^între-détruiseut  ;  2*.  des  termes  dont  h 
ou  k  sont  facteurs,  qui  sont  destinés  à  donner  leur  rapport  A;  A, 
auquel  on  substitue  ^,  en  y  faisant  A  et  ^  nuls. 

Mais  il  est  clair  que  le^  termes  qui  disparaissent  de  ce  rap- . 
port  sont  ceux  où  A  et  a  entraient  à  une  dimension  supérieure 
à  la  i'*.  Donc,  si,  supprimant  les  raisonnemens ,  on  s'en  tient 
au  matériel  du  calcul,  on  voit  qu'il  faut  i^  changera  en  x^-b; 
y  eny-f-k,  et  développer,  en  ne  conservant  que  les  termes  de 
i"*  dimension  en  h  et  c/i  k;  2,^,  faire  k=sAh  et  diwer  tout  par 
le  facteur  commun  h  ;  4^.  enfin  tirer  la  valeur  de  A.  Quand  nous 
serons  plus  avancés  (  V,  n°  5o4)9  nous  reconnaîtrons  que  A  est 
égal  à  moins  la  dérivée  de  Véqu.  proposée  par  rapport  à  x, 
divisée  par  la  déf-tvée par  rapport  à  y«  Substituant  dans  les 
équ.  du  n®  4^^  >  ^^  ^  celles  de  la  tangente  et  de  la  normale . 

Ainsi,  pour  j^'+'xay'trsa/'+a:,  on  trouve  d'abord  ~ 

puis  V-^+  %xA-\'2j^=i%A+ 1  ), 


J'où 


j"4-*— 1 


Par  ex.,  le  point  (1,1)  est  sur  la  courbe,  puisque  ce^  coor- 
données, mises  pour  j:  et  j-,  satisfont  à  la  proposée;' on  trouve 

Az=i —  i ,  et  Téqu  de  la  tang. ,  en  ce  point  de  la  courbe,  est 

* 

Prenons  encore  Véqu.  j-'csmar-f  nx*,  qui  appartient  à  nos 
trois  courbes ,  suivant  les  valeurs  qu'ont  m  et  n  (n*  400)  ;  otr 
trouve 

d'où    '  ^-:i^±^. 

4^3*  Quand  la  tangente  est  parallèle  aux  a:,  il  est  clair  que 
dès  que  la  branche  de  courbe  est  entièrement  au-dessous  ou 
au-dessus  de  la  tangente,  Vjr  du  point  de  contact  est  >  au 
<  que  les  jr  voisines.  Ainsi  l'équ.  A=i6  doit  donner  Yjr  qui 
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est  un  maximum  Ou  un  minimum  y  et  ou  la  trouve  eu  élimi- 
nant xet  jr  entre  ^==0  et  la  propose'e.  A^=ico  donné  les  tan- 
gentes parallèles  aux  jr^  c.-à-d.  les  limites  de  la  courbe  dans 
le  sens  des  x.  < 

Soit,  par  ex.,  l'e'qu.  j^*— a:j-+|a:'— ar+iso,  pour  la- 

quelle  on  trouve -^^si^-' ;  posantj^— a?+i=o,  etélimi- 

nant  avec  la  proposée,  on  obtient  x  =  3  et  i,  et  j*=a  et  o, 
coordonnées  des  points  où  la  tangente  est  parallèle  aux  x; 
9.  est  la  plus  grande  ordonnée,  o  la  plus  petite;  la  courbe  ne 
passe  pas  au-dessous  de  t'axe  des  a:,  qu'elle  touche  au  point 
(i,  o).  aj" — a:=o  donne  j:=:2ZE:v/2,j-=± I du/ 1,  coordonnées 
des  limites  latérales  (n°4^4>  ^S*  ^^i)^ 

4a4*  Étant  données  l'équ.  d'une  courbe  dû  a*  degré,  et  celle 

j^=:Ar4-i3  d'une  droite ,  pour  trouver  les  points  de  section ,  il 

faut  éliminer  jr,  ce  qui  conduira  à  une  équ.du  a*  degré  en  a:, 

de  la  forme  ax'+6x-|-c;s:o.  Les  abscisses  des  deux  points 

b±.\/{b*—iac) 
d  intersection  sont  a:  c=—  ■ —  ,  et  suivant  que  ces 

racines  sont  réelles  ou  imaginaires^  la  droite  coupe  où  ne 
coupe  pas  la  courbe.  Si  b'^^^^ac=2o ,  les  racines  sont  égales ,  et 
la  droite  est  tangente^  car  si  £t  et  /?  étaient  arbitraires,  en  les 
faisant  varier ,  la  droite  changerait  déposition,  et  les  deux 
point^  d'intersection  seraient  d'autant  plus  rapprochés  que 
b^ ...  ^ac  serait  plus  petit  ;  '  ces  points  coïncident  quand 
6* — 4^^^=^  >  ^^^*  V^^  exprime  une  relaliou  eutre  «  et  /3  quand 
la  droite  est  tangente.  L'une  de  ces  constantes  reste  arbitraire , 
et  on  peut  la  déterminer  par  diverses  conditions ,  ce  qui  donne 
\'ï*i\k  à  un  grand  nombre  de  problèmes.  L'abscisse  du  point  de 

contact  est  X  =  -^  — .  Quand  cela  arrive,  «  et  jS  étant  donnés,  on 

trouve  que  l'équ.  en  x  est  un  carré  exact;  on  reconnaît  donc 
que  la  droite  est  tangente ,  et  on  aie  point  de  contact.  Ex.  : 

3^5=4*4*2,  ^*— 2xj'+2x*4-4a:— 5j*+4=Oî 
]\'limination  de  jr  donne   j:'— -ax+t  =  0  =  {x  —  i)* 


\ 


/ 
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ainsi  la  droite  touclie  la  courbe  au  point  pour  lequel  x=i  » 


Lorsque  faisant  j'sso,  dans  une  équ.,  on  trouve (â?-—âr')*:£=o, 
on  doit  en  conclure  que  la  courbe  touche  l'axe  desx  au  point 
{x\  o),  Voj.  (fig.  a6i  et  aSi ,  n*^*  44^  et  454-) 

Du  Centre  et  des  Diamètres. 

4^5.  Le  Centre  d'une  courbe  est  un  point  C  (fig.  a4^  ^^  ^4^}* 
qui  jouit  de  la  propriété  de  couper  en  deux  parties  égales  toutes 
les  cordçs  ,  telles  que  MM',  menées  par  ce  point.  Mettons 
l'origine  en  C\  menons  PMy  P'iW*  parallèles  à  Taxe  Çy\  Ica 
triangles  CPMj  CP^M*  sont  égaux  à  cause  de  CM^siCM' \ 
d'où  CP^zCP',  PMzzzP'M'.  Donc,  lorsque  Torigine  est  au 
centre  de  la  courbe,  les  ordonnées  et  les  abscisses  sopt  deux 
à  deux  égales  et  de  signes  contraires.  La  réciproque  a  visible^ 
ment  lieu. 

L'angle  j'Cr  des  coordonnées  est  ici  quelconque. 

Donc  pour  qu* une  courbe  ait  le  centre  à  V origine  ^  il  est  né* 
cessaire  et  il  sujffit  quck  son  équ.  ne  soit  point  altérée  lorsqu'onj- 
change X  en— x,  ety  en— y. 

Appliquons  ce  précepte  à  l'équ.  générale  du  a*  degré 

Jy+Bxr+  Cx^+Dj+Ex+Fsszo. . .  (i). 

Il  est  manifeste  cp^afin  que  la  courbe  ait  Forigine  peur  cen^ 
trcj  il  faut  que  son  équ,  ne  contienne  pas  les  termes  Py  et  Ex  ; 
çUe  setu  de  la  forme  .<i^-}-J?a^+C!r'+F=:o.  C'est  pour  cela 
que,  par  anticipation,  nous  avons  donné  le  nom  de  centre  au 
Wlien  de  l'axe  de  Tellipse  et  de  l'hyperbole  ;  et  il  devient 
prouvé  que  toute  corde  qui  passe  par  ce  point  y  est  coupée  eu 
deux  parties  égales. 

Mais  une  courbe  pourrait  avoir  un  centre  qui  ne  fût  pas  situé 
à  Torigine  ;  alors  il  faudrait  qu'on  pût  l'y  transporter  ;  on 
changerait  x  en  x'+a^  jenj^-j^b,  et  l'on  déterminerait  lea 
coordonnées  arbitraires  a  et  &  de  la  ipouvelle  origine,  de  ma- 
i^ière  à  chasser  les  termes  de  i*'  degré  en  x^  et  y.  Faisons  co 
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calcul  pour  l'ëqu*  {1)  i  nous  égalerons  cçs  tenues  à  zéro^  el  il 
viendra 

nAE^BD    ,       2,CD^BE 


d'où  . B^^^AC  '  ^  -  B^^AC  ' 

et  la  transformée  est  ^''-4-5j/r'+^^'*H"Q==o>  Q  désignant 
le  terme  tout  constant.  La  courbe  du  2*  degré  a  donc  un  centre 
toutes  les  fois  que  ce  calcul  est  possible ,  et  elle  n'en  a  qu'un 
seul;  mais  elle  n'en  a  point  dans  le  cas^  contraire,  qui  a  lieu 
lorsque  5*— 4^C=:o  ;  les  équ.  (2)  sont  alors  contradictoires 
(a®  ii4y  2®.).  Cependant,  si  Tun  des  numérateurs  de  a  ou  6 
était  en  même  tempsso,  l'autre  le  serait  aussi  :  il  y  aurait  une 
infinité  de  centres,  et  les  équ.  (a)  rentreraient  l'une  dans 
l'autre (n*»  II 4,  3*.)  ' 

En  général ,  si  a  et  6  représentent  des  coordonnées  yarta- 
blesy  les  équ.  (2}  appartiennent  à  deux  droites,  dont  l'inter- 
section donne  le  centre  ;  elles  sont  parallèles  lorsqu'il  n'y  a 
point  de  centre,  et  elles  coïncident  lorsqu'il  y  en  a  une  infinité; 
les  centres  sont  tous  les  points  de  cette  droite.  Ces  cas  partie* 
culiers  s'éclairciront  bientôt  {n^  ^SS)* 

Donc  la  parabole  tCa  point  de  centre  <^  puisque  B^-^l^AC 
devient  0—4X0=0,  pour  l'équ.  ^^••ss:  ipx, 

426.  On  dit  qu'une  ligne  est  Diamètre  d'une  courbe  lorsque  elle 
coupe  en  deux  parties  égales  toutes  les  cordes  parallèles  menées 
dans  une  direction  déterminée* 

Lorsque  deux  droites  sont  réciproquement  des  diamètres 
l'une  par  rapport  à  l'autre,  on  les  nomme  Diajhètres  conjugués. 
Les  axes  de  l'ellipse  et  de  l'hyperbole  sont,  par  ex. ,  des  dia- 
mètres conjugués. 

Cherchons  F  équation  {t  un  diamètre  quelconque  ^une  courba 
du  second  degré.  Soit  j"=ax+i  l'équ.  d'une  droite;  en  élimi-^ 
nantj^  de  l'équ.  (i),  on  aura  une  équ.  du  2*  degré,  que  nous 
représenterons  par  x^'^^kx-^hszo,  dont  les  racines,  de  la  forme 
:rs=s— |^-f>V/^n,  sont  les  abscîsses*des  points  de  section  de  la 
droite  et  de  la  courbe.  Le  terme  — |A  est  visiblement  l'abscisse 


X 
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X  du  milieu  de  la  corde  :  en  faisant  le  calcul  indiqué^  on  àrriv« 
à  Téqu-.  propre  à  donner  ^;  cette  équ.  est 

a  étant  cons.tant,  si  b  varie,  on  obtient  les  abscisses  x'  du 
milieu  d'une  suite  de  cordes  parallèles  :  mais  si  Ton  élimine  h^ 
en  faisant  b:=zy "-^aaf  ^  on  aura  une  équ.  en  x'  etj^  propre  à. 
toutes  ces  cordes  ;  ce  sera  donc  Téqu.  de  la  ligue  qui  les  coupe 
toutes  par  moitié  ;  ainsi  Véqu,  générale  et  un  diamètre  j  ordon» 
née  par  rapport  à  a  est 

a  (Bx'+2Ay+D)+!iCx'+By-i'Esszo  ...  (3) 

il  s'ensuit  que  i^.  les  diamètres  des  courbes  du%^  degré ^  ou  les 
lignes  qui  coupent  par  moitié  tout  système  de  cordes  paralr 
lèlesy  sont  des  droites ^  puisque  l'équ.  est  du  i*'  degré  ;  pour 
une  direction  donnée  a  ^es  cordes,  cette  équ.  est  facile  à 
construire. 

2^  Chaque  direction  des  cordes  a  son  diamètre  particulier. 

3".  T'out  diamètre  passe  par  le  centre  j  puisque  lesxoordon- 
nées  x\  y  de  ce  centre  (équ.  2)  satisfont  à  notre  équ.  (3). 

Cependant  si  le  centre  n'existe  pas  (là  parabole)^  alors 
B^-^^ACz::iO'y  éliminant  C,  l'équ.  devient 

,_ B^     ,      aP-^E 

Le  coefficient  de  x'  étant  indépendant  de  a,  tous  les  diamètres.- 
de  la  parabole  sont  parallèles  entre  eux;  la  direction  en  est 
connue.  Comme  l'axe  est  l'Un  de  ces  diamètres,  et  qu'il  est 
perpendiculaire  aux  cordes,  la  condition  (4)  p.  395,  se  trouve 

'  ici  exprimée  par -j + '  =<^>  ^'®"  az^—.  Cette  valbur  de  a 

substituée  dans  le  dernier  terme  de  Téqu.  fait  connaître  la  par 
siiiou  absolue  de  l'axe,  les  coordonnées  étant  rectangles. 

Le  même  calcul  pour  l'équ.  générale  (3)  donne  la  condition 
/^a^+aa  ( C —  A)  =  B  qui  détermine  a  dans  cette  équ. ,  lors?»- 
qu'elle  appartient  aux  axes  de  rdlipse  et  de  l'hyperbole.. 
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427 j  Pour  que  Taxe  des  x  soit  diamètre^  les  .cordes  étant 
parallèles  à  l'axe  des  j",  il  faut  que  chaque  abscisse  donne  deux 
yaleurs  égales  et  de  signes  contraires  pour^;  ainsi  ^  en  résolvant 
par  rapport  à^les  équ.  du  2*  degré,  qui  jouissent  de  cette 
propriété^  it  faut  qu'on  dÀX,  jz=s^'àz\/K  ,  K  contenant  x.  £u 
faisant. le  calcul  sur  Féqu.  (i),  il  est  visible  que  cette  con- 
dition n'a  lieu  qu'autant  que  cette  équ.  est  privée  dés  termes 
Bxj  et  Dy, 

De  ineme>  pour  que  l'axe  des  j^  soit  diamètre  par  rapport  à 
celui  des  jr,  il  faut  que  l'équ.  de  la  courbe  ne  contienne  ni  Bx^y 
TLxEx.  Donc,  pour  que  les  deux  axes  des  xct^  soient  diamètres 
conjugués  9  il  faut  que  l'équ.  soit  privée  à  la  fois  des  termes 
Bxy^  DjreiEXy  c.-à-d.  qu'elle  ait  forme 

Ainsi  p  l'origine  est  au  centre  ;  Vellipse  et  Vhyperbole  peuvent 
€ivoir  des  diamètres  conjugués,  mais  la  parabole  n'en  a  point. 
Tout  cela  est  indépendant  de  l'angle  des  coordonnées.  Donc 

I®.  Soit  BB^  (fig.  243  et  245)  un  diamètre  de  l'ellipse  ou>de 
l'hyperbole;  on  a  vu  (n**"  4^8  et  /^i/^)  qae  les  tangentes 
JG  et  HK  en  B  et  B^  sont  parallèles;  de  plus,  elles  le 
sont  aussi  au  diamètre  conjugué  Cj",  puisque  les  cordes  qui 
lui  sont  parallèles  sont  coupées  au  milieu  par  BB\  et  qu'à 
mesure  que  ces  cordes  s'approchent  de  B  ou.  B%  les  deux  esc- 
trémilés  se  rapprochent;  enfin,  les  deux  points  de  section  se 
réunissent  en  B^  et  la  double  ordonnée  devient  nulle.  Ainsi, 
pour  que  la  courbe  i^it  rapportée  à  ses  diamètres  conjugués, 
Faxe  Cy  des  ordonnées  doit  être  parallèle  à  la  tangente 
menée  au  point  B  ou  B',  cà  taxe  Gx  des  abscisses  rencontre  la 
courbe. 

2**.  Toute  ligne  CBy  menée  par  le  centre  C,  est  un  dia- 
mètre dont  le  conjugué  est  parallèle  à  la  tangente  en  B\ 
cela  résulte  de  ce  que  l'équ.  de  la  courbe  rapportée  à  ce 
système  d'axes,  a  alors  nécessairement  la  forme  (4).  Ainsi, 
dans  l'ellipse  et  Vhjperbole ,  .il  jr  a  une  infinité  de  diamètres 
conjugués. 
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3^  Qaand  AO  (flg.  sBg,  240)  est  le  1**  axe  de  TelKpse  oa 
de  l'hyperbole,  il  7  &  tonjoura  deux  cordés  sapplëmentairesy 
ON,  AN  parallèles  aux  diamètres  coDJngnés  ;  et  la  relation 
a^mmddb^isiOf  donnée  (n^  4^9  4*4)  ponr  rinclinaîson  de  ces 
cordes  sar  Taxe  AO^  conrîéiit  aussi  à  celle  de  ces  diamètres. 
Ils  conservent  des  directions  parallèles  dans  toutes  les  ellipses 
on  hyperboles  dont  les  axes  aetb  ont  même  rapport. 

4**.  Ke  problème  qui  consiste  à  trousser  de^s  diamètres  con^ 
jugués  qui  font  un  angle  donné  b  a  été  résolu  pour  les  cordes 
supplémantaires  (n^  4^9)  *  ^  ^  ^^^  limite.  Cet  angle  ne  peut 
être  droit  que  pour  les  axes  ;  dans  le  cercle ,  tous  les  diamètres 
conjugués  sont  rectangulaires.  Le  problème  proposé  revient 
à  former  le  triangle  ONA^  connaissant  la  base  AO  etTangle 
opposé  N^sB  ;  on  décrira  donc  sur  AO  un  segment  de  cercle 
capable  de  l'angle  é,  et  les  deux  points  de  section  avec  la 
courbe  donneront  les  positions  du  sommet  iV.  (f^ojr.  n"  43 1 9  4**9 
et  433.) 

5*.  Si  le  diamètre  conjugué  Cjr  rencontre  aussi  la  courbe, 
ce  qui  a  lieu  pour  Fellipse  (fig.  ^^S)y  on  verra  de  même  que  IK 
et  GH,  tangentes  en  D  et  ZXjSont  parallèles  au  i*'  diamètre  BB\ 
Le  parallélogramme  GIKH  est  appelé  Circonscrit  à  la  courbe. 
Mais  0^(fig.  ^2^5)  ne  rencontre  pas  l'hyperbole,  puisque  cette 
droite  est  tracée  hors  de  l'angle  des  asymptotes  (n**  4i  7»  3*  cas). 
Le  i*'  diamètre  coupe  donc  la  courbe  ,  mais  le  2""  ne  la  ren* 
contre  pas. 

4^8.  Soient  Cr  et  Cjr  {ûg.  243)  les  diamètres  conjugués 
d'une  ellipse  ;  on  nonune  B£'  et  DD'  leurs  Longueurs,  Fai- 
sons CBzsa'  et  CD:=zb\  Or  ^=0  donne  x^sici  -^  ap=o 
donne  jrz=ib'  ;  ces  conditions  étant  introduites  dans  l'équ.  (4)  ^ 
on  a  ^ 

5a''  =  Ç  ,   Ab'-^  Q  î     d'»ù  £»  J,  ,^  «  SL  , 

ce  qui  change  cette  équ.  en 

ay^+b"x*csa''b'* ....  (5) , 
qui  est  celle  de  l'ellipse  rapportée  à  ses  diamètres  conjugués. 
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42g.  Soient  pareillement  Cm  et  Cj  (fig.  345)  les  jdia-> 
mètres  conjugués  de  Thyperbole  ;  CBzss.d  donne  Bd^ss,  Q, 
car  j:=zo  répond  à  xzszal.  De  plus  Çy  ne  coupant  pas  la 
courbe^  si  Ton  connaissait  T^qu.  rapportéeaux  diamètres  Cr, 
Cjr^  et  qu'on  Toulut  trouver  le  point  où  Cjr  rencontre  la 
courbe  ^  xzszo  donnerait  une  valeur  imaginaire  pour  jr  ; 
mais  (  par  les  mêmes  motifs  qu'au  n*"  3g3  ) ,  changeons 
le  signe  sous  le  radical ,  cette  valeur  deviendra  réelle  ;  repré- 
sentons-la par  V  ;  alors  x:=zo  devra  donner  j^'s^r  —  é'*, 
d'où — Ab'^ziz  Qf  6'  ou  la  demi^longueur  du  second  diamètre 
étant  r ordonnée  oblique  qui  répond  au  centre,  mais  rendue 
réelle^  Les  équations 

Bd^^Q,  ^jy^GsQ,  donnent  ^s=^,  As=2—^^ 

et  en  substituant  dans  (4)  y  on  obtient  pour  l'équ.  de  l'hyper- 
bole rapportée  &  ses  diamètres  conjugués 

dy^—b''a^=z^d^b\..  (6). 

Si  l'on  prend  CD=CEf=b\  les  parallèles  GH,  IK  à  Cx  for- 
ment le  parallélogramme  GIKH  inscrit  dans  l'hyperbole. 

Les  équ.  (5)  et  (6)  pouvant  se  déduire  l'une  de  l'autre 
en  mettant  6'V^-— 1  pour.^»  il  en  sera  de  même, des  ré- 
sultats de  calculs,  qu'on  est  ainsi  dispensé  de  faire  pour  l'hy- 
perbole* 

43o«  En  changeant  j:  en  j^,  et  j'en  ar,  l'équ.  de  l'ellipse  cou- 
serve  sa  forme  ;  toutes  les  constructions  qu'on  fera  sur  l'un  des 
diamètres  seront  donc  applicables  à  l'autre.  Si  l'on  compte  les 
X  sur  le  31*  diamètre  de  l'hyperbole ,  l'équ.  devient 

431 .  Puisque  les  équ.  de  l'ellipse  et  de  l'hyperbole  rappor- 
tées aux  axes  et  aux  diamètres  sont  de  même  forme  »  il  est 
inatile  de  reproduire  ici  les  calculs  déjà  effectués  pour  les  axes, 
et  l'on  peut  en  déduire  que 

i®«  Les  carres  des  ordonnées  PM  (  6g.  ^43  et  245)  sontpro« 


j  I 
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poriionuels  aux  produits  des  distances  PB^  PB\  de  leur  pied 
P  aux  extrémités  5  et  5'  du  diamètre  (n^*  388  et  89^), 

2?.  Deux  ellipses  qui  ont  l'une  pour  axes,  et  l'autre  pour  dia- 
mètres conjugués,  2a'  et  nb',  ont  même  équ.  ;  ainsi^  pour  chaque 
abscisse,  l'ordonnée  est  d'égale  longueur,  mais  sous  des  dirçc- 
tionsdifFérentes.  Donc,  pour  tracer  une  ellipse,  lorsqu'on  connaît 
les  directions. et  les  longueurs  des  conjugués  CB,  CD  (fig.  ^44)9 
on  prendra  sur  la  perpendiculaire  à  BB\  CK:=.  CK^z=:  CD  ; 
puis,  à  l'aide  de  la  propriété  des  foyers  ou  autrement,  on  dé- 
crira l'ellipse  BKh'K'  s\kt  les  Bxes^BB'  et  KK'  ;  enfin  on  in- 
clinera chaque  ordonnée  PN^  suivant  PM,  parallèle  à  CD:  Si 
a'  =b\  BKB'K'  est  un  cercle. 

Gfette  construction  s'applique  visiblement  à  l'hyperbole  ;  on 
verra  qu'il  en  est  de  même  de  la  parabole. 
•  3^.  L'inclinaison  d'une;  .tangente  en  un  point  quelconque 
{x\y)  et  l'équ.  de  cette  ligne,  sont  pour 


b'^x' 


l'ellipse ,  ^  s=s  —  --A ,  a'^J-f  +  b'xx  =      a^b'' 

a  y 

l'hyperbole ,  A  =      ^r-; ,  a"^jf  —  b'xx'  =  —  cl^V* . 

A  n'est  plus  la  tangente  de  l'angle  que  cette  droite  fait  avec 
l'axe  des  x^  mais  bien  le  rapport  des  sinus  des  angles  qu'elle 
fait  avec  les  deux  diamètres  conjugués  (n°  367). 

4°.  En  ayant  égard  à  la  même  distinction ,  on  pourra  voir 
que  le  calcul  fait  (n^  4^9)  pour  les  cordes  supplémentaires 
s'applique  ici,  et  que  le  procédé  qu'on  en  déduit  pour  mener 
une  tangente  a  encore  lieu.Soitdonc  menée  du  centre  C(fig.  246) 
au  point  de  contact  M  la  ligne  CM,  et  la  corde  parallèle  B*Vf^ 
la  tangente  TM  sera  parallèle  à  la  corde  BN. 

Quand  l'ellipse  et  le  point  M  de  contact  sont  donnés ,  il  est 
aisé  de  tracer  la  tangente  ;  car  on  trouve  d'abord  le  centre  C  en 
menant  deux  cordes  parallèles  quelconques,  et  prenant  le  mî« 
lieu  de  la  corde  BB'  qui  les  coupe  par  moitié  ;  notre  construc- 
tion s'applique  ensuite.  ; 

6**.  D'un  point  K  (fig.  280),  hors  de  l'ellipse,  pris  sur  une 
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droite  donnée  BB\  menons  les  tangentes  KM<i  KN ^  puisie 
diamètre  DD'  parallèle  à  BB^  y  et  son  conjugué  CA.  L'analyse 
du  n®  4^^  P^^^  ^^^^  reproduite  ici;  ainsi,  l'équ.  de  la  corde 

MNy  qui  joint  les  points  de  contact  il/  et  iV  est • , . . 

a^^j  4"  V'^aLXz=id''V^  ;  ce  qui  permet  de  construire  cette  corde, 
donne  les  points  M  et  iV,  et  enfin  les  deux  tangentes.  De  plas 
si  le  point  K  se  meut  sur  BW  ^  la  corde  MN  ti  les  tangentes 
varient,  mais  le  point  E  reste  fixe  :  on  a,  pour  son  abscisse, 
tfx==a'*;  elle  est  indépendeute  de  ^'  et  de  fi, 

6**.  La  propriété  démontrée  à  la  fin  du  n^  ^i\  subsiste  visi- 
blement, lorsque  l'ellipse  est  rapportée  à  ses  diamètres  conju- 
gués, ce  qui  justifie  ce  qu'on  dit  que  OH^  ^/iC  (fig.  238)  peuvent 
€tre  deux  tangentes  parallèles  quelconques.  {Voy.  p.  43o. ) 

Toutes  ces  constructions  ont  également  lieu  pour  l'hyper- 
bole. 

432.  Cherchons  maintCKant  les  relations  qui  existent  entre 
les  demi-axes  a,  6,  et  les  demi- diamètres  conjugués  a',  b' , 
Reprenons  les  équ.  de  la  courbe  rapportée  aux  axes  et  aux 
diamètres  conjugués,  ^t  ramenons  l'une  d'elles  à  l'autre,  à 
l'aide  d'une  transformation  de  coordonnées.  Commençons  par 
l'ellipse. 

La  courbe  est  rapportée  aux  axes  rectabgles  CA^  C^(fig.243), 
et  il  s'agit  de  changer  les  x  et  j*  en  coordonnées  obliques  x\y, 
comptées  sur  les  diamètres  conjugués  CBy  CD\  on  sait  qu'il 
faut  substituer  pour  x  et^,  les  valeurs  (i^,  n**  383)  dans  l'équ. 

savoir     x=x'  cos  a-^  y  cos  /8,  y^=^x'  sin  a  4"J^  sin  ^, 

4»,  fi  étant  les  angles  que  font  avec  les  x  les  nouveaux  axes  CB, 

CD  des  x'  et  y.  On  obtient 

'       (a*8in'^  ût  +  6*  cos"  se)  x'*  +  {à"  sin'  184- é»  co8*/8)  y* 
-f.  (  a*  sin  ce  sin  /8  +  b*  cos  a  cos  fi  )  7.x^ y  =zc^b*. 

Mais  on  veut  que  les  nouveaux  axes  soient  des  diamètres  conj  u 
gués,  c.-à-d.  que  la  transformée  soit  a'y*-f"^'*^*=^'^^'^  j  ^^ 
T.  I.  29 
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coefficient  du  terme  en  x' j  doit  donc  être  nul, 

û*  sin  «t  siû  jS-}-^^  cos  et  cos  ^3=0 ,  a*  tang  et  tang  /S-f-  6*  =0  (ï)  y 
en  divisant  par  cos  a  cos  /S. 

Cette  équ.  qui  a  lieu  pour  les  cordes  supplémentaires  (n^  ^o^y 
s'accorde  avec  ce  qu'on  a  dit  n^  4^<;  des  directions  de  ces  cor- 
des, des  tangentes ,  et  des  diamètres  conjugue's. 
•  Deplusfaisonssuccessivement  j^et^r' nuls,  pour  trouver  les 
longueurs  a  ^  V  des  diamètres,  il  viendra 

(a^sin*a  +  ^»*cos*«)a'"=a^ô*. ..   (2), 
(/i*  sin*  i?  -f  ^'  cos*  /8)  b'''-=a^h^ ...   (3) . 

Pour  éliminer  «  et  jS  entre  ces  trois  équ.,  on  tire  les  valeurs 
de  sin  a  et  cos  a  de Téq.  (2),  à  l'aide  de  l*équ.  sin^  et+cos'  « =1  ; 
on  a 

û'*  (a»  — ^)^)  cos*  ct=a'^  (a'>— 6^). 

L'équ.  (3)  donne  de  même  (  en  changeant  a  en  ^'  et  a  en  C) 

y»  (a*— ô*)  sin*lS  =  ^*  (^«  —  ^'a), 
J'*(a*«.6*)cos'/3=:û*  (ô'^r-fr*). 

Or,  en  transposant  le  2*  terme  de  Tequ.  (i),  et  élevant  au 
carré,  il  vient 

d*  sin*  flt  sin*  i8  =  6*  cos*  a.  cos*  iS, 

Substituant  pour  sin*  et  cos*  leur^  valeurs  ci-dessus,  on  trouve 
après  avoir  supprimé  les  facteurs  communs, 

(a*  — a'*)  {a'^b^y^id^—h^)  (à'^  —  b^); 
d'où  û4_ô4— û*  (a'*  +  6'*)  — *•  (a'^+b'^). 

l'ouïe  Féqu.  est  divisible  par  a»— ^«-  donc  enfin 

û'4•**=ûJ''+&'^..  (4). 

Ainsi  /a^  somfne  des  carrés  de  deux  diamètres  conjugués  dt' 
^'ellipse  est  constante ,  et  égale  à  la  somme  des  carrés  des  axest. 


/' 


I 

-l 
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Multipliant  Téqu.  (2)  par  (3),  on  trouve 

à^b^  =  a'b'''  [(«4  sin'*  et  sin»  fi+à^  cos*  a  cos'  fi) 
+  a'^*  (siu»  a  cos*  /ô  ^;.  sin*  g  cos"  «)]. 

Retrancbant  de  la  parenthèse  le  carré  de  Te'qu.  (i),  puis  divt«- 
sant  par  a'^*,  il  vient 

<i*^'=a'*^'*  (sin*ût  cos*^-f"sin*iS  cos*  ce— 2sin«  cos*  sin  fi  cosjS) . 

Ce  dernier  facteur  est  le  carré  de  siù/â^  ces  «&»sin  et  cos/3,  ou 
sin  (^— ct)j  donc 

\.  a'ù'sinÇfi — (t):szàb...   (5). 

Puisque  a'b'  sin  ô  est  (  n^  364,  ^y  ^**0  ^*  surface  du  parallélo- 
gramme CDBK  (£{];.  243),  on  voit  que  îe  parallélogranihie 
CK  circonscrit  à  V ellipse  a  une  aire  constante  et  égale  à  l'aire 
du  rectangle  des  aore^^  quelles  que  soient  les  directions  des 
diamètres  conjugués. 

Ainsi  les  trois  équ.  données  par  la  question,  qui  étaient  i , 
2  et  3  y  reviennent  à  i ,  ^^X  ^^  savoir 

•      •fl»-f.^'=:a'»+y» (4), 

ab^=iab\sin{fi  —  «)...   (5), 
a*  tang  ce  tang  /3  +  ^^  =0 .  .   (6). 

Observez  que  i3 — a.  est  l'angle  DCBzs:b  que  font  les  diamè- 
tres conjugués;  ces  lignes  étant  parallèles  à  deux  cordes  supplé- 
mentaires, l'équ.  (6)  résulte  aussi  de  ce  qu'on  a  vu  n^  4^*  -^^ 
reste ,  en  éliminant  a  et  ^,  à  l'aide  des  équ.  (4)  et  (5),  on  trouve 
que  (6)  revient  à 

o=a'*  sin  et  cos  «  +  &''  sinjâ  cos  18,0=  a'*  sin2ct-|-Z>''sin  2iS...(7). 

Posons  a'  =  ô',  pour  obtenir  les  diamètres  conjugués  égaux. 
L'équ.  (7)  donne  sin2«  =  — sin  ^$y  ces  diamètres  sont  donc 
également  inclinés  sur  le  grand  axe,  de  part  et  d'autre  du  petit; 
L'équ.  (6)  devien t  —  a*  tang*  «  -f-  ^*  ==  ^  *» 

d'où  tang  «=±:  -  =  -^  (fig.  239). 

2a .  ■. 
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I 

V ellipse  a  donc  deux  diamèlres  conjugués,  égaux,  parallèles 
aux  cordes  supplémentaires  qui  joignent  les  extrémités  des 
axes.  Ce  sont  les  diamètres  qui  font  le  plus  grand  angle  obtus. 
Soit  CM  Tnn  d'eux  (fig.  243);  le  triangle  CPJf  donne 

x^  +  y  =  a'^=  \  (tf*  +^')  (équ.  4)  : 

éliminant  7^  de Tëqu.  «^•  +  6*x*=a»^%  onax»=-;a%  résul- 
tat indépendant  de  b.  Ainsi ,  les  extrémités  des  diamètres  con^ 
jugués  égaux  de  toutes  les  ellipses  décrites  sur  le  même  grand 
axe  2a,  ont  même  abscisse  \  a^%. 

433.  Quant  à  Téqu.  qui  fixe  la  position  des  diamètres  con- 
jurés, inclinés  sous  l'angle  6,  elle  a  été  donnée  n®  4^9' 

a*  tang»  a— (a*  — ô')  tang  a  tang  ô  ^  ^»=:o. .  .  (8). 

Les  cinq  équ.  4>  ^y  6;  7,  8,  qui  n'en  forment  que  quatre 
distinctes,  entre  les  7  quantités  a,  b,  a\  b\  ce,  J  et  $,  servent  à 
en  trouver  4*  lorsqu'on  connaît  Jes  3  autres. 

Ainsi,  dans  ce  problème  (consultez le  n"  4^7,  4*'0»  ifouverles 
axes,  étant  donnés  deux  diamètres  conjugués  en  grandeur  et 
en  direction,  on  connaît  a\  V ,  et  ô.  Multiplions  (5)  pardi  a, 
et  ajoutons  à  (4) .  nous  avons 

{a±ibYz=.€l^±idV  ^m^-^V^ 

Cette  équ.,  comparée  à  Z),'  n®  355,  montre  que  a-f  ^  et  û  —  b 
sont  un  côté  dans  deux  triangles  ,  dont  l'angle  opposé  est 
90°  +  S  pour  l'un,  90** — 9  pour  l'autre,  et  a',  b'  les  deux  autres 
côtés. 

434 •  Pour  l'hyperbole,  sans  refaire  ces  calculs^  il  suffit  de 
changer  b  et  ô',  en  b  \/ —  i  et  h>  \/  —  i ,  et  l'on  a 

a'»-.ô'»=:û*  — &•,  fl'^'sinô=û^, 

^^  sin  2sfc=A'*  sin  2i8,   ou  a' tang  «t  tang /8  =  ^' , 

a*tang** — (a'-H^*)  tang  tt  tang  0=:^% 

qui  servent  aux  mêmes  usages  que  pour  l'ellipse.  On  voit  donc 
que,  dans  V hyperbole,  la  différence  des  carrés  des  diamètres 
conjugués  est  égale  à  la  dijfférence  des  carrés  des  axes,  et  que 
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le  parallélogramme  inscrit  à  l* hyperbole  est  constant  et  égal 
au  rectangle  des  axes,  . 

Si  a' =6',  on, a  a^=:by  et  réciproquement  :  l'hyperbole  ëqui- 
latère  a  donc  seule  des  diamètres  conjugués  égaux ,  et  tous  le 
sont  deux  à  deux .  On  a  encore  tang  a  tang  0^=  i  :  que  CA 
(fig.  nS^i)  soit  le  i^  axe,  CM  et  Cy  deux  diamètres  conjugués 
^aux;  on  a  tang  MCA  =  cot  y  CA  ==  tang  j^^,  ou 
yCy=ix'Cx ;  et  comme  Tasyniptole  SC  fait  l'angle  SCA  de 
45°,  on  a  SCMzszSCy  :  ainsi,  V asymptote  coupe  par  moitié  les 
angles  de  tous  les  diamètres  conjugués  de  Vhjperbole  équila-' 
tere.  " 

435.  Les  triangles  QSM^  CMP  (6g.  iifyi)  sont  équivalens 
(n«  420),  et  l'âire  CPMQ,^  CMS  =  \abx  or  (page  387) 
CMS  =  \  SM.  CM  sin  e,  ô  étant  l'angle  CMS  des  diamètres 
conjugués  ;  ou  «6  =  a'  X  SM  sin  ô  ==:  a'b\  siu  Q  (n®  434  )  î 
donc  SM'=:.b' .  Quel  que  soit  le  diamètre  CM,  la  longueur  et 
la  direction  de  son  conjugué  est  ST.  Les  diagonales  HI  et  GK 
(  fig.  245)  du  parallélogramme  inscrit  sont  les  asymptotes. 

Le  calcul  du  n^  4i6fait  sur  l'équ.  a' ^j^^  —  ^^jp"  =  —  «'»*'» 

donner  =  ±--70:  pour  équ.  des  asymptotes ,  quand  les  dia-» 

mètres  conjugués  sont  pris  pour  axes.  Nous  pouvons  en  déduire 
de  nouveau  divers  théorèmes. 

Faisons  ar=a'=  CM  (fig.  ^42)  ;  il  vientj'=^'=MS=il[f2') 
ainsi  il/ est  le  milieu  de  ST  (n^  4^^)?  ^^  ^^^  asymptotes  sont 
déterminées  par  les  extrémités  5,  T  des  diamètres  conjugués 
(n»435).      , 

Pour  toute  abscisse,  il  y  a  deux  ordonnées  égales  et  opposées, 

quand  Cy  est  parallèle  à  la  taug  ST,  Cx'  coupe  donc  W  et  NN' 

par  moitiés;  d'où  bNz=:VN'  :  et  puisque  la  direction  57* est 

*  quelconque,  toute  corde  jouit  de  la  même  propriété  (n^  4^0* 

436.  Transformons  Féqu.  de  l'ellipse  a^y  +  ^"x*  =  a^b^^ 
et  prenons  d'autres  axes  aussi  rectangulai]:es  quelconques,  en 
posant  (C,  n«  383) 

/ 
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jr==ar'cos« — ^j^'sîna,    j^:^a:'sinflt4-J^  cos  «, 
d'où        <i*t'*  sin*  A  +  ia'x*y  sin ce  cos *  -f*  ^!^'*  <^os'  m 

•+>  *V»cos'rt— a^Vysinacosa  +  ^y'^sîn*W=a'6\ 

m  désigne  l'aDgle  des  x'  avec  les  x.  Pour  trouver  les  points  de 
rencontre  des  nouveaux  axes  avec  la  courbe,  on  fera  successi- 
vement a:'  =  o  et  j^=o  ;  il  viendra 


^'= 


a^b 


B' 


a' 


û»  sin*  ft  +  ^"  cos^  *  '  te  cos^  a  +  b''  sin'  a 

A  e%  B  sont  les  distances  du  centre  aux  deux  points  de  sec- 
tion de  la  courbe  par  les  axes  ar'  et  j*'  rectangulaires  ;  donc 


I 


\       a*  4-6' 


+  ;5;  — 


=-.-4- 


b^l 


Cette  expression  '  e'tant  indépendante  de  «,  prouve  que  si  Von 
mené  par  le  centre  de  T ellipse  deux  lignes  quelconques  à 
angle  droit,  les  distances  A  et  B  du  centre  à  la  courbe  comp- 
tées sur  ces  lignes,  sont  telles  que  A~*  +  B""*  i^^'  cons-^ 
tant. 

Le  même  calcul  pour  l*hyperboledonne^'"*-j-^""*=^"'' — 6~* 
=  constante  :  mais  pour  concevoir  ce  qu'exprime  B^  il  faut 

imaginer  qu'une  autre  hyperbole  conjuguée  ayant  b  pour 
ï**"  axe,  et  a  pour  2*,  est  tracée  entre  les  asymptotes  de  ]a 
courbe  proposée,  comme  on  le  voit  fig.  253. 

437.  La  parabole  n'ayant  pas  de  diamètres  conjugués,  rap* 
portons^a  à  ses  diamètres  simples.  Pour  transporter  rorîgine  ji 
en  un  point  quelconque  (a,  6) ,  et  changer  en  outre  la  direc- 
tion des  coordonnées,  il  faut  (n°  383),  dans  f — 7.px:=zo ,  faire 

a:  =  a  +  car'  +  ^^  »    jr  s=z  b  -^  sx  +  ^'j'  » 

s,  et  s'  désignant  les  sinus  de  a  et  j3,  c  et  ç'  leurs  cos.  :  ce  qui 

donne 

« 

Mais,  pour  que  l'axe  des  x'  soit  diamètre  par  rapport  à  celui  des 
y^  il  faut  (n**426)  que  les  termes  ^xss'x'y  et  vt.y  {bs — pc') 
iJispar^issent  \  donc  ^'=0  et  bs  — pc'  =0 .  La  i"  écju.  donnç 
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^=:  o,  c:=  I  ;  la  2*  revient  à  b  tang  ô  =/'f  ^  étant  l'angle  des 
X  et  j^';  elle  détermine  cet  angle ,  ou  la  direction  de  l'axe  j*'  : 
a  et  à  sont  arbitraires.  Donc  les  parallèles  QS  à  Vcuce  Ax  sont  les 
seuls  diamètres,  et  le  éont  tous  (fig.  234)*  L'e'qu.  transformée  est 

/flj-'*  —  ^px*  4-  ^'  —  ^pct = o . 

Mais  il  suit  de  la  définition  (n^  4^^)  ^^^i  ^^  ^^^  ligne  est  dia- 
mètre relativement  à  une  autre,  toute  parallèle  à  cette  c^ernièr^ 
peut  être  prise  pour  axe  des  j^  :  plaçons  l'origine  au  point  M ^ 
pu  rixe  des  X  coupe  la  courbe,  nous  aurons  i* — apa=o,  d'où 

•        ipx'         ,  , 

jr^=z-^z=!ipx  , 

en  faisantes/?' y  Gomme  tang  ô=^,  la  tangente  MTk  l'o- 

rigine  ^  est  l'axe  desj*'  (n**  4^4)»  ^p'  ^*t  ce  qu'on  nomme  le 
Paramètre  du  diamètre  XfT;  mais 

^:^fl_^  P      ■ V^L— 

Ain 'M  """^    «i^    ■  I ir  I  I    i^*>    ««m  I  I      **   I     II  I     • 

donc  ( n»  398 )  a;;'  =  -^  =  2  (i?  +  2a)  =4MF. 

Ainsi,  /e  paramètre  est  le  quadruple  de  la  distance  de  V origine, 
aujoyer.  Réunissons  les  équ. 

&tangd=/'9     p'  'sszp'^ia^     h^zzz^pa. 

On  voit  que,  lorsqu'on  connait  deux  des  quaatitég/j,  p\  a»  ^1, 
et  d,  on  peut  trouver  les  trois  autres  (  sauf  les  exceptions  ana-r 
lytiquef  )  et  construire  la  courbe;  elle  a  pour  équ.  y'*z=i%p'x\ 

438.  De  c€  que  les  équ,*  aux  axes  et  aux  diamètres  sont  de 
ULèw<e  iQxnjie ,  on  peut  tirer  les  conclusions  suivantes. 

I®,  L^  construction  donnée  pour  l'ellipse  (n®43i,  a°.)  s'ap- 
pUque  à  la  parabole ,  lorsqu'on  connaît  un  diamètre  et  son  pa^ 
ra»mètrc  ip\ 

îx°.  L'équ.  de  la  tangente  en  un  point  quelconque  {x\  j  )^ 
cst^y  =/?'  (ar  -}-  ^')  >  l'inclinaison  sur  le  diamètre  est  dçuméç. 
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par^  qui  est  le  rapport  des  sinus  des  angles  que  la  tang.  laii 

avec  les  axes.  Si  la  tangente  doit  être  niene'e  par  un  point  ex- 
térieur, la  construction  et  \e»  propriétés  données  n*  4^7  ^^^^ 
encore  lieu. 

3^.  La  sous- tangente  est  encore  double  de  l'abscisse;  ainsi 
Fon  mènera. aisément  la  tangente  en  un  point  donné,  connais- 
sant uit  diamètre. 

Si  Ton  a  une  parabole  tracée  MAM*  (fig.  234  )>  ^^  pourra 
déterminer  un  diamètre,  Taxe,  le  sommet,  les  tangentes,  etc.; 
car,  en  menant  deux  cordes  parallèles  quelconques,  et  joignant 
leurs  milieux ,  on  aura  un  diamètre  MS  :  traçant  ensuite  la 
corde  MM'  perpend.  à  illf5,  et  AN  parallèlement  par  le  milieu 
P,  on  aura  le  sommet-^. ... 

On  remarquera  quea/?'^'—-;  ainsi  le  paramètre  est  une  troi- 

•* 

sième  proportionnelle  à  une  abscisse  et  son  ordonnée.  On  décrira 
donc  facilement  une  parabole,  connaissant  la  direction  d'un 
diamètre  MS  sur  M/,  et  un  point  de  la  courbe  :  ^car  les  coor» 
données  a:',  j"'  de  ce  point  font  connaître  le  paramètre  a/>^, 
en  sorte  qu'on  a  réqu.^*=2/:>'j:,  et  qu'on  retombe  sur  ce  qu'on 
a  vu. 

Discussion  des  Equations  du  second  degré. 

439.  Soit  demandé  de  construire  les  courbes  dont  l'équ.  est 

Aj""  +  Bxjr  -^  Cx^  +  Dj -^^ Ex  +  F^=iO. , .  {a), 

les  coefficiens  Ay  B, , , .  sont  donnés  en  grandeurs  et  en  signes. 
Les  coordonnées  seront  supposées  rç€tangulaires,^ttendu  que, 
sans  changer  le  degré  de  Téqn.,  on  peut  toujours  les  ramener  à 
cet  état  par  une  transformation  {Ey  n^  384)  •  Comme  les  cour- 
bes ont  des  formes  et  des  propriétés  très  différentes ,  suivau't 
qu'elles  ont  ou  n'ont  pas  de  centre,  nous  distinguerons  les  trois 
\as  de  B^  —  ^AC  nul,  négatif  ou  positif.  Pour  abréger,  boù& 
ferons^  par  la  suite,  B^  —  ^AC:=.  m. 
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44o.  La  courbe  dont  il  s'agit  étant  MDM'  (fig.  a4^),  n'a  pas 
de  centre;  A^t  et  Ay  s<Mit  les  axes.  Rapportons  cette  courbe  à 
d'autres  axes  Ax\  Ay ^  aussi  à  angle  droit,  et  cherchons  si 
l'on  peut  prendre  ces  axes  tels,  que  l'équ.  devienne  delà  forme 

La  même  courbe  MDM  a  pour  e'qu.  ,{d)  et  (&),  les  axes  étant 
différens,  si  l'on  peut,  par  une  transformation  de  coordonnées, 
réduire  l'une  à  devenir  identique  avec  l'autre.  L'angle  xAx' 
des  deux  axes  étant  d,  passons  de  cette  dernière  à  l'autre, 
c.-é-d.  du  système^^a^'à^^x,  à  l'aide  des  équ.  (C\  n®  383),  ^ 
où  nous  ferons  négatif  cet  angle  d  des  deux  axes  x  et  x\  parce 
que  celui  x  de  la  transformée  (a)  est  en-dessous  de  celui  x'  de 
l'équ.  (6)  que  nous  regardons  comme  donnée,  pour  un  instant. 
Faisons  donc  dans  l'équ.  (6) 

y  :=^jr  cos  d  —  x  sin  d,   x'  :=z:jr  sin  ô  +  ^  cos  ô. . .   (i?). 

Puisque  le  résultat  de  cette  substitution  doit  être  identique 

avec  {a) ,  et  que  le  nombre  constant  F  est  le  même  des  deux 

parts,  il  faut  que  les  coefficiens  soient  respectivement  égaux. 

Comparons  donc,  terme  à  terme,  le  résultat  avec  (a);  nous 

aurons 

acos^b  =  A,  <isin»ô=C.  ..   (i), 

—  aizsinâcos  Ô  =  i&.,.  •   (2), 

d  cos  d  +  e  sin  d  s=  D ,  e  cos  B  —  d  sin  d  =  £^ . . .   (3) . 

Nous  trouvons  ainsi  5  équ.  pour  déterminer  les  4  inconnues 
â,  e,  ^,  d;  mais  en  vertu  de  la  condition  B^ssz^AC,  (2)  rentre 
dans  les  relations  (i)  ;  ^i^  sorte  que  ces  3  équ.  n'équivalent  qu'à  2 , 
propres  à  déterminer  ^et  A,  et  que  le  calcul  ci-dessus  n'est  pos- 
sible que  dans  le  cas  de  f71!=:o.  Ajoutant  les  deux  i'"*,  il  vient 

a^A-^C; 
d'où  sin  6  =  i /—  »  cos*=:t  / — ,  tang  ô=  t/  -j ,  sin  aô  = • 

Éliminant  ensuite  ^  et  e  entre  les  équ.  (3),  on  a 

^=:Dcostf— £sinS,     c  =  Dsinô4--fîcos9.. .  (4). 
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'        D\/J  —  Ei/C  Ds/C-k-Ey/A    ,    ... 

ou    rf  = ; ' — ,     e  = —T— ...  (5). 

La  condition  B^-=zl^AC  rend  (n*  i38)  les  trois  i**"*  termes 
de  Téqu.  {a)  réductibles  au  carré  d'un  binôme,  ou  (^J^+te)'; 
alors  AtXC  sont  des  carrés  positifs,  dont  les  racines  h  et  /  sont 
réelles.  L'infini,  ou  Hmaginaire,  ne  peut  donc  jamais  s'intro- 
duire dans  ces  résultats  :  ce  qui  prouve  que,  dans  le  cas  de 
F7t=:0y  on  pourra  toujours,  par  une  transformation  d'axes , 
réduire  la  proposée  {a)  à  la  forme  {b). 

Si  A  ou  C  était  nul,  comme  B^:ss^ACy  B  le  serait  aussi; 
la  proposée  serait  donc  sous  la  forme  (ô),  et  il  n'y  aurait  pas 
lieu  à  changer  d'axes  :  et  si  l'on  avait  à  la  fois  ^  et  C  nuls, 
Véqu.  (a)  serait  privée  de  ses  trois  premiers  termes,  c.-à-d* 
serait  au  i''  degré. 

Dans  toute  équ.  proposée  où  m=;s:  o,  on  fera  donc  le  calcul 
ci*dessus,  ou  plutôt  on  posera  de  suite  la  transformée (6),  après 
en  avoir  trouvé  les  coeffîciens  à  l'aide  de  nos  équ.,  et  construit 
le  nouvel  axe  Ax'  (fig.  248)  ^  d'après  la  valeur  de  *,  savoir  : 

U,ngfl  =  ^f,     sin,3  =  --^,.,.  (6). 

Le  signe  de  sin  20  est  contraire  à  celui  de  B^  ce  qui  apprend  si 
l'angle  9.9  est  >  iSo*,  c.-à-d.  si  9,  ou  x'Ax  étant  >  qu'un  qua- 
drans,  l'axe  Ax'  est  au-  dessous  de  Ax,  De  là  résulte  le  signe 
du  radical  qui  entre  dans  les  équ.  (5),  \/a  conservant  tou* 
jours  le  signe .+•  l^ti  reste,  ces  coefficiens  sont  compliqués  de 
l'irrationnalité  \/a. 

Soi^,  par  ex.,     a/**  —  nxy  +  \  Jt'  — j"  —  a;i:-[-  5  =  o  ; 

multipliant  par  2,  pour  mettre  en  évidence  le  carré  parfait, 

nous  avons  ^  =  4>^  =  —  4?  C  •=.  i ;  d'où   a  t=:  5 , 

tang  ^  =  -i,  sin  aô  r=  ^.  On  prend  les  radicaux  positifs,  et  l'on 
trouve  <f  =  0,  €7=. — 2^/5;  d'où  5r'* — sj:' v/ 5  + 1 0=0 .  Telle 
est  l'équ.  qu'il  s'agit  de  construire,  l'axe  des  x'  étant  tel,  que 
l'angle  x  Ax  ait  \  pour  tangente  (on  prendra  AE  quelconque 
et  sa  perpend.  iE^  moitié  de  AE^  fig.  248). 
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44'*  ^^  calcul  piecédent  réduit  donc,  en  général^  la  propo*^ 
sée  à  la  forme  (b) ,  qu'il  s'agit  maintenant  de  construire  sur 
les  axes  rectangulaires  y4x\  Jy  (f\g,  2^8),  Transportons 
l'origine  en  un  point  (k^  k)  ;  ces  deux  lettres  désignent  des 
arbitraires.  En  changeant  j*'  et  a:' ,  eny  +  k  et  x'  ^^  hj  dans 
l'équ.  (^),  elle  devient 

^y« 4.  (2^^  4.  rf)y  4.  ex'  +  (ak''  +  dk  +  eh  +  F)  =  o. 

Pour  déterminer  h  et  ^,  chassons  le  terme  en  jr'  et  le  tenne 
constant  (la  nouvelle  origine  sera  un  point  de  la  courbe  )  ; 
posons  donc 

2ak  -f  rf  =  o,       ak^  +  dk  +eh  +  F  =zO]^ 
don  A:  = ,  A  = -2-^—= 


sa 


4«e 


...  (6). 


Telles  sont  les  coordonnées  de  la  nouvelle  origine,  qui  est  un 
des  points  de  la  courbe  (*)  :  la  transforniée  est  ay^-^ex'ssiO\ 
qui,  comparée  à y^zssipx\  est  l'équ.  d'une  parabole  rappor- 
tée à  son  axe  (**) ,  et  tournée  dans  un  sens,  ou  dans  le  sens 
contraire,  selon  que  e  est  positif  ou  négatif. 

Soit  Téqu.  ny-j-Sy — ^x=l;  on  trouve  A=— |,  A=: —  i; 
,  cm  prendra  j4B=  —  1 ,  /?C=t:  — J  (fig.  249)  ;  l'origine  est  portée 
de-^  en  C,  etl'équ.  de  vient  j^'*=aa:'.  La  parabole  a  son  sommet 
en  Cy  et  le  paramètre  est  2. 

L'équ.  J-' — s^+:p  =  o,  donne  j-'*  =  ^r-ar,  ABz=iBC=^i 
(fig.  aSo),  l'origine  passe  de  A^n  C,  et  la  parabole  est  ouverte 
dans  le  sens  des  x  négatifs. 

Reprenons    epfin  l'exemple  de  la  p.  4^8,   déjà  réduit  à 


(*)  Dans  lea.%.  suirantes,  A  désigne  la  iT«  origine  des  coordonnées ,  Cla 
nouTelle. 

(**)  Observez  que  si  Véqu.  (b)  était  la  proposée,  et  que  les  axes  n'y  fussent 
pas  rectangulaires ,  11  ne  serait  pas  nécessaire  de  les  amener  à  cet  état  par  une 
!'•  transformation ,  et  que  les  équ.  (b)  pourraient  être  appliquées  pour  trans- 
porter Torigine  ;  la  parabole  serait  seulement  rapportée  à  Tun  de  ses  diamè- 
tres, comme  n^  4^7;  on  pourrait  alors  aussi  aisément  la  construire  que  si  clic 
Vêtait  à  son  axe. 


■^ 


460  SECTIONS  GONIQO^S. 

5y* — 2x'^/5-f-io=o,  lesaxes  étant  Ax\  Aj'  (fig.  248);  nous 
trouvons  ^=0,  A=:  ^5  ;  le  sommet,  Ou  la  nouvelle  origine  est 
en  il/',  prenant -<^M'=v/5  :  Téqu.  devientj^*=:2j:'|/^;  le  pa- 
ramètre est  |/^. 

44^*  Il  est  un  cas  où  notre  calcul  ne  peut  se  faire ,  celui  où 
ezsio  ;  car  h  n'entre  plus  dans  le  calcul ,  et  demeure  arbitraire; 
en  âbrte  qu'on  a  deux  équ.  pour  déterminer  la  seule  quantité  k. 
Posant  alors  seulement  2a^-f'^=<>>  nous  avons,  dans  cette 
circonstance  , 

aj'*+fl*»-f  J^+F=o,  ou  4<iy*=£f»— 4aAï'. 

La  nouvelle  origine  est  l'un  quelconque  des  points  de  la  paral- 
lèle aux  or,  qui  a  pour  équ.  y's=k, 

i^.  Si  d*—^aF  o,  on  a  20^'=  =t  1/ (^*— 4«^) >  ^q«-  V^^ 
donne  deux  droites  parallèles  aux  x',  et  placées  à  égales  dis- 
tances de  cet  axe.  Telle  est ,  par  ex; ,  l'équ.  j^'*+4j^+3=^- 

3*.  Si  d' — ^aF:=iO,  on  aj^'=o,  équ.  de  l'axe  des  x'  ;  Véqu. 
(b)  est  donc  celle  d'une  droite  parallèle  aux  x\  L'équation 
j^'^-f  4j^'+4=^  est  dans  ce  cas. 

3®.  Si  d' — ^aF  <  o ,  la  proposée  ne  représente  rien ,  puis- 
qu'on la  ramène  à  j^'*-f  n'=o,  qui  est  visiblement  absurde. 
C'est  ce  qui  arrive  pour  l'équ.  j*'*+4.r'+5=o. 

L'équ.  (b)  devient  û/*+^'+/^=o,  dans  le  cas  de  e=o; 
on  peut  lui  donner  la  forme 

(  2ay-|-û?)^—Ér»4-4âF'=o . 

Ainsi,  le  1'"  membre  est  plus  grand  ou  plus  petit  qu'un 
carré ,  ou  même  est  un  carré  exact ,  selon  que  ^aF  est  ^^  ^ou 
=^.  Oh  peut  aisément  voir  que  l'équ.  (a)  offre  la  même  parti- 
cularité, et  a,  dans  ce  cas,  la  forme  (A^-h^+^r+Ç  =  ©, 
qui  est  absurde  si  Q  est.positlf ,  du  i**" degré  si  Q=ro  ,  et  enfin 
qui  donne  deux  droites  parallèles  si  Q  est  négatif.  (  P^ojr. 
page  481)- 

443.  Il  68t  donc  prouvé  que  si  m  =.0 ,  l'équ,  du  2*  degré  est 
celle  d'une  parabole;  mais  que  des  cas  particuliers  donnent 
une  droite ,  deux  parallèles ,  ou  même  rien. 


DISCUSSION.  4^1 

,   QuairtàTéqu.  cx*-^djr+ex+Fi!=::o, 

comme  elle  revieut  à.(ô),  où  x  est  changé  en  j^,  eijr  en  Xy  la 
courbe  est  la  même,  rapportée  à  Taxe  des  jr  :  on  peut  au  reste 
transporter  Forigine  comme  ci-dessus.  Par  exemple,  l'ëqu. 
ic*-f.3^s=2«— I,  enprenant  ^C5=i=^  (fig.  25i),et  portant 
l'origine  de  A  en  C,  devient  a:'^+3^''=o.  La  parabole  est 
ouverte  du  côté  des  j*  négatifs,  et  Taxe  des  y  est  celui  de  la 
courbe. 

On  trouvci  que,  i**.  l'équ.  x^ — 6x+  io==:o  ne  représente 
rien;  a®,  jr*— 6a:-f-9=o  est  Féqu.  d'une  parallèle  aux  j^  ; 
elle  revient  à  a:'=  dz  3;  3**,  pour  x*  —  &r  +  7  =o  on  à  deux 
parallèles  aux^. 

2*  CAS.    B^ — ^ACr=:m  négatif, 

444'  ^^  courbe  a  un  centre  ,  auquel  nous  commencerons  par 
transporter  l'origine  ;  car  on  ne  peut  plus  ici  réduire  ià  proposée 
à  la  forme  (^).  Faisons  donc  le  calcul  du  n^  ^iS ,  et  Téqu.  {a) 
sera  ramenée  à  la  forme 

Jj^+Bxj  +  C:t^^Q=:o..    .  (/). 
Cherchons  à  la  dégager  du  terme  xjr^  c-à-d.  à  la  transfor- 
mer  en 

qy'+px''+Q  =  o....  (g). 

Substituons  donc,  dans  cette  dernièro^  les  valeurs  (c)  de^*' 
et  a/,  et  comparons,  terme  à  terme  ,  le  résultat  à  l'équ.  (/), 
pour  exprimer  l'identité  ;  il  viendra 

5^  cos*ô -f-/7  sin*ô  = -^. . .  (i). 
^r  sin*6  -hp  cos^fl  =  C...  (2), 
2  sin  d.cos*.(/>— y)=  B ...  (3). 

Ces  trois  équ.  servent  à  déterminer  les  trois  inconnues  d,  p  et  q^ 
La  somme  des  deux  i***  devient />-|-^=-^+^;  formant  ensuite 
B^^'^jéCy  ou  m,  en  carrant  la  3'  et  retranchant  quatre  fois  le 
produit  des  deux  autres  ,  il  vient 

m=— 4P5'(sin494-2sin*«.co8^+cos4Ô)=—  /ipq{s\n^B  4  cos'ô)% 

ou  m  =?:  —  ipq.  Les   inconnues  p  et  y,  ayant  A  +  C  pour 


y 
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somme  et  -— ^  m  pour  produit ,  sont  les  racines  de  l'équ.  dii 

2*  degré, 

z*— (>^  +  C)  z  =  im (i); 

d'où 

p  et  q  =  '-{J  +  C)  '±1  \/B^  -h  (^-C)'- 
Ces  racines /?  et  ^  sont  visiblement  re'elles  dans  le  cas  actuel. 
La  différence  entre  les  équ.  (i)  et  (2)  est 

(?— p)  (cOs'  ô  —  sin»  ô)  =  (^— /?)  cos  26  =  -^  —  C  ; 
en  recourant  à  l'équ.  (3) ,  on  trouve  donc  , 

sm  20  = ,  cos  2<  = ,  tang  20  =&  — t — 7^- 

9—P  ^—P  ^—^ 

Cette  dernière  valeur,  facile  à  construire,  donne  2S,  et,  par 
suite,  l'angle  S  d'inclinaison  de  l'axe  d.es  x'  sur  celui  des  x  :  le 
signe  de  tang  20  apprendra  si  20  est'  ]>  ou  "^^o^  ;  mais ,  dans 
tous  les  cas ,  ô  est  <  90*,  et  l'axe  des  x'  tombe  en-dessus  de 
celui  des  x.  D'ailleurs,  sin  16  est  toujours  positif;  ainsi /> — q 
doit  être  de  même  signe  que  ^  :  donc  ^  est  /a  plus  grande  des 
deux  racines  de  z  ,  si'h  est  négatifs  et  la  plus  petite ,  si  B  est 
positif.  On  saura  ainsi  distinguer  entre  elles  les  racines  qu'il 
faut  préférer  pour  q  Qtp, 

Soit,  par  ex.  ,  l'équ.  Sj^  +  ixjr^&x'^iy  —  2ar=|; 
en  transportant  l'ongine  au  centre  (0^4^^)?  point  dont  les 

coordonnées  sont  Â=:^,  A:  =  — i,  la  proposée  devient 

5j-*+2a:j^  +  5.r*c=2  ;  on  a  ensuite,  pour  l'équation  (i), 
z' —  loz  4-  24  =  o  ;  d'où  s  -rr  5  ±:  I  j  ainsi ,  B  étant  positif , 
^=r4  ,  /?=:6 ,  puis  4j^'*+6^''*=2  ,  équ.  qui  reste  à  construire, 
les  axes  des  a:', et  jr  étant  déterminés  par  tang  2d  =  00  ,  d'où 
126  =  90°,  c.-à-d.  que  l'axë  des  x'  fait  un  angle  de  4^''  ^vcc  celui 
des  X  en-dessus  duqud  il  est  placé.  Ces  constructions  sont  sans 
difficulté. 

N 

44^-  ^  calcul  ne  peut  présenter  aucun  cas  d'exception.  Il 
l^st  à  observer  que  m  étant  négatif  dans  le  cas  actuel ,  savoir , 
ip^ssz  ^AC  —  m ,    le  radical  des  valeurs  de  2  se  réduit  à 
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{/{a  +  Cy-^  m ,  qui  est  <^A+C.  Ces  valeurs  de  p  et  ^ 
Sont  donc  dé  même  signe  que  ^+  C,  en  sorte  qu'on  peut  re- 
garder comme  positifs  p  et  q  dansl'e'qu.  (^),  qu'il  s'agit  main- 
tenant de  discuter.  Nous  examinerons  successivement  trois  cas, 
selon  que  Q  est  nul ,  positif  ou  négatif. 

i*.  Si  Ç==o,  on  a  ^j-'^-f-^^x'^saso;  équ.  qui  ne  peut  sub- 
sister que  si ,  à  la  fois  ,  x'=:  o ,  j^'=  o.  On  a  donc  un  point , 
qui  est  l'origine  des  x'  et  y,  L*équ.^* — 4^J'+5**+2x-f-i=o 
est  dans  ce  cas  ;  le  point  est  (—1,  —2),  ainsi  q^'on  le  recon- 
naît par  le  calcul ,  qui  transforme  d'abord  la  proposée  en 
y — 4"^^^ -l-5x*=±:  o ,  puis  donne  z  =  3zfc:2V/2,  tang  2d= — i, 
2é=  1 35*,  enfin  (3+2 \/i)y''+  ( 3—2 \/2) x'*=: o. 

2®.  Si  Q  est  positif  y  la  proposée  ne  représente  rien  ,  puisque 
Téqu.  {g)  est  absurde ,  trois  quantités  positives  ne  pouvant 
s'entre-détruire.  C'est  ce  qui  arrive  dansl'ex.  précédent,  quand 
on  niet^  au  lieu  du  dernier  terme  i,  une  valeur  ^  i . 

3®.  SiÇl  est  négatif  y  la  transformée  {g)  devient  qy^^px'''z=iQ, 
En  faisant  %o\kv  à  tour  x^  eij  nuls ,  pour  obtenir  les  points  où 
la  courbe  coupe  les  nouveaux  axes ,  on  obtient 

d'où  q^=i  ^  ,  p'=z\^   puis  a^y^  +  b^x'^  =  a^b^,  La  courbe 

eat  donc  .une  ellipse  ,  rapportée  à  sou  centre  et  à  ses  axes 
2éi  et  26. 

Si,  dans  l'ex.  précédent*,  on  met  — 1  au  dernier  terme,  on 
trouve  d'abord  y — 4^^4-5:r*==2,  les  mêmes  valeurs  de  z  et 
de  6,  puis  l'équ. 

(3+2V/2)y^+  (3  — 2V/2)  a:'*==-2. 


qui  appartient  à  une  ellipse  dant  le^  axes  sontv/8(3qp2^2). 

446.  Concluons  de  là  que  l'équ. générale  du  2*"  degré  appar- 
tient à  V  ellipse  y  toutes  les  fois  que  m  est  négatif;  mais  qu'on 
trouve  deux  cas  particuliers ,  qui  donnent  VkïSfien ,  l'autre  un 
point.  Lorsque  m  <^  o ,  les  valeurs  de  z  sont  de  même  signe  r 


464  SECTIONS   CONIQUES. 

elles  deviennent  égales  dans  le  cas  du  cercle ,  car  p-=i  q, 
Voy.  n"  454.   '  ^  .  " 

3*  CAS.  B^  —  AC  =  m  positif. 

447*  Tous  les  calculs  du  n^  444  conviennent  encore  ici , 
en  sorte  qu'il  faut  reproduire  la  même  transformation  et  les 
mêmes  valeurs  de  6  et  z ;  seulement,  comme  B'=i  m^^AC^ 
m  étant  positif,  le  radical  est  ^  ^  -|~  ^>  ^^  les  deux  racine^ 
de  z  sont  de  signes  contraires,  en  sorte  que,  dans  la  trans- 
formée (^) ,  on  peut  donner  le  signe  -f*  à  7 ,  et  le  —  à  /?  * 
savoir  : 

qf'—px'^+q^o,...  il). 

Analysons  les  cas  de  Q  nul ,  positif  et  n^atif . 

!•.  5/ Q=  o,  on  a  qy*=px'%  d'où  y  =  ±,x'yj^  ;    il 

est  évident  qu'on  obtient  deux  droites ,  CD ,  CE  (  fig.  aSa) , 
qui  se  croisent  à  la  nouvelle  origine  C ,  l'axe  des  x^  coupant 
par  moitié  l'angle  DCE  qu'elles  font  entre  elles.  L'ordonnée 

=h^| .  qui  répond  à  x'=  , ,  «.t  à  construire  'ces  droite.; 

elle  est  la  tangente  des  angles  DCx\  ECx' . 

Par  ej^.,  l'équ.  j-*  —  (^xy  +  ^*  -4-  ^y —  6a:  + 1  =io ,  en 
transportant  l'origine  au  point  (  o ,  —  i  ) ,  qui  est  le  centre , 
devient  y^  —  ^xy  +  •''?'  =  o  :  on  trouve  z*  —  2z  c=  8  j  d'où 
2  =  I  dr  3  ;  savoir ,  y  =  4,  /^==  —  ^  ^^  y'^  —  -J  a:''  =  o  ; 
d'où  ^'tfsrdtJP^V^-ï  :  enfin,  ^  =  4^^- ^^^  ^^^^^^^^^<^i^^'off<'6>^^ 
aucune  difficulté  ^V,  fig.  252). 

2*.  Si  Q  est  positif,  l'équ.  (/)  devient  qy'^  —px'^=  —  Ç  : 
posant  x'=o,  on  a  ^'=1  Z-^.  y/ —  i  ;  on  fait* /^  =6; puis 

on  pose  r^=:  o ,  et  l'on  a 

ce  sont  les  demi -axes  d'one  hyperbole,  ainsi  qu'il  suit  du 


t^ 
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calcul  de  la  substitution  des  valeurs  p  =  -^,  7=>-t^9  qui  donne 

a*y^--'b^x'*='-^a^b\  On  a  un  exemple  de  ce  cas  en  rempla- 
çant +  I ,  dans  le  dernier  terme  de  Fëqu.  précédente  >  par  5; 
les  valeurs  de  2,0  sont  les  mêmes ,  et  Ton  a  y^* 
les  axes  sont  ^  =  i,  a  a  y/a. 

3«.  Si Q  est  négatif,  on  a  qf^—px^zs,  Ç  ;  un  calcul  sem- 
blable, ou  seulement  le  changement  de  x  en  j*,  et  r  en  x 
prouve  qu'on  a  une  hyperbdle  dont  les  axes  sont  l'inverse  des 
précédens.  Qu'on  change  +  i  en  — 3,  dans  le  dernier  terme  de 
l'exemple  ci*dessus^  et  l'on  trouvera  j^*—.^a:'*  =  i  ;  lea  axes 
sont  û=  1,  6=^/2  ;  la  courbe  coupe  le  second  des  axes  coor- 
donnés (celui  des  y). 

448.  Faisons  varier  Q  dans  l'équ.  (/).  Ç  étant  positif ,  on  a 
l'hyperbole  MAN^  LOI  (fig.  253  )  ;  et  il  suit  des  valeurs  des 

axes  a  et  6,  qu'en  prenant  AD^AD':=z^/?- ^  et  l'abscisse 

CAz=i  i  (ou  AD^sib  et  ACz=za) ,  les  droites  CD  et  CD' 
sont  les  asymptotes  de  toutes  les  hyperboles,  qu'on  obtient 
à  mesure  que  Q  s'accroît  ;  seulement  le  sommet  A  s'éloigne 
de  plus  en  plus,  et  la  courbe  s'ouvre  sans  cesse  davantage. 
Si  Q=o,  on  a  les  asymptotes  mêmes,  çy*  —  »x'*=o. 
Enfin ,  si  Q  devient  négatif,  on  obtient  l'hyperbole  3fA'N^ 
rO'Vi  tracée  entre  les  mêmes  asymptotes^  mais  dans  les  au- 
tres angles,  les  sommets  A!^  Cf  s'éloignant  à  mesure  que  O 
augmente. 

449.  Ainsi  Véqu,  générale  du  2'  degré  appartient  à  Vhjper-^ 
bote,  toutes  les  fois  que  m  est  positifs  mais,  dans  un  cas  particu- 
lier, on  trouve  deux  droites  qui  se  croisent.  Les  valeurs  de  z  sont 
alors  de  signes difterens  ;  et  lorsque,  abstraction  faite  de  ce  signe, 
elles  sont  égales ,  C= —  A,  l'hyperbole  est  équilalère.  Gomme 
B'^  — 4  -^^  est  toujours  positif  dès  que  -^  et  C  ont  des  signes 
différens,  on  est  alors  dans  le  cas  de  l'hyperbole^  quelles  que 
soient  les  grandeurs  de  ^,5,  C  . . .  La  même  chose  a  lieu  si  A 
ou  C  est  nul ,  c.-à-d.  si  la  proposée  est  privée  de  l'un  des  car- 

T  I.  3o 
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rés  x""  et  ^%  et  même  si  ces  carrés  manquent  l'un  ei  Vautres- 
Dans  ced  difârs  caâ^  U  marche  des  calculs  est  toujours  la  même  t 
maiscomine  dans  le  dernier  elle  devient  très  simple^  nous  Vex-» 
poserons  ici.  Soit  proposée  Fëqa. 

Bxjr+Dx+Ex+F=zoi 
on  transporte  l'origine  au  centre,   en  faisant  5Ar-f-£J  =  o, 

/~._Ë       h-^^       xV-^ 

en  posant  QzxDE^^BF.  Ces  expressions  ne  sont  sojeltes  à 
aucune  exception.  Ainsi  l'équ.  proposée  est  celle  d'une  hyper- 
bole rapportée  à  deà  axes  parallèles  aux  asjrmptotes.  L'hyper- 
bole est  ëquilatère  quand  les  xjr  sont  rectangulaires  (n^  4'6). 
Si  Ciy  (fig«  253  )  est  Taxe  des  x*  ^  CD  celui  des  jr%  la  courbe 
est  tracée  dans  les  angles  DCD'y  ECE!^  si  Q  est  positif;  elle 
est  M  AN,  LOI,  enfin  elle  est  MAW ,  VO'V,  quand  Q  est 
négatif.  SI  Q=±:o,  Tèqu.  proposée  appartient  aux  asymptotes 
mêmes. 

Ainsi|  pour  l'équ.  ay— 2X'+J^+w»=4,  lesaxesétant  J^ar, 
Aj^  on  a  Â:s=:!i,  Aiis^-i  ;  on  fera  AB^sn  (fig*  254),  BCess.^'^ 
Caf  j  Çy  seront  les  asymptotes  de  l'hyperbole  x'y^::^i  ^-^m^ 
qnisera  MN^  OP^  si  f?t  <  a  ;  Àf  A'',  O'P',  si  m>  a;  enfin, 
Ttisz^  donne  les  droites  Coc',  Cy. 

45o.  11  convient  de  remarquer  que,  dans  les  cas  de  m  ^  ou 
<^by  si  la  proposée  est  privée  du  terme  en  or^ ,  le  calcul  de  la 
dilseuBsion  isst  très  simple^  et  se  réduit  à  transporter  l'origine 
au  centre  ;  il  n'est  pas  même  nécessaire  de  rendre  les  coordon- 
nées rectangulaires  quand  elles  ne  le  sont  pas,  et  l'équ .  est  alors 
rapportée  aux  diamètres  conjugués,  au  lieu  de  l'être  aux  axes. 
En  effet,  soit  là  proposéis 

Ay-^-Cx^-^Dj^Ex^Fzjioi 


i 
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T^,  -- — -\  c^est-à-dire  qu'on  a  (*) 

aCi+fiaso,  î^it-+.D=o,  ></»+ Car'» 4-^=0, 

<ai  fwant  Q  =^urf*'+  Ch*  +  Dk  +  Eh  +  F=F—       /  Jj^     - 

Yeki  divers  exemples  de  ces  calculs. 

Les  éqa.  3f*+  3a:*— Sx*»— a^+2=0)  4j^*+2x*— 3x+a=o 
ne  représentent  rien  ;  la  i**  a  pour  centre  {\^i)f  et  se  réduit  k 
V^'+*^'*+f "=*=<>;  l«i  2* a  le  centre  au  point  (|,o),  et  donn/e 
4y*  +  2a/*  +  fa=«. 

L'équ.  j^*  +  ax*  -^  27*  -f-  4^  +  3  ==  o  appartient ,  au  point 
(+ï,— I). 

L*équ.  Ij-»^ 3*»-^  i^jp 4.3=0  donne /i=a,  ^=0,  puis 
4  y*+  8x'*=9  :  les  derai^-axes  de  FelUpse  sont  a=  V^3 ,  ^=  )/6; 
xm  prend  ^i£^EC92(fig.a55) ,  et  Ton  trace  Tellipse  DFEOy  en  for- 
mant DCss^/S^CO-ss^/ô.  Si  les  coordonnées  étaient  obliques, 
ces  longueurs  seraî^it  celles  des  demi-diamètres  conjugués* 

Pour^*-+'2jr»— a^sso,  on  a  une  ellipse  tangente  à  l'axe 
des  Xj  dont  le  centre  est  sur  l'axe  des  j^au  point  (  o,  i  )  ;  on  a 

L'équ.  ^-^4*' •+'4r'+'*5i^'^55=o  devient j^ = dz ix  , 
en  transportant  l'origine  de  <^  en  C(fig*  ^Sa),  ^^r=|,  ^C=:-^2; 
on  pi>end  ^ *=  a  e4  ar'  5c  db  i ,  et  Ton  trace  CQ  et  CJ?. 

Pouraj^^-^Sar*  -^  aj^~3a:+T=0f  ic  centre  est  au  poiu  t( — l ,  i), 
et  Von  a  %r''  —  Sa/'œ— J.  On  prendra  AB^=^^^BC  (6g.  a56) , 
«t  l'on  décrira  Thypeifcole ,  çU>nta=::7^^  6:s:i/|  sont  les  axes 
ou  les  diamètres  eonjuguiés,  selon  que  les  coordonnées  sont 
rectangles  ou  obliques. 

L'équ.  y*— 2Jc*-*-aj^4*9î5=o^^ii»e  J^'—  ax*-f  8  =  0, 
hyperbole  pour  laquelle  i-sii,  Arpo^âssa,^  =:a  ^2. 


(*}  Les  coordonnées  du  centre  s'obtiennent  aisément  à  Taide  du  théorème 
(5o6)y  qui  apprend  à  chasser  le  2*  terme  d^un  polynôme.  Si  Ton  multiplie 
irespectiYunent  les  équ.  qui  suirent  par  fc  et  Xc,  et  qu'ion  ajoute,  on  trouve 
^*  +  (%•=:—  ^  { DA;  +  £;b  ) ,  qui  sert  à  réduire  la  valeur  de  Q ,  aihsi  qu^oti 
t'indique  plus  bas. 

3o.. 
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Eiifiii  3^»— aar>  +  2x+5^=i,  donne  AB=h=\(ùg.  267)* 
J5C=A=— ^;  d'oùSy*— 2:r'*=^,  équ.  qu'il  est  aisé  de  rap- 
procher de  celle  de  la  fig.  256  ;  seulement  la  courbe  ei^fplacée 
difFe'remment. 

45i.  Il  résulte,  de  cette  exposition,  que  Téqu.  générale  du 
ft*  degré  présente  trois  cas  :  le  i"  où  m=o ,  qui  donne  une /7a- 
rabùlcn  outre  les  cas  particuliers  dune  droite,  de  deux  parai-- 
lèles,  et  de  rien;  le  s''  où  m  est  négatif,  qui  donne  une  èUipse, 
outre  les  cas  particuliers  d'un  point  et  de  rien;  le  3*  enfin  où  m 
est  positif,  qui  répond  à  V hyperbole,  rapportée  soit  au  i*% 
soit  au  2^axe ,  outre  un  cas  qui  donne  deux  droites  non  paral- 
lèles. Comme  les  sections  d'un  cône  par  un  plan  sont  précisé- 
ment une  parabole ,  une  ellipse  ou  une  hyperbole  ;  et  que  lors- 
que la  section  se  fait  par  1^  son^met ,  on  a  une  droite ,  un  point 
ou  deux  droites  croisées;  de  nos  huit  cas ,  six  sont  des  sections 
coniques  :  ce  qui  fait  dire  que  toutes  les  équ,  du  second  degré 
appartiennent  aux  sections  if  un  cône  par  un  plan.  Partout  où 
un  plan  et  un  cône'  existent,  il  ne  peut  pas  arriver  qu'il  n'y 
$Lit  pas  intersection ,  ou  qu'on  ait  deux  parallèles  ;  d'où  l'on 
voit  que  ce  théorème  souffre'  deux  exceptions. 
'  En  faisant  mouvoir  le  plan  coupant  parallèlement  à  lui-même, 
lorsqu'il  passe  par  le  sommet,  l'ellipse  devient  un  point,  la  pa- 
rabole une  droite,  Thyperbole  deux  droites  croisées;  c'est  ce 
qui  a  fait  considérer  le  point  comme  une  sorte  d'ellipse  dont  les 
axes  sont  niils;  une  droite,  comme  une  sorte  de  parabole; 
deux  droites  croisées,  comme  une  hyperbole  {d?  400)  :  ces  con- 
sidérations n'intéressent  en  rien  la  théorie. 

452.  On  obtient  la  grandeur  et  la  direction  des  axes  princi- 
paux par  le  procédé  suivant.  Supposons  d'abord  que  les  axes 
soient  rectangulaires >  et  que  l'origine  soit  au  centre  ;  Téqu.  de 
la  courbe  proposée  est 

jéj'^  +  Bxj'+Cx''  +  Q  =  o  ...   (i). 

Concevons  que  du  centre  ^,  avec  un  rayon  r,  on  ait  tracé  un 
cercle  (fig.  258  bis)  ;  Véqu.  est  x^-f-j^'srr*  :  il  y  aura,  en  général, 
quatre  points  de  section  ;  pour  les  obtenir ,  menons  par  ifori- 
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gine,  une  droite  AK  kVwn  de  ces  points,  et  soit  j^=3/r  sou 
équ.;  en  éliminant  xtijr  entre  ces  équ.  on  trouve 

(y/r' +  Q)  M' +  ^r» il/+ CV»  +  Ç  =  o  (a). 

Si  le  rayon  r  est  donné ,  cette  équ.  fera  connaître  deux  valeurs 
de  M  y  ce  qui  prouve  qu'il  n'y  a  que  deux  droites  allant  du 
centre  i^ux  quatre  points  d'intersection ,  c.-à-d.  que  ces  points 
sont  deux  à  deux  sur  un  même  diamètre.  Ces  lignes  s'obtiennent 
.  en  construisant  les  deux  valeurs  de  M  y  qui  est  la  tangente  dq 
leur  angle  d'inclinaison  sur  l'Me  des  x.  Quand  les  racines  sont 
imaginaires ,  le  rayon  r  est  trop  grand  ou  trop  petit  pour  que 
le  cercle  rencontre  la  courbe;  et  si  les  racines  sont  égales,  les 
points  de  sections  coïncident  deux  â  deux,, et  le  «ercle  est  tan- 
gent à  la  courbe.  La  tangente  commune  à  l'un  et  à  l'autre  en 
ce  point,  est  perpendiculaire  au  rayon  du  cercle,  propriété 
qui  ne  convient  qu'aiik:  axes  principaux.  Ainsi  les  valeurs  àtM, 
qui  répondent  au  cas  des  racines  égales  sont  propréa  à  ces  axes. 
Alors  on  a  (n®  i38) 

^M  — 4  (^r»  +  Ç)  (  Cr*  +  Q)  =  o 
ou  (iî^— 4^C)r4_4Çr»(^+C)=4()S  ' 

puis  '      (^r»+Ç)M^-ii5/"=:o, 

en  extrayant  la  racine  de  l'équ.  (2)  qui  est  un  carré  ;  on  eu  tire 

en  posant,  pour  abréger,  -^-^  C=3Z?«;  donc  3/=  <*±:V(i  +  «'). 
Ainsi  prenez  sur  l'axe  Ax^  ^£>=:  1,  élevez  l'ordonnée  DJz=:ol, 
Afscrsi  V'  (i  +a')  :  du- centre  /,  tracez  le  cercle  KAK\  avec 
le  rayon  AJy  et  les  points  de  sectidki  K^  K  donneront  les  di- 
rections ^A*,  AK  des  axes  principaux^  puisque  les  valeurs 
de  M  sont  les  tangentes  des  angles  /JT^t^,  K! AD.  Ces  lignes 
sont  à  angle  droit  ,^  d'après  la  construction  ;  et  en  effet  le  pro- 
duit des  deux  valeurs  de  M  est-^i  (  n**  iSj).  On  en  tire  ensuit^ 
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leâ  deux  valeurs  de  r  qui  sant  les  longueurs  de»  axes  ; 


aXMk 


Si  B*^-^^j4C:sz  m  est  u^atif,  le  radical  eftt<^^4~  ^>  ^^^  ^^^^ 
valeurs  de  t^  sont  ^  on  positives  ^  et  on  a  une  ellipse/  pu  ne'ga'» 
tives,  et  o»  n'a  rien,  ou  enfiniittUes^  Çcbeo^  et  on  a  impoint  A. 
Quand  m  est  positif,  On  a  une  hyperbole/  les  vsdems  de  r^  sont 
de  signes  contraires  \  on  change  le •—*  en  -f'  pour  avoir  le  a*  axe. 
Cependant  lorsque  Qtsso,  on  a  les  deim  droites  AKf  AK'.  Ce 
calcul  n'est  plus  possible  quand  B^'^^^ACzizo, 

Soit  par  ex.  l'équ.  jr^—  2xjr  ^  ajr'sss  a  ;  4'où  «  sfe^,  etc. 

'  Ms=i'-±  t/|;  2>/==i,  M=z  t/f,  et  le  <éfcle/iC^A'  dtone  les 

directions^^,  AK'  des  deux  axes.  Enfin  r'saîdi^y  Stout 

les  longueurs  de  ces  axe»^  rayons  des  doux  cerclas  tang^ns  à 

Tellipse. 

On  pourra  s'exercer  encore  au  calcul  sur  l'e'quaiion* I 

jr^ — 6xjr^  x^-^yr — 6Lr  + 1  =o,  déjà  trsiitee  page  464» 

Cette  méthode  s'applique  pareillement  au  cas  où  les  coor- 
données font  un  angle  y.  L'équ.  du  cercle  est^alors  (n^  877)  » 

ar*  ^  j^*  +  aarj"  cos  y  5=  r' 5 
éliminant  jt  et  jr  à  l'aide  de  l'équ.  jrssMx^  on  a 

(Jr^  +  Q) M^  +  {Br-  +  nQ  cos y)  M+  Cr^  +  Ç=o; 
pour  que  cette  équ.  soit  un  carré ,  il  faut  que  i 

(i^r-  +  Qcos>y— (^r»+Ç)  (Cr^+Q)=:o, 

pu(5*-.4^C)r^— 4Çr^(^+^— 5cosy)=4Ç'sinV..(5) 

juiis       (Ar*+  Q)M+^Br^  +  Q  cos  >.=o -  (6) 

l'équ.  (5)  qu'on  résout  à  la  manière  du  &•  degré  donne  r*  ;'On 
peut  éliraiper  r*  entre  les  équ.  (5)  et  (6j.  Ënfiu  l'équ.  (6)  donne 
My  et  on  peut  construire  l'équ.  j*  =  Mx. 

453.  Souvent  on  a  plutôt  pour  objet  de  connaître  la  nature  et 
la  forme  de  la  courbe  dont  on  a.  l'équ.,  que  de  la  construire  ri- 
goureusement ;,le  procédé  suivant  a  l'avantage  de  donner  avec- 
rapidité  ces  circonstances,  et  n'a  pas,  comme  le  précédent,  l'in- 
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çf^nvéïiieiit  d'introduire  des  irrationoçlleft  dans  le»  çQ^ii^w* 
Gomme  il  suit  de  c^  qui  procède ,  que  len  Uga^H  çQmprU^ 
dansl'ëqu.  ge'nerale  {a)  p.  456  sont  connues  d'avance,  il  d§  fa^t^ 
pottrleft  distinguer  entre  oUes^  que  trouver  un  e^raetère  propre  à 
diAoune  :t:6  caractère  estitirë  des  limites  delà  courbe,  qui^Hml 
très  différentes  dan&l|idas île  l'ellipse,  dolapaxabide  et  de  Vby'* 
perbole.  Pour  obtenir  ces  limites,  résolvons  Téqu.  (a)  par  rap- 
port kjr;  nous  aurona  une  expression  de  cette  forme, 

ity  fi^m,netp  sont  des  constantes  connues,  (^oy,  p.  so4*) ^ba 
que  valeur  de  x  répond  à  deux  points  de  la  courbe,  tapt  que 
le  radical  est  réel  ;  s'il  est  imaginaire,  la  courbe  n'ar  aucun  point 
correspondant  à  l'abscisse  dont  il  s*agit  ;  enfin,  si  le  radical  est 
nul,  on  n'a  qu'un  point  de  la  courbe.  Les  limites  sont  dope 
relatives  à  l'étendue  où  le  radical  passe  de  Fétat  réel  à  l'ima*- 
ginaire.  Gomme  en  prenant  pour  x  des  valeurs  suffisamment 
graodes^  positives  ou  négatives,  le  trinôme  mx^  +  nx+p  re- 
çoit le  signe  (  1 89,  9®.  )  du  plus  grand  terme  mx^;  ^  m  est  né- 
gatif, pour  ces  valeurs,  le  radical  devient  imaginaire  >  de  sorte 
que  la  courba  est  alors  limitée  dans  les  deux  sens.  E)lle  serait  illi- 
mitée ,.  si  m  était  positif;  enfin,  m  nul  réduirait  le  radical  à 
^(  nx  +/>)f  et  l'on  voit  que  la  courbe  serait  limitée  seulement 
dans  un  sens^  puisque  le  signe  de  nx  change  avec  x, 

Lajuature  de^os  courbes  dépend  donc  du  signe  dé  m,  ce  qui 
nous  force  encore  de  distingu^er  trois  cas  dans  notre  analyse  gé- 
nérale, suivant  que  m,  ouB* — 4^^>  est  négatif,  positif  ou  nul. 

Mais,  avant  tout,  remarquons  que,  pour  construire  les  or- 
données PikT,  PM'  (fig.  258  et  aSg),  qui  répondent  à  une  abs- 
cisse AP^=^x\  il  faut  d'abord  porter  parallèlement  à  l'axe  desj- 
(dont  la  direction  est  donnée  et  quelconque)  PN:^»7fr\'&'r 
puis ,  pour  ajouter  et  soustraire  la  partie  radicale  MN:=zM'Nss: 
%^(/nx'*'{-nx''+p)^  on  en  portera  la  valeur,  ,de  part  et  d'autre 
de  iV,  en  M  et  en  M\  et  A^  est  le  milieu  de  MM\  Tous  les 
points  N  qui  satisfont  i  l'cqu.     ' 
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coupent  donc  les  cordes  parallèles  à  Aj  en  deux  parties  égales; 
ainsi,  on  tracera  la  droite  BN^  qui  est  un  Diamètre  de  la  courbe 
(u<>4a6). 

Aux  points  D.et  D*  d'intersection  de  la  courbe  avec  son  diîa<- 
mètre,  les  équ*  (i)  et  (a)  ont  lieu  ensemble  (  n^  872  ),  et  ces 
points  sont  donne's  par  les  racines  de  i'é^u. 

Twar*  -f-  nx  +p  =  0 (3). 

On  voit  de  plus  que  les  ordonnées  El>y  EfD'  correspon- 
dantes sont  tangentes  à  la  courbe,  puisque,  le  radical  étant  nul, 
la  proposée  est  le  carré  des  j^  —  «tjr  — /S  =  o  ;  ainsi  les  points 
d'intersection  sont  réunis  en  un  seul,  aux  points  D  et  £>' 

(nMa4). 

i''''  Cas.  Courbes  limitées  en  tous  sens ,  m  négatif, 

454.  !•.  *S*  les  racines  de  Véqu,  (3)  sont  réelles,  en  les  dé- 
signant par  a  et  b,  et  prenant  AE:=:a,  AEf  =  b  (fig.  a58), 
on  aura  les  tangentes  et  les-points  d'intersection  cherchés  D,  Z/: 
le  radical  de  (i)  prendra  la  forme  |/  [  —  m  {x — a)  (x — b)2  :  il 
n'est  réel  qu'autant  que  les  facteurs  x — a,'x-'^b  sont  de  si« 
gnes  contraires,  de  sorte  que  x  est  compris  entre  a  et  b,  La 
courbe  ne  s'étend  doncqu'entre  les  limites  EF^  E'F';  elle  forme 
un  contour  fermé;  c'est  une  Ellipse. 

Remarquons  que,  pour  obtenir  E^  Ef  y  6n  a  tiré  de  (3)  des 
racines  de  la  forme  :r  :?5  A  ih |/y;  on  a  donc  porté  AK=sh, 
puis  KE!^=^KE-=^^f.  Donc  C  est  le  milieu  du  diamètre  £>//, 
ou  le  «entre  de  l'ellipse  (n®4^7)  *  ainsi  l'on  obtiendra  le  con« 
jugué  en  cherchant  l'ordonnée  centrale  CCX,  à  partir  du  dia« 
mètre,  c.-à-d.  la  valeur  que  prend  j/(  mx^  -f-  nx  +/?  )  lorsqu'on 
fait  x^=h,  La  courbe  étant  rapportée  à  ses  diamètres  conjugués, 
il  sera  facile  de  la  décrire. 

Par  exemple;  djr^  —  6a:j^  +  9*'  —  2/  —  6j:-|-|5=o  donne 
yzsix  +  Ji!z|/(— aor'  +  f  ar  — f)  ;  on  prend  ABr:s\  (fig.  258), 
et  l'on  mène  le  diamètre  BN^  dont  l'équ.  est  j^  =  .r -f- j  > 
lorsque  l'angle  jrAx  est  droit;  BN  fait  avec  Ax  un  angle  de 
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45^  En  égalant  le  radical  à  zéro,  on  a  Jr^«— ^  •2^3=  —  |;d'où 
xos  f  ±:  §  :  donc  j4K  s=s  f ,  KE = K&ss  {  donnent  le  centre  C 
et  '  les  points  D ,  £/  d'intersection  de  la  courbe  avec  le  dia- 
nèCre.&iV.  Déplus^  EFy  ÉF*  sont  tangentes  et  limites,  puis- 
que le  radical  peut  être  mis  sous  la  forme  ^  [-2  {ts-  i  )  (a?-~)]  \ 
d'où  l'on  voit  que  j'i  n'est  réel  qu'autant  que  ^  est]>  j  et  •<  i  - 

En  faisant  x  ss  |  sous  le  radical,  il  devient  |/  \=s.  CO'  \  c'est 
l'un  des  demi-diamètres  conjugués  ;  l'autre  est  CD  :  il  est  donc 
facile  de  tracer  la  courbe  (n""  4^19  ^^'O-  On  trouve  j*=id:|/  \ 
pour  la  plus  grande  et  la  plus  petite  ordonnée,  nP  4^3. 

Pareilleînent  j^  —  ^-4-1  «*  —  x  +  ïs=o  donne  l'ellipse 
DOjya  (fig.  261  )  ;  AK=  a ,  EK:=i  EK  =1/2,  CA  =a  i  ; 
C  est  le  centre,  j^ass  o  donne,  a?* —  îjt  + 1  =0,  carré  de  «■—  i  : 
donc,  si  l'on  prend  Al  =  i ,  la  courbe  est  tangente  en  /  à  Ax\ 
00's=a6'=s  \/2  :  la  plus  grande  et  la  plus  petite  ordonnée 
sont  2  et  o.  . 

Il  est  inutile  de  dire  que,  dans  les  constructions,  il  faut 
surtout  avoir  égard  aux  signes  ;  ainsi ,  pour 

4  J^' +  ^^  +  8**  +  laar  +8^  +  i  =  0/ 
on  a  ^  =  — a:— I  ±:  ^/(— a:* — ^*  +  |)i 

on  construit  le  diamètre  BD  (fig.  262),  dont  l'équation  est 
j^  =  —  X  —  I  ;  de  x'  -}-  ^  ==  I*  ^^  ^îre  Jî  =  —  \±i  \y  on 
prend  AK:=i  —  7,  et  KEsssKD':s=zj,  ce  qui  donne  les  limites 
tangente$  ED^  E!D'  de  l'ellipse  :  C  en  est  le  centre ,  et  l'on 
trouve'^'=i. 

2®.  Si  les  racines  de  Véquation  (3)  sont  égales,  a  étant  leur 

valeur,  le  radical  équivaut  à  r— m(x-— â)^;  ainsi ,  (i)  de- 
vient jr^sià  +i^— (^""^)  1/ — m  :  on  ne  peut  donc  rendre 
jr  réel  qu'en  prenant  xsaâ,  d'où  j*=s  a«^-  fi. 

Ainsi,  on  n'a  qvJ un  point  j  ses  coordonnées  sont  connues. 

Il  est  aisé  de  voir  qu'en  effet  la  proposée  équivaut  ici  & 
ijT'^mx  —  fiy-i-^x — a)*?if  =  o;  et  comme  la  somme  de 
deux  quantités  positives  ne  peut  être  nulle,  à  moins  que  chacune 
ne  le  soit  en  particulier,  la  proposée  se  partage  d'elle-même  en 
deux  autres  (n*  -112).  Lléqu.  j* — x^  +  ^x^ — ax-f-  i  =0 
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donne  le  point  dont  les  coordotmees  sont  jr  =t:  i ,  et  j^  =s  ^. 
L'équ.  ar'  ^  j*  SB  o  donne  l'origine* 

3^.  Si  fef  ratines  de  Véquadon  (3)  sùni  imagÙMàre$,  pour 
aucune  vtknr  de  x^  le  trinôme  — 7iii:4-^  ^-p^^  peut 
changer  de  signe  (n^  iSg,  Qf*,)\tit  signe  demeure  toujours  le 

même  que  celui  de  son  plus  grand  terme  -<-  mx^\  • . .  * 

|/  (  — mir^-(*nj:-f-p)  étant  sans  cesse  imaginaire,  la  pro* 
posée  ne  représente  rien.  En  effist,  cette  équ.  revient  alora  à 
(y—  ax —  fiY'^  (  «Mî'  -*-  nx  -^p  )  tit;  o,  dont  les  deux  parties 
sent  positiTes  et  ne  peuvent  a'entre**détruire  ;  par  conséquent  il 
est  Absurde  de  supposer  leur  somme  3=  o,  puisque  la  seconde 
ne  peut  être  rendue  nulle,  comme  on  l'a  fait  prudemment. 
:   C'est  ce  qui  arrive  pour  j*  —  ar^  4*  ^**  —  ax^^  4  =  *** 

PoÉir  que  m,  ou  B^*^  é^AC^  soit  n^tif,  il  faut  que  les  trois 
1^"*  termes  de  la  proposée  (3),  jijr^  «f*  ^a^-{-  Cx^  forment  une 
quantité  plus  grande  qu'un  carré  parfait.  Dans  le  i"  exemple 
ci^dessusy  page  47^9  ces  termes  sont 

3Cr*  — 2a:j--|:3x^)  =  3[(j-..r)*  +  2ar*]. 

Cherchons  dans  quels  cas  l'équ.  générale  du  2*  degré  est 
celle  d'un  cercle,  les  coordonnées  étant  rectangles.  Cette  équ. 
est 

.  Jy^  +  Bxy+Cx^^Dy  +  Ex+F:=xzxi; 

l'équ.  la  plus  générale  du  cercle  est  (x — *)'+{^  —  |S)'=r', 
ou  . 

^* +ar*—  ifij — ixttx  -f  «*  +/8'  —  r*=o. 

La  \*%  dégagée  du  coefficient  ji  de  jr^  doit  être  comparable 
téïme  à  t^me  à  la  2^  On  en  tire  d'abord  ^s=7  C,  B:=^oi 
donc  quand  les  x  et  y  sont  à  angle  droit^  Véqu.  du  %*  degré 
est  celle  dun  cercle,  lorsqu'elle  est  prii^^e  du  terme  en  xy  et 
que  les  co^ciens  de  x'  et  de  y*  sont  égaux.  Maisjcle  plus  il 
fautqueZ>:;3:  — 2^i3,  E=sz  —  nJu,  F  =^  u4  (#»  +  ^--^r^)> 
d'où  l'on  tire 

E  D     ^,      £^  4-  O'  -  4^^ 
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C9  sont  ks  coordonnées  du  centre  et  le  rayon  da  cercle^  qu'il 
ett  ain^i  facile  de  couttruiror  RemarqtieK  cependant  qu'il  y  a 
AwoL  exceptions  y  savoir  quand  k  numérateur  de  la  valeur 
de  1^  est  nul  ou  négatif  r  dans  le  i^  eai ,  on  a  un  point  unique; 
dans  k  2%  il  n'y  a  p^s  de  courbe. 

(hk  trouTe  par  ex.  que  l'équ*  t\y*  -^  a^^*  -^47*^^4^+  >  ^==0 
aat  «^e  d'un  cercle  dont  le  rayon,  est  y/ 1«  et  le  centre  au 
point  (  I  >  I  ) . 

liotfaque  ks  coordonnées  sont  obliqws»  on  raisonne  de 
même  en  parlan)t  de  Téqu.  (3)  n°  977. 

2*  Cas.  Courbes  illimitées  en  tous  sens,  va  positif. 

495.  Ici  Af^  +  Bscjr  4*  Cx^  est  moindre  qu'un  carré. 

I*.  Quand U»  racines  de  Véquaiion  (3)sprU  réeUeê,  avmAEy 
b  sr  AE'  (fig.  aSg)  donnent^  comme  ci-dessus ,  les  points  D 
et  V  dlntersection  de  la  courbe  et  du  diamètre  BN^  et  les 
tangentes  £F,  EfF*  ;  puis  k  radical  prenant  k  forme.  • 

y  m  (x— â)(x— d),n'est  réelqu'autantquejr— -aet  a:— -6 
sont  de  même  signe,  c.-à-d.  que  x  est>  on  ^^attb^  x ft^  peut 
donc  recevoir  de  vakurs  entre  a=AE  et  b  ^=AE^y  et  la  courbe 
s'étend  à  l'infini  de  part  et  d'autre  des  limites  EF,  E'F^;  ainsi^ 
elle  est  une  hyperbole. 

Pour  obtenir  le  diamètre  conjugué  de  DD\  comme  le  centre  C 
est  au  milieu  de  DD\  on  fera  x  =  AK  =  k  sous  le  radical ,  on 
rendra  le  résultat  réel  (n*^>429),  et  l'on  aura  ainsi  b'.Oti  tire 
ensuite  la  position  des  asymptotes  {n^l(iS),  Nous  allons  au  reste 
donner  bientôt  (n^  4^7)  ^^  moyen  plnsfacik  de  déterminer  ces 
droites. 

Soitparex.jj^*— aay—'a?' — 2j^  +  8x-^3r=:o;oiien  tire 
^i=td?+  1  ±:  |/(2^*— 6x  +  4)-  ^^  trace  d'abord  k  diamètre  , 
BN,  {jt=zx+i)'j  2ar* --gj-6ir  4-  4'°so  donne  jcsse  |±:|, 
et  le- radical  devient  |/ 2  (ar—  1)  (ar—  2)  ;  on  prend  AK==t\^ 
EKtirzirKsss^;  on  a  les  limites  EF,  E'F'  tangentes  en  D 
et  /y  ;  et  comme  a:  est  >  2  ou  <  i ,  on  obtient  l'hyperbole 
iWM',ç;r(  66.259). 
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Pour  trouver  le  diamètre  conjuguéde  DD\  on  fait  xdzAK^ss^ 
dans  |/  {ix^  —  &r  -+•  4)  ?  ®^  1'^"  renà  réel  ;  on  a  ô'  =  |/  |.  En 
prenant  ÙF* -^s^D'Hzs:.  i/|,  on  forme  le  parallélogramme 
inscrit,  dont  les  diagonales  GF'^  FH  sont  les  asymptotes  de 
ipotre  courbe. 

a^.  Lorsque  les  facteurs  demx*  +  *^  +  P  *^"'  imtigimnres , 
la  courbe  ne  coupe  pas  son  diamètre  ;SiV(fig.  9.63)  :  de  plus, 
ce  trinôme  doit  toujours» conserver  le  inême*signe  que  -f-  "^^^ 
quelque  valeur  qu'on  attribue  kx{vL^  iSp,  9*^.)»  donc  chaque 
,  abscisse  donne  toujours  des  ordonnées  réelles,  la  courbe  s'étend 
à  l'infini  de  part  et  d'autre ,  et  elle  est  une  hyperbole  disposée 
comme  on  le  voit  fig.  263 . 

Quant  aux  diamètres  conjugués,  le  centre  est  sur  ^A^  qui  ne 
coupe  pas  la  courbe  ;  or,  si  l'origine  était  au  centre»  les  abscisses 
égales  et  désigne  contraire  (n®  4^^  répondraient  à  des  ordonnées 
égales  ;  ainsi ,  le  radical  devrait  être  de  la  forme  ^{mx'^  +p  )  ; 
si  donc  on  veut  transporter  l'origine  au  centre ,  il  faut  faire 
jc  =^2  a:'  +  A;  A  étant  tel,  que  le  a*  terme  de  mx*  + /w: +/? 
disparaisse  (n**  5o6)  ;  A  est  l'abscisse  du  centre;  on  trouve 

A= ,  la  même  valeur  que  ci-devant.  Ainsi,  on  prend 

JlK=sk^  l'ordonnée  KC  donne  le  centre  C  :  faisant  ensuite 
xssh  dans  \/  (iwar*  +  nx  +/^)>  il  devient  =  DC  =  a\  Pour 
obtenir  b\  il  faut  cberchor  les  points  de  rencontre  de  BN  avec 
la  coiirbe;  en  prenant  la  partie  imaginaire  des  racines  de 
mx*  -j-  nX'-^-psszOy  et  la  rendant  réelle,  on  a  KO^zKC  pour 
les  abscisses  des  extrémités  £,  E\  du  diamètre  conjugué  prises 
à  partir  de  celle  du  centre. 

Comme  les  parallèles  FIT,  G/ au  diamètre  iSiV  sont  tangentes 
à  laVcourbe  en  Z>  et  £>',  les  ordonnées  O'F^  lU  déterminent 
aussi  le  parallélogramme  inscrit,  ^  les  asymptotes  /F,  GH. 

Soit  -par  exemple  j*'  +  ixjr  —  aj-  —  j:  =  o  ;  on  en  tire 
y  =  — ar-f  i  ±:  \/  (:r*  —  x-)^  i  )j  le  diamètre  ^iV ( fig.  263) 
a  pour  équat.  j'  =  —  :c  +  '  î  comme  a:*  —  of  +  i  =r  o  donne 
x:=z.\±\  ï/— 3,  la  courbe  ne  coupe  pas  BN\  de  plus,. 
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x^-^x-^"  i  étant  toujours  positif,  jr  est  aussi  toujours  réel  ; 
aiusi,  on  a  l'kyperbole  de  la  figure  203.  > 

Pour  trouver  les  diamètres  conjugue's,  on  construit 

a:  =  i±:iV/3,  ^K=:z\,  «0  =  ^  i/ 3  =  /CO' donnent  le 
centre  C,  et  lé  2*  diamètre  EE^;  de  plus,  en  faisant  x=\  dans 
V"  (ar*— ar+i),  onaa'  =  ^  V/3. 

3**.   Si  les  racines  de  V équation  (3)  sont  égales,  le  radical 

équivaut  à  ^Z  m  (  a:  — a)*,  et  l'équation  (i)  devient. .  .•'».. 

j"==flea:  +  ^it:(ar  — û)  i/ifi, 
savoir  j'=a:  (*±:  \/m)+i8rpa  4/ m; 

on  a  donc  deux  droites  qui  se  coupent  au  point  du  diamètre 
pour  lequel  X  =  a,  et  qu'il  est  aisé  de  construire^  puisqu'on  a 
leurs  équ.;  on  obtient  un  2'  point  de  chacune,  en  posant  0:^=0, 
d'où  j-  =/8  db  a  4/  m  ;  c.-à-d.  qu'il  faut  porter  a  ^/  m  sur  l'axe 
des  jr  au-dessus  et.  au-dessous  du  point  où  cet  axe  coupe  le 
,  diamètre.  Les  droites  menées  par  ces  points  et  par  le  i^**,  qui 
leur  est  commun,  sont  celles  dont  il  s'agit. 
Il  est  clair  qu'en  transposant  et  carrant,  on  a 

{jT'^AX — /3)*  —  m  (a:— tf)*  =  o. 

Ainsi,  la  proposée  est  décomposable  en  deux  facteurs  rationnels 
par  rapport  kxtXjr^  et  du  premier  degré  ,  qu'on  peut  égaler  à 
zéro  indépendamment  l'un  de  l'autre  :  c'est  ce  fait  analytique 
qui  explique  l'existence  de  deux  droites  dans  le  cas  présent. 

Soit,  par  ex.,  4^ — 8a^ 4- ^*  +  4r  +  ^^  —  2  =  0;  on 
trouva  ^=^  —  i  ±:  i  V^  (3^*  —6a:  +  3);  or,  3a:*  —  6j:-|-3  =0 
donne  a:=  I  ;  le  diamètre  (fig.  264)  BN\  (  jr=^x — \)  est  donc 
coupé  en  un  seul  point  N  pour  lequel  DA  =  i  ;  et  comme  la 
proposéerevientà^iznar— ^it^  {x — i)  l/3,  on  a  deux  droites. 
x=  o  donne j^  =—i  dt  ^  |/  3;  on  prend  BE'^BE'—  iv/3,  ^ 
et  l'on  trace  les  lignes  EN,  E'N. 

Soit  proposée  Véqu.  x^^ nxjr  —  3x*  —  ^k^  =^ o  ;  on  en 
tire  j-  =  x±;  2  {/  (x*+  k*)\  x^=^  donne  le  diamètre  HN 
(fig.  265)  ;  et  l'on  voit  qu'il  n'est  pas  coupé  par  la  courbe,  et 
qu'on  a  l'hyperbole  flf  0,  M'O',  Le  centre  est  en  Cj  on  prend 
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COsszCO' rsznk  ;  OCy  est  le  i"  diamètre,  pi^is  CE  =  Ce  =* 
donaele  2%  D£>^,  et  les  asymptotes  HF^  IG.  A  mesure  que  k  dé^ 
croîtra,  la  courbe  6e  rapprochera  du  centre  et  des  asymptotes 
qui  ne  ehangeront  pas  ;  A  =  o  donne  ces  droites  mêmes.  Ëufin^ 
si  k^  prend  un  signe  contraire,  l'bypeiiiole  est  GD\  ID  trac^ 
dans  l'autre  angle  entre  les  mêmes  asymptotes,  et  s'en  éloigne 
k  mesure  que  k  croit. 

456.  Quand  u^ec  o,  la  proposa  manque  du  ternxeeu  x^  ^^ 
l'on  ne  peut  plus  opérer  comme  n®  4^^i  mais  si  l'on  change  x 
enjr,  et  ^en  Xj  ce  qui  ne  produit  qu'une  inversion  dans  les 
axes,  on  pourra  appliquer  nos  calculs;  il  suffira  donc  d'y 
changer  Cen  ^,  D  en  £  :  B^^^^AC  se  réduit  à  i?%  m  est  po- 
sitif, et  Ton  a  encore  une  hyperbole*.  Au  re^te ,  pour  discuter 
l'équ.  privée  du  terme  Ajr^^  il  est  préférable  de  la  résoudre 
par  rapport  à  x,  et  d'opérer  sur  l'axe  des  x  d'une  manière  ana- 
logue à  ce  qu'on  a  fait  pour  celui  de»  j*. 

Par  ex. ,  pour  l'équ.  a^ — ^xj + aa? — 3 j^  -f-  ^  =  o  (fig«  266), 
onax=^ — i^l/(j*+J" — c  +  i);la droite  DIX O'^sar-f-i) 
est  diamètre ,  c.-à-d.  coupe  en  deux  parties  égales  toutes  les 
cordes  parallèles  aux  x.  L'équation  ^  +  j"  =  c — i ,  donne .  • . 
^=— ^dll/(c— I);  si  donc  c>|,  on  prendra  AK=:\^ 
KE^=KE'=  l/<c — |),  et  l'on  aura  en  D  et  D"  les  points  où 
l'hyperbole  MZ>,  ïïfiy  coupe  le  diamètre  DEf.  En  faisant 
jrss— 1  dans  V^(^*+jr  —  ^+'),  c*  rendant  réel,  on  a 
|/(c— |)  ce  qui  donne  le  conjugué  deDD\  et  les  asymptotes 
F  G  et  FBf  dont  la  seconde  est  parallèle  aux  j'. 

Si  c&=|,  on  a  les  asymptotes  mêmes  ;  et  si  c<^|^  on  a  encore 
unehyperbole  entre  les  mêmes  asymptotes,  mais  elle  est  tracée 
en  HN  et  F'N'  dans  les  deux  autres  angles. 

457.  Dana  l'équ.  générale  (i)  (p.  470>  ^^  radical  affecte  la 

quantité  jw Ta:' -j +— j;  ajoj^aitt  et  Atant^*— ;,  pourcom- 

fréter  le  cajvé<ii®  i38),  on  a 
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h  radical  est  de  la  forme  {/(z^-^i);  en  le  dëveiôppa&t  par 
Vmxiracûotk  (page  197),  on  verra ,  comme  n?^i6,  qu'on  a  une 
Biiile  de  termes  où  <  ss  anur-f  n  est  au  dénominateur ,  et  qui 
déciroissént  quand X croit,  leseuli*' terme e^cept^.  En  négli- 
geant donc  /,  on  a  les  équ.  des  asymptotes  de  notre  hyperbole 

donCy  après  avoir  résolu  la  proposée,  complétez  le  carré  sous 
le  radical  oà  vous  négligerez  les  termes  consfans,  et  vous  aurez 
les  équations  des  a^mpiotes. 

Il  est  lacile  de  construire  ces  équ.  ;  les  droites  se  croisent  au 

point  l ,  ^ Y  qui  estle  centre,  etron  a  un  îè*point, 

en  faisant  â:s=o^  ce  qui  donne  les  ordt^nnées  à  rorigioe 

^  — ^ty^'»  ^" portera-—;—  sur  l'axe  des  r,  en  dessus  et  en 
Hy  m         *  2^/771  "^ 

dessous  du  point  de  section  de  cet  axe  pai:  le  diamètre. 

Dans  le  1*'  ex.,  p.  475,  j^=x4- 1  ±:  V/(2X»— 6j:+4); 
ajoutant  et  ôtant  |  sous  le  radical ,  il  devietit  j/f a  (je  ~  |)» — i]  ; 
négligeant  ^,  on  a^  pour  équations  des  asymptotes  (fig.  269 ), 
yt=sx+ 1  ifc  (la:-^)  |/^.  Faisant  x  nul ,  on  trouve  Fss: i  ±:  3^  i"; 
il  faut  porter  3  V^i  de  ^  en  i  et  i'  ;  Ci  et  Ci'  sont  les  asymptotes. 

Pour  l'équ.  page  477*  ou  SLjrs=zx±:ii\/(x^+k*)  ;  on  nér 
glige  k\  et  il  vient ,  pour  équ.  des  asymptotes,  Fzsi^rdia^r» 

La  discussion  de  Téqu,  devient  très  facile  quand  le  terme 
en  X?,  ou  en  j^*  manque;  par  ex.  Bx^'-^-Cx^+Dx+Ex-f-F^io 
donne ,  en  résolvant ,  effectuant  la  division ,  et  désignant  par 
hjkfl des  coefBciens  connus , 

Cx^-^Êx+F      ,     ,  .  .         / 
^  Bx+D  ^   ^  Bx+D 

Or  si  Ton  construit  la  droAe  FC(fig.  266)  dont  Téqu.  est 
Bx  4-^  =  0,  cette  ligne^  parallèle  aux  jr^  est  l'une  des  asy  mp-* 

•B 
totes  de  la  courbe  ;  car. plus  x  décroit  vers  la  limite  '-**7?*  et  plus 
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y  augmente ,  devenant  in6ni  à  cette  limite  ;  ce  qui  montre  que 
la  courbe  s'approche  indéfiniment  de  la  droite  FC.  D'un  autre 
côte',  en  construisant  la  droite  F*  G  qui  a  pour  équ.  jrz^hx+k^ 
on  voit  que  pour  obtenir  les  points  de  la  courbe  qui  répondent 
à  une  abscisse  quelconque  Xj  on  a  l'ordonnée  en  ajoutant  à 

celle  de  la  droite  F  G  la  longueur         >  f^;  ^^  comme  plus  x 

est  grand ,  plus  cette  fractionest  petite,  devenant  nulle  pour  x 
infini ,  il  est  clair  que  la  courbe  s'approche  de  plus  en  plus  de 
la  droite  F"  G  qui  est  la  a*  asymptote. 

Lorsque  c'est  le  terme  en  x'  qui  manqué  >■  on  résout  l'écju. 
par  rapport  à  Xj  et  on  trouve  de  même  les  deux  asymptotes, 
dont  l'une  est  parallèle  aux  x.  Ainsi  quand  Véqu,  de  la  courbe 
est  privée  du  terme  en  x*  ou  en  y*,  tune  de  ses  asymptotes  est 
paraÙèle  à  celui  des  axes  coordonnés  dont  le  carré  manque. 
Cette  théorie  ne  suppose  pas  que  les  coordonnées  soient  rec- 
tangulaires. 

Soit  l'équ.  X' — 2j:^  +  ^^^ —  3jr -|-  i  =0 ,  on  a  ( fig.  266) 

X*  -f»  2*  "I"  i        1  ,  i 

^—     ax  +  à     ="'*"^^+irT3 

Téqu.  2x4-3  =  0  est  construite  en  prenant  ^/  =  —  J,  et 
menant  FH  parallèle  à  Jjr;  l'équ*  ^=:ï  ar  +  J,  appartient  à 
la  droite  F^G  ;  ce  sont  les  deux  asymptotes.  Le  reste  de  la 
construction  est  facile  (n^  4^1)* 

De  même  pour  2j^  +  3xj^  — Sj'-  —  3x-f^i  =0, 

2^*— 8^+1 .      .      -       5 


f^+a+ 


3r^3  ^^^  ^3j— 3 

les  droites  GH,  F/ (fig.  263),  dont  les  équ.  sont  3^ — 3  =  o, 
jp= — 1^+3^>  sont  les  asymptotes,  la  i"^  parallèle  aux  x. 

Si  l'équ.  est  privée  à  la  fois  des  deux  termes  en  x'  et  y*, 
xy+Dy'-^Ex'\-F=Oy  on  a. 

Ex  +  F  ^  .   DE—  F 


x+Z>  ^      x  +  Q 
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leé  deux  asymptotes  sont  parallèles  aux  axes,  et  ont  pour  équ. 
j'-rz.'-^Ei  .r=  — D.  On  pourrait  discuter  l'e'qu.  en  transpor- 
tant l'origine  au  centre ,  car  l'hyperbole  serait  alors  rapporte'e 
aux  asymptotes  prises  pour  axes  (n*"  4^5) ,  Téqu.  prenant  la 
formea:^  =  m'. 

3*  Cas.  Courbes  illimitées  d'un  seul  côté,  m  =  o. 

458.  Lorsque  msso,  ou  B*  — ^AC=  o,  les  trois  i*"  termes 
de  la  proposée,  ou  Aj^-^'Bxjr^Cx^^  forment  un  carre'  (n*  1 38)  : 
le  radical  de  Téqu.  (i)p.  471  serëduità  [/(nx-i^p).  Après  avoir 
tracé  (  fig.  a48)  le  diamètre  5iV(^=flta:  +  /3),  on  trouve  son 
point  D  d'intersection  avec  la  courbe  et  sa  tangente  EFj  en 
faisant  nx -^p  =  o.  i$oit  j:s=:  a  =  la  racine  ÂE  de  cette  équ. , 

le  radical  devient  \/n{x  —  a),  et  n'est  réel  que  quand  n  et 
X  —  a  sont  de  même  signe;  donc  x  est  '^a,  et  la  courbe  est 
située  comme  ilf'Dil/,  lorsque  n  est  positif;  si  n  est  négatif  ^  x 
est  <^  a,  et  l'on  a  ODM\  La  courbe  qui  s'étend  à  l'infini  d'un 
seul  côté  est  donc  une  parabole. 

On  peut  aisément  en  déduire  le  paramètre  de  ce  diamètre,  à 
l'aide  d'an  seul  point  de  la  courbe ,  et  soumettre  la  courbfs  à 
une  description  rigoureuse  (n®  4^^)* 

Soit  l'équ.  j**  —  xy  +  Jx'  —  27-  —  a:+5=:o;  on  en  tire 
j-  =  i  x  +  i±:  ^/(aa:—.  4);  on  prend ^£=2  (fig.  248),  EF 
est  limite,  AB=i ,  DE^=^iii  la  courbe  est  située  comme  M' DM. 

Pourj^*  —  jy^  +  ï^'  —  a^  +  3x  —  3=:o,  on  obtient  le 
même  diamètre;  et  comme  le  radical  est  \/(  —  sx-f*  4)»  ^^  ^ 
la  courbe  ODM\ 

Si  rxietn  sont  nuls  à  lafois,  l'équ.  devient ^= «ex +iS±|//?. 

i^.  Si  /7  est  positif,  on  a  deux  droites  parallèles,  qu'on  trace 
en  portant  yp  en  BD  et  BD'  sur  l'aide  des  jr  (fig.  267),  de  part 
et  d'autre  du  point  B  où  le  diamètre  BN  rencontre  cet  axe. 
(jr  +  xy  —  ^y  —  2X=i ,  donne  jrzzz-^x  +  i  ±:  4/2;  on 

prend  jiB  =  AN=  i ,  BN  est  le  diamètre  ;  puis 

BD  =  Biyz=:  \/^z=:BN;  et  l'on  mène  DE,  D'E!  parallèles 
kBia. 

T.  L  3i 


r 


482.  SECTIONS   CONIQUES. 

2**.  Si  /?  est  nul,  j-=aw:  -f-  iS  ;  on  n'a  qu'wne  droite:  telle 
est  Téqu.  (  J'  +  Jc  )'  —  2j-— aa:  -f- 1  =to ,  représentée  par  BN 
(fig.  267O. 

y,  Sïp  est  négatif,  Timaginaire subsiste  toujours,  et<7  njr 
"  a  pas  de  ligne.  Telle  est  Téqu.  (  J"  +  ^)*  —  2j<*  —  2*  +  2=  o. 

En  un  mot,  (^  +  ^  )*  —  2j^  —  2X  +  i  =  Ar  donne.  •.;.... 
J'  =  —  X  -4- 1  zt  \/k  ;  on  prend  -^^  t=z  AN^=i  i ,  et  l'on  trace 
BIS  y  puis  ^D  =  D'B  =  v/A".  Or,  plus  k  diminue ,  plus  les  pa- 
rallèles se  rapprochent  du  diamètre  BN,,  avec  lequel  elles  se 
confondent  enfin  lorsque  ^  =  0  ;  si  /:  est  négatif^  Te'qu.  ne  re- 
présente plus  rien. 

Quelque  point  G  qu'on  prenne  sur  BN  (fîg.  267  ),  il  doit 
couper  au  milieu  la  partie  IM  d'une  droite  quelconque;  B^ 
est  le  lieu  d'une  injinilé  de  centres  (n°  4^5  ). 

Quand  m  et  71  sont  nuls  ensemble ,  la  proposée  revient  à 
{jr — etx  —  /S)"  —  p=o,  i**.  quandp  est  positif,  elle  est  le 
produit  de  ^  —  tut — jS-f-  ^p  par  j^  —  ax  —  iS—  \/p,  où  x 
a  même  coefficient  ;  on  y  satisfait  donc  en  égalant  à  zéro  l'un 
indépendamment  de  Vautre  ;  2*.  si  p  est  nul,  la  proposée  est  le 
carré  de  jr  —  etx -^  fi,  nos  deux  facteurs  sont  égaux;  3®.  enfin, 
si  p  est  négatif,  on  veut  rendre  nulle  la  somme  de  deux  quan- 
tités positives,  dont  Tune  -f-p  ne  peut  être  zéro,  et  l'équ.  est 
absurde.  Telles  sont  les  causes  qui  expliquent  Texistence  de  nos 
trois  cas  particuliers. 

459.  Il  résulte  de  toute  cette  analyse  que , 

I.  Si  m,  ou  B^—^AC^  est  nég^atif,  Ajr''  -^Bj'x-^-Cx^  est  plus 
grand  qu'un  carré,  C  doit  être  positif;  la  courbe  est  fermée  ; 
elle  est  une  ellipse,  ou  un  cercle ,  ou  un  point,  ou  rien. 

II.  Si  m,  ou  B^-^^AC,  est  positif,  Aj'^+  Bxy  +  Cx'  est 
moindre  qu'un  carré  ;  la  courbe  est  forniée  de  deux  parties  illi- 
mitées ;  elle  esti/ne  hyperbole,  ou  deux  droites  qui  se  croisent. 
On  est  dans  ce  cas,  si  C  est  négatif,  ou  s'il  manque  x^  ou  ^% 
xj  restant. 

III.  Si  m,  ou  /?•  —  ^AC  =  o,  Aj^  +  Bxy  +  Cx^  est  un 
can^é  ;  la  courbe  s'étend  à  l'infini  d'un  seul  c6té  ;  elle  est  une 
parabole,  une  droite,  deux  parallèles  ou  rien:  quand  xjr 
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iDAiique ,  avec  un  des  carrés  a:*  ou  j*%  on  tombe  dans  ce  cas. 
460.  Ou  peut  composer  à  volonté  une  équ.  du  a*  degré,  qui 
rentre  dans  celle  qu'on  voudra  de  ces  circonstances.  Il  suffira  de 
recourir  à  l'équ.  (i  )  p.  47  * ,  ot  d'y  détôrnnner  arbitilraiTemeiii  les 
constante^  ot ,  jS,  m, . .  ,  ayaùt  soin  de  cotïipoàer  le  radical  de 
sorte  qu'il  satisfasse  smx  conditions  requises  ;  ainsi  m  sera  né- 
gatif pour  une  ellipse,  et  mx''"\^nx^pz=zo  aura  ses  racines 
réelles  :  m  sera  positif  pour  une  hyperbole,  et  suivant  que 
l'équ.  précédente  a  ses  racines  réelles  ou  imaginaires,  cette 
courbé  coupera  ou  ne  coupera  pas  son  diamètre,  etc.  On  peut 
enfin  se  donner  des  conditisons  qui!  déterminent  toutes  les  cons> 
tantes  <»,  i8. .  . .  Voici  un  ex.  de  ce  calcul. 
•  L'hyperbole  ponctuée  (fig.  265)  à  l'origine  Cau  centre,  le 
diamètre  BN  fait  avec  les  x  un  angle  de  45®  ;  CÈ=  i  donne 
GH  tangente  et  linciite  de  la  courbe;  enfin,-  le  diamètre  coiqu- 
gué  est  6^0  =V/ 2  :  trouver  l'équ.  de  cette  hyperbole?  Elle  est 

visiblenient^=xzt  v/  'w  (^* — 0^  ^'  ^^  reste  à  déterminer  tw. 
Mais  or  =  o  donne   le  radical  imaginaire  ;  et  changeant  le  — 

en  + ,   il  faut  qu'il  soit  {/  2  ;  donc   |/  m  =  |/  2,   et 

y  -—  20^  —  ar'  =  —  2  est  l'équ.  demandée. 

Si  l'on  veut,  que  l'équ.  soit  celle  d'un  point ,  une  ou  deux 
droites,  ou  rien,  on  peut  opérer  de  même;  mais  il  estplus  simple 
de  se  conduire  ^gpime  il  suit. 

L  et  M  étant  de  la  forme  ^J*  +  /jf"  +  g"  >  on  a 

i«.  Pour  un  point,  L*  +  M*  =  o  (p.  478)  ; 

2°.  Pour  une  droite,  TJz=zo  (p.  482)  ;, 

3**.  Pour  deux  droites,  LM-=.o  (p.  477)  ;  et  si  l'on  veut  que 
ces  lignes  soient  parisillèles,  le  rapport  des  constantes  k  et  î 
doit  être  le  même  dans  L  et  M  (p.  481  )  ; 

4®.  Pour  que  l'équation  ne  représisnte  rien,  iVdoit  être  un 
nombre  positif  quelconque  dans  L'  -f-  M^  +  A^i=s  o  (p.  474 ).~ 

46t.  Après  avoir  discuté  l'équ.  (i),  les  coordonnées  étant 
rectangulaires,  on  peut  se  proposer  de  la  construire  exactement, 
sans  recourir  à  la  théorie  (n^  4^9)9  "^^^^  ^^  rapportant  la  courbe 
à  un  systgne  de  diamçtres.  Prenons  pour  axes  des  :i:'une  paral- 
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lèleaudiamèlre^  =  iMf  +  iS,  sans  changer  l'origine,  ni  l'axe 
des^.  Comme  tong.  (a:x)  =  «,  on  a  cos  {xx')  =  ^.        7F)^^^ 

sin  (xx)  =  **,  (ar/)  =90%  et  les  équ.  ^  (n»  383)  deviennent 
x^:^kxyX^=^mkx  +^';  la  transformée  de  (1)  çst 
y  «=  ^  ±:  t/  (  mit*jr'*  +  nkx'  ^p  ). 

1*  Si  la  courbe  a  un  centre,  portons-y  Torigine  ;  et  Téqu. 
e'tant  ainsi  rapportée  à  des  diamètres  conj  ugués,  recevra  la  forme 
(n"  427)  jï=  V/  (Q  +  Cx^)  s  il  suffit  donc  de  chasser  les  termes 

fi  et  nhx\  Posons  y =j^"+/S,  x  ^x'  —  -^  ;  ces  2«'  termes 

« 

sont  les  x'  et  y  du  centre,  et  Ton  trouve 

Telle  est  Téqu.  de  la  courbe  proposée,  réduite  à  ses  diamètres 
conjugués.  Rien  n'est  donc  plus  facile  que  de  construire  cette 
ligne  (n«  431,  a^). 

Pour  Véquation  y  —  x+\  ±  v/(  — aa?' +  6ar— 4)>  ^^  * 
i»=  I,  /t=^  V'  2,  m=:— 2. . . ,  et  l'on  obtient^  pour  transfor- 
mée y*  +  x"^  =  i  ;  ainsi,  après  avoir  tracé  le  diamètre  BN^ 
r.^=^x-4-  I  (tig*  268),  porté  l'origine  au  centre  C,  comme  on 
l'a  vu  (  n**  4^4  )  »  ^  restera  à  décrire  une  ellipse ,  dont  les 
demi-diamètres  CO^  CD,  sont  égaux  à  V/f? 

tz**.  S'il  n'y  a  pas  de  centre ,  m  =  o ,  et  le  radical  devient 
"^{nkx'-^-p)  :  chassant  les  termes  constans  /S  et/7,  l'origine  sera 
portëe  au  point  où  la  courbe  est  coupée  par  sou  diamètre;  savoir, 

y  =:  y  -f  g ,  ar'  =  05"  — .  ^  ;  d'où  y  *=  nkx'' .  Après  avoir  dé- 
crit le  diamètre  j-  =«»a:  +  /8>  l'origine  sera  prisfe  au  point  où  il 
coupe  la  parabole  ;  l'axe  des  jr"  étant  parallèle  aux  jr,  et  l'axe 
d^s  x"  le  diamètre,  la  courbe  sera  facile  à  tracer  (n**  438). 
*  Pour^  =  ij:  +  i±;\/(23r  — 4),ona(fig.248)-t  =  i,^=V/f, 
DN  et  DF  étant  les  axes,  on  a  l'équ.  j<-"*=  4x''  \/  5 ,  qui  est 
çdlle  de  la  parabole  M  DM'  ;  et  comme  p.  481 ,  on  a  ^B  s=  i ,. 
j4E=DE^2. 
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V.    PROBLÈMES   d'analyse    GÉOMéTRIQUE. 


De  la  Génération  des  Courbes, 

46a.  I.  Quelle  estla  courbe  qui  résulte  de  l'intersection  conti- 
nuelle de  deux  droites  AMy  BM  (fig.  a68)  qui  tournent  autour 

•de  -<^  et  5,  et  sont  toujours  à  angle  droit  en  M?  Prenons  les 
Génératrices  dans  une  de  leurs  positions  AMy  MB  :  l'origine 

^tant  au  milieu  C  de  ABy  et  Adszr-^  les  lignes  AM  et  MB 

qui  passent^  Tune  en  ^  (—  r,  o),  et  Tautre  en  5  (r,  o  },  ont 

pour  équ. 

jrzs:a{x  -^-r),  jrzr:  a'  (x  —  r). .  .\  . ,  (1), 

de  plus  on  a  aa'  -f-  »  =  o (2) , 

puisque  ces  droites  sont  perpend.  :  les  valeurs  de  a  et  a',  qui  ne 
satisfont  pas  à  cette  condition,  répondent  à  des  droites  AN  et 

BNj  qui  ne  sont  pas  génératrices.  Si  l'on  met pour  a\  les 

équ.  (i)y  qui  sont  celles  de  toutes  les  droites  passant  en  A  et  By 
appartiendront  à  deux  génératrices ,  dont  les  directions  dépen- 
dront de  la  valeur  de  a  qu'on  voudra  prendre  :  la  coexistence 
de  ces  équ.  fera  que  x  etjr  seront  les  coordonnées  CPy  PMy  du 
point  de  section  de  ces  droites.  En  éliminant  a  de  ces  éqliations, 
X  tijr  seront  donc  les  coordonnées  du  point  d'intersection  de 
deux  génératrices  quelconques,  puisqu'elles  ne  sont  distinguées 
entre  elles  que  par  a,  qui  n'y  entrera  plus* 

Ainsi,  l'élimination  de  a  et  a  entre  les  équ.  1  et  a ,  donne 

Féqu.  de  la  courbe  cherchée  :  «= — ^ —  ,  a'=  -   ■     cban- 

X  "^  r  X  •—  r 

gent  (2)  en  j*'  -f*  ^*  ^=  ''*  •  on  a  un  cercle  dont  le  diamètre  est 

AB. 

II.  Si  les  deux  génératrices  AMy  MB  (fig.  269)  étaient  as-*> 

sttjetties à  former  un  angle  donné  AMB^  dont  la  tangente  fût /^ 

réquation  (2)  serait  remplacée  par  t  =  — --- — '  :  on  aurait 


j 
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(x*+J^  —  '**)  ^=  ^CT-  ^^  discutant  (n®  45o)  cette  équ.,  cm 
^C=  CBz=rj  on  verra  que  la  courbe  est  un  cercle  dont  le 

rayon  est  OB  =r  i  7  ^  r*  4"  -7  )  >  ^O  =  -  donne  le  centre  O. 

En  ge'nëraly  au  lieu  de  supposer  la  courbe  décrite  par  un 
point  qui  se  meut  d'une  manière  déterminée ,  on  peut  la  con- 
sidérer comme  engendrée  par  Tintersect ion  continuelle  de  deux 
lignes  (droites  ou  courbes)  données,  mais  variables  dans  leurs  - 
positions  ou  leurs  formes,  suivant  une  loi  connue.  On  prendra 
ces  génératrices  dans  l'une  des  positions  coi^enabks,  et  Ton  , 

aura  leurs  équ.^  telles  que  M=so,  A^=  o  :  de  plus,  le  chan-  i 

gement  que  ces  deux  lignes  éprouvent  tient  à  celui  de  deux  ^ 

constantes  qui  y  entrent  ;  mais  sont  assujetti^,  dans,  leurs  va' 
nations ,  à  une  condition  donnée  P  =  o.  En  faisant  de  nou- 
veau le  raisonnement  ci-déssus,  on  prouvera  que,  si  l'on  élimine 
ces  deux  constantes  entre  ces  trois  équ.,  on  aura  pour  résultat 
l'équ.  de  la  courbe  engendrée. 

S'il  y  avait  trois  constantes  variables,  outre  P  =  o ,  on  de- 
vrait avoir  une  autre  équation  de  condition  Q  =  o  ;  il  faudrait 
éliùiiner  ces  trois  constan  tes  entre  les  quatre  équ .  M=o,  N=so, 
P  =  o,  Ç  =  o.  Et  ainsi  de  suite. . . ,  de  manière  à  avoir  tou- 
jours une  équ.  de  plus  qu'il  n'y  a  de  quantités  à  éliminer. 

S'il  y  avait  moins  d'équ.  qu'il  n'en  faut,  l'équ.  finale  serait  en- 
core celle  delà  courbe  cherchée;  mais  il  y  aurait  un  ou  plusieurs 
paramètres  variables  :  le  problème  serait  indéterminé,  et  Fon  y 
satisferait  par  une  série  de  courlis.  Lorsqu'il  y  a  autant  d^équ. 
que.de  constantes,  il  en  résulte  des  valeurs  de  x  etj^  en  nombre 
fini  :  on  n'a  plus  que  divers  points;  et  s'il  y  a  plus  d'équ.  en- 
core, le  problème  est  absurde.  Tout  ceci  sera  éclairci  par  des 
exemples. 

III.  Étant  données  les  droites  DNy  Dx  (fîg.  270)  et  un'  |>oint 
fixe  ^  sur  l'une,  cherchons  la  courbe  dont  chaque  point  ilfest 
tel ,  que  la  distance  MA  est  égale  k  la  perpend.  PN  sur  Dx. 
Concevons  cette  courbe<;omme  engendrée  par  l'intersection  con- 
tinuelle d'une  droite  mobile  PiV,  perpend.  à  Dx^  par  un  cercle 
KL,  dont  le  centre  est  fixe  en  ^  ;  le  rayon  et  la  droite  variant 
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d'aiUeors>  de  sorte  que  la  condition  donnée  AM=l  PN  soit 
toujours  remplie. 

Vorï^ineétmien  ji^yiMzsiztty  v^P=/8,  AD:=^p,  fc=tang  NDA-y 
les  e'qu.  du  cercle  LK  et  de  la  droite  PN  sont 

j:«-+.j^=a%  ar=i8 (i). 

L'équation  de  la  droite  DN ,  qui  passe  eh  D  { — /?,  o),  est 
j^=l(jp+p);  l'équation  de  condition  MA-=NP  devient 
«  5=  /  (i8  -^p).  Lorsque  l'on  fait  varier  la  droite  et  le  cercle, 
«  et  jS  changent  seuls;  il  faut  donc  les  éliminer  à  l'aide  des 
équ.  (i),  ce  qui  donne 

jr^+x*  {\  —  e  )—  lepx  —  fp^  =  o. 

1*».  Si  i=si,  l'angle  donné  E' D  A -==.  l^S" ,  et  l'équ.  devient 
jr^^i^px-^-p^y  qui  est  celle  à^na^ parabole  EfS,  dont  l'origine 
est  au  foyer  A  y  le  sommet  en  5,  'lAS  =  AE  =/?. 

2*.  Si  t  <  I ,  l'angle  NDA  est  <  45*  >  on  a  une  ellipse  dont 
le  centre  C  et  les  axes  a  et  6  sont  tels ,  que 

I  —  <*'        I  —  «*'        j/( ,  —  f') 

Si  DN  est  parallèle  à  DA^  on  a  un  cercle  y  ce  qui  résulte  aussi 
de  ce  que,  par  la  génération ,  PN  est  constant. 

3®.  Enfin,  si  /  >  i,  ou  EDA^  changé  en  IDA^ >  45<»,  on  a 
une  hyperbole. 

Cette  propriété  pourrait  donner  un  moyen  facile  de  tracer 
nos  trois  courbes  ;  elles  touchent  toutes  Ia  droite  donnée  DE  y 
Dp  y ....  en  son  point  de  section  avec  AE  (n*  424)' 

IV.  Imaginons  que  la  ligne  ^^  (fig.  271  )  d'une  longueur 
donnée  se  meuve  dan^  l'angle  BCAy  de  manière  que  ses  ex- 
trémités A  et  B  restent  toujours  sur  les  côtés  de  cet  angle  : 
trouver  la  courbe  déerite  par  un  point  M  donné  sur -cette  bgne 
.  ABl  Soient  b  =  AMy  a  =r  MBy  ACy  .CB  les  axes  coordonnés 
quelconques,  e^  c  le  cosinus  de  l'angle  ^Ci9 qu'ils  forment  entre 
eux; la  courbe  peut  être  considérée  comme  produite  par  la  sec- 
tion continuelle  des  deux  droites  mobiles  AB ,  PMy  dont  les 
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équ.  sont  jr=zmx  + fi,  x-zzy;  d'où  PMssuy+fi,  CPz=iy, 
Il  s'agit  de  trouver  Téqu.  de  condition  entre  *,  /3  et  y.  Or,  le 
triangle  PMB  donne  (D,  n»  355),  en  faisant  PB  =  Zy 
a'  =  z»  +  />ilf'  — acz.PM;  d'ailleurs  les  parallèles  AC,  PM 
donnent  bz:=aX  ÙP  :  donc  ou  a 

bz^ayy     a*=:z'  +  (*>.  +  i8)^  — ac«(«y  +  /8.) 

Il  reste  à  éKoiiner  z,  «,  Set  y.  Mettons j^ pour my+fi,  nous 
aurons  ôzs^axy  «•=z*-t-^  —  aç/z;  enfin,  chassant  z, 
a»^»s=5  (&^*  -f.  a^x^^^^abcxjr  est  Féqu.  demandée,  qui  appar- 
tient à  une  ellipse  (n®  4^4)  dont  C  est  le  centre. 

Lorsque  Tangle  ACB  est  droit,  tout  le  calcul  se  simplifie 
beaucoup:  on  a  l'équ.  b^y^-^ a^x""  =  a*é%  qui  est  celle  de 
l'ellipse  rapportée  à  son  centre  et  à  ses  axes  ^a,  ib.  Il  en  ré- 
sulte un  nouveau  moyen  très  facile  de  tracer  une  ellipse.  Après 
avoir  décrit  deux  lignes  indéfinies  Cjr^^  Cxj  à  angle  droit,  on 
portera,  sur  une  règle  MB,  des  parties  égales  aux  demi-axes 
AM^=iby  BMrrza,  puis  on  présentera  cette  règle  sur  Tangle 
droit  jrCxj  de  manière  que  les  points  A  et  B  soient  ^ur  les 
côtés  de  cet  angle.  Dans  cette  position,  et  toutes  celles  de  même 
nature,  le  point  M  sera  l'un  de  ceux  de  l'ellipse  ;  on  marquera 
ces  divers  point-s,  et  l'on  tracera  la  courbe  qui  les  joint. 

Si  le  point  décrivant  est  situé  en  M' sur  le  prolongement  de 
ABj  la  même  analyse  conduit  au  même  résultat^  au  signe  près 
du  terme — aabcxjr.  Ainsi,  en  prenant  i63/^  =: a,  AM^  =  dy 
AB  est  la  différence  des  demi-axes,  au  lieu  d'en  être  la  somme, 
et  la  construction  demeure  la  même. 

Y. Si,  du  foyer  F^  d'une  ellipse  (fig.  a38X  ^^  abaisse  une  per-- 
pendic.  sur  chaque  tangente,, quelle  est  la  courbe  qui  passe  par 
tous  les  points  /  de  rencontre  de  ces  tangentes  et  de  leurs  per- 
pendiculaires? ay-y  4-  b*xx'zssa^b*  est  l'équ.  de  la  tangente  au 
point  {x\  y)  (n^  4^8).  La  droite,  qui  passe  par  le  foyer 
(  —  a ,  o),  a  pour  équ.  ^=/3  (ar+a)  j  pour  qu'elle  soit  perp. 
à  la  tangente,  il  faut  (n^37o)  que  S  satisfasse  à  l'équation 
6*x'|3  — a^'so  :  les  équ.  des  génératrices  sont  donc 

^yy  +  b^xx'  =  à'b^ ,  *'ar>  =  ay'  {x  -f  «). 


y 
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Lorsque  le  point  de  tangence  varie/ ces  lignes  changent  de 
position  avec  x'et  y  ;  l'équ.  de  condition  est  celle  qui  exprime 
que  ce  point  est  «ur  Tellipse,  a^*  +  ô'o:''  =  fl*é*.  Il  reste  à 
éliminer  x*  et  y  entre  nos  trois  e'qu.  On  tire  des  i'"  x  et  j-', 
et  l'on  substitue  dans  la  3^  ;  on  trouve 

En  développant  9  on  a 

y  +^«  [aar  {x-^d)  —  *' ]  +  (x  +  *)*  (a:»— a')  =  o; 

* 

or,  —  ô*  =«*  — •  a'  (  n**  386  )  :  le  second  terme  devient  donc 
y\X^  +  <*)*  +^*  ~  û*]  ;  de  sorte  qu'en  réunissant  les  termes 
affectés  de  a:*  —  a*,  on  a 

(  j^' +x*-a*)  [^' +  (^ -h  ^r  ]  =0. 

Le  second  facteur  est  visiblement  étranger  à  la  question ,  puis- 
qu'il donne  le  foyer  ;  l'autre  donne  le  cercle  circonscrit  à 
l'ellipse;  c'est  la  courbe  cherchée. 

i^,  b  n'entrant  pas  ici,  le  cercle  inscrit  dans  l'hyperbole  ré- 
sout la  question  proposée  pour  cette  courbe  (n^  ^97  )• 

2®.  Ce  cercle  est  commun  à  toutes  les  ellipses  décrites  sur  le 
grapd  axe,  et  même  au  cercle  qui  se  reproduit  ainsi  lui-même. 

^,  Comme  j^  +a:* =a*  est  indépendant  de  «,  on  trouve  le 
même  cercle  en  opérant  sur  l'un  et  Fautre  foyer. 

YI.  Pour  résoudre  le  même  problème  pour  la  parabole 
(  fig.  234)  y  9^  verra  aisément  qu'il  faut  éliminer  x'  et  y  entre 

Xr'  -P  (^-f-*'),  PJ  =  '-y  {x  —  \p)^  y^^:kpx\ 

» 

Il  vient  o  =  (  —  iixy  +  a  a:*  -^px  )  (/? — ax  ) ,  ou  en  réduisant, 
x  \^l^^  i^kx — /?)*]  =  o.  Le  2*  facteur  donne  leToyer;il 
faut  le  supprimer  :  le  i%  jrs  o,  donne  l'axe  des  y  ;  c'est  le  lieiJt 
des  pieds  des  perpend.  (  t,  fig.  234  9  P*  4^^)* 

VU.  La  parabole  NAK  (  fig.  272)  étant  donnée,  trouver  le 
lieu  de  tous  les  points  ilf ,  tels  qu'en  menant  les  deux  tangentes 
iVilf  et  KM,  l'angle  qu'elle  formeront  soit  toujours  égal  à  un 
angle  donné  M^. 
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Les  tang.  à  la  parabole  aux  points  (x\y)y  {x\  jr'')j  oot 
pour  ëqu.  (  n**  4^4  )  ^*  ^7^  » 

jry:=zp{x  +  x'),    yjr'^^pix^x"). 
L'angle  KMN,  que  forment  entre  elles  ces  droites  (n*  870  )^ 

a  pour  tang,  fc=r    ,    ,, — ^—,  Lorsqu'on  changeies  points  KetN 

de  contact,  cet  angle  doit  rester  le  même  ;  <  est  constant  ;  mais 
.  x\  y^  x"  y  y^  varient  ;  il  faut  les  éliminer,  et  Ton  a  pour  cela, 
outre  les  trois  équations  précédentes, ^'*= 2/?^,^"*  ==2/?ar*. 
x'  et  x**  tirées  de  celles-ci ,  changent  les  deux  premières  en 
y*  — VT' +  2pa:  =  o,    y*  — 2xr''4-apa:=o. 

Ainsi,  des  deux  racines  de  la  i'*  de  ces  équ.,  Tune  est  j*',  et 

y"  —  y' 

Vautre  y  ;  donc  j^y  =  apar,  d'où  t  '=^    -     ^J    •  de  plus. . . . 

y  ■=zy±.\/  {y^-'^px)  donney — J^ =2  fois  le  radical;  ainsi, 
Téqu.  cherchée  est 

y —  «'a:»  —  px  (a  4-  <*)  —  1  /*p*  ==  o.         , 

c'est  celle  d'une  hyperbole  ;  %X.  comme  t  n'entrç  qn'au  carré , 
l'une  des  branches  est  décrite  par  le  sommet  Jnf  4e  l'angle  ob- 
tus K'M'Nj  et  l'autre  par  celui  M  4e  sgji  supplément  NMK. 
On  trouvera  aisément  le  centre  C  et  les  axes  de  la  ^ourbe«|^ 

Si  l'angle  donné  il/ était  droit,  ou  f;^  09,  on  aurait  (a**  898) 
a«  -^/7=so  ;  en  sorte  que  si  de  chaque  point  de  1^  direçtiiee 
on  mèn«  deux  tangentes  à  la  parabole,  elles  font  toujours  en^re 
elles  un  angle  droit. 

y  111 .  Il  arrive  souvent  que  l'équ.  même  de  la  courbe  est  don- 
née, ou  presque  exprimée  dans  sa  définition,  plutôt  que  par  sa 
génération  :  ceci  mérite  à  peine  de  nous  arrêter.  £n  voici  un 
exemple  :  Quelle  est  la  courbe  dont  chaque  ordonnée  est  la 
moyenne  proportioiuielle  entre  celles  d^  deux  droites  don- 
nées, correspondant  à  \dk  même  abscisse?  Il  est  clair  que 
jr  S5S  <ij:-f-  ô,  j-  =  a*x  -h  b'  étajdt  l$s  équ.  des  droites  données, 
celle  de  la  courbe  est 

j-"  =  {ax+b) (a'x+ô'),     ou    j^-^adx^—x {ah  +  ab'):=cbb\ 
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I®.  Si  l'une  des  droites  est  parallèle  aux  x,  à^  a=o  donne 
j-^ssiob^x -Jhàb'^  qui  appairtient  à  une  parabole  qu'on  dé- 
crira aisément.  Quand  a  =  o,  j^^ r=  66' donae  deux  droites 
parallèles,  une  droite  ou  lien,  suivant  les  grandeurs  et  les  signes 
de  betb' ,  Lorsqu'on  fait  abstraction  dii  signé  des  ordonnées  des 
droites,  outre  notre  parabole ,  on  eu  a  encore  une  deuxième 
égale  et  opposée ,  et  qui  a  iqème  soînmet. 

2^.  Si  a  et  a'  sont  de  signes  contraires ,  on  a  vnc  ellipse  ; 
lorsque  aei  =  —  i ,  les  lignes  données  sont  pèrpend.,  et  l'on  a 
un  cercle  (on  a  aussi  un  point/,  où  rien). 

3°.  Enfin,  si  a  et  d  sont  de  même  signe^  on  a  une  hyper- 
bole  :  quand  az=.a\  Tune  des  asymptotes  est  parallèle  aux 
droites  données,  d'où  l'on  peut  conclure  l'autre  (n'  4^0  et  ^5^). 
On  peut  aussi  avoir  deux  droites  qui  se  croisent. 

Dans  ces  deux  dernieips  cas,  en  faisant  al)s traction  des  signes 
des  ordonnées,  on  a  à  la  fois  l'ellipse  et  l'hyperbole  décrites 
sur  les  mêmes  axes,  comme  fig.  247. 

On  pourrait  varier  beaucoup  ces  problèmes.  M.  Puissant  en 
a  mis  plusieurs  dans  son  Recueil  de  diverses  propositions  de 
Géomélrie:  En  voici  quelques  autres  : 

IX.  Deijp  angles  de  45%  B^C,  BDC  ($g.  27a)  étant  donnés 
de.  position,  les  faire  tourner  autour  de  leurs  sommets  fixes  A 
et  D,  de  sorte  que  deux  côtés  AB,  BD  se  coupent  toujours  sur 
BE  parallèle  à  AD.  Quelle  est  la  courbe  décrite  par  le  point  C 
d'intersection  des  deux  autres  côtés  AC,  DCl 

On  peut  prendre  les  angles  mobiles  quelconques,  ainsi  que 
la  droite  BE. 

*  X.  Soit  un  point  M  (lîg.  274)  tel,  que  ses  distances  AM, 
BMj  à  deux  points,  fixes  A  et  Bj  soient  entre  elles  dans  un 
rapport  donné  ;  quelle  est  la  courbe  dout  tous  les  points  jouis- 
sent de  cette  propriété? 

En  quel  lieu  de' cette  courbe  ^ifcf  sera-t-elle  tangente?  Com- 
ment déterminer  le  point  M,  tels  que  les  distances  MA,  MB^ 
MD  à  trois  points  fixes  A,BetD  aient  entre  elles  des  rapports 
connus? 
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XI.  Uû  cercle  et  uae  droite  étant  doDnég,  trouver  le  liea 
de  tous  les  centres  des  cercles  tangens  à  Tun  et  à  l'autre. 

Le  mênie  problème  pour  deux  cercles  donnés. 

XII.  Les  côtés  d'un  angle  droit  glissent  sur  une  ellipse  ou 
une  hyperbole ,  à  laquelle  ils  demeurent  sans  cesse  tangens  ; 
quelle  est  la  courbe  décrite  par  le  sommet  (fig.  272)  ? 

On  peut  prendre  aussi  l'angle  quelconque  ^  comme  au  pro- 
blème VIL 

XIII.  Deux  droites  AFy  CD  (fig.  220)  tournent  autour  des 
extrémités  ^  et  C  de  la  base  d'un  triangle  donné  JBC\  trouver 
le  lieu  BE  de  tous  leurs  points  G  d'intersection ,  en  suppo- 
sant que  D  et  F  sont,  dans  leur  mouvement,  à  la  même  dis- 
tance de  la  base  (F'ojr,  n^  876,  VIII.  ) 

Problèmes  qui  passent  le  second  degré'. 

463.  Nous  avons  construit,  page  35o,  les* racines  des  équ. 
du  2"  degré.  L'exemple  suivant  montre  ce  qu'il  faut  faire  lors— 
qu'on  est  conduit  par  la  résolution  d'un  problème  déterminé 
à  une  équ.  où  l'inconnue  est  élevée  au-delà  du  2*  degré.  Soit 

Si  l'on  fait  x'  ==pj'9  on  a  t*'  —  27*  +  ''-^  +  ''**  =  ®  î  ï*  propo- 
sée provenant  de  l'élimination  de  j^  entre  celles-ci,  si  l'on 
construit  les  sections  coniques  qui  s'y  rapportent,  les  abscisses 
des  points  d'intersection  seront  les  racines  cherchées  :  ce  sont 
ici  deux  paraboles.  La  proposée  aura  ses  quatre  racines  réelles, 
quand  les  deux  courbes  se  couperont  en  quatre  points:  il  n'y 
aura  que  deux  points  d'intersection  s'il  n'y  a  que  deux  racines 
réelles  :  elles  seront  toutes  qua/tre  imaginaires ,  s'il  n'y  a  aucun 
point  conunun  entre  les  courbes.  Au  cas  qu'il  y  eût  quelques 
racines  égales,  les  deux  courbes  se  toucheraient,  etc. 

Mais  comme  l'une  des  deux  courbes  est  arbitraire,  il  convient 
toujours  de  préférer  le  cercle  comme  plus  aisé  à. décrire.  Après 
avoir  tracé  les  deux  axes  rectangulaires  ^x,  Aj  (  fig«  276  ),  on 
décrira  l'hyperbole  xjrszrpm  entre  ses  asymptotes  ;  éliminant 
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ptUf  la  proposée  devient  Téqu.  d'un  cercle  facile  à  décrire, 

'  m 

Prenez  AC  =  -i—;  du  centre  C,  avec  le  rayon  t/fpq  +  j —  \ 

tracez  un  cercle  ;  Thyperbole  sera  coupée  en  des  points  M,  M', 
N,  N\  dont  tes  abscisses  AP,  AP%  AQ,  AQ\  seront  les  4  ra- 
cines X  cherchées  ;  deux  sont  positives  dans  la  fig.,  les  deux 
autres  négatives.  Il  pourrait  n'y  avoir  aucun  point  d'inter- 
section y  ou  seulement  deux . 

De  même,  pour  x^ — p''x^^p''qx+p^r:=zo^  on  prendra 
x^^szpj'j  d'oùj-^ — pjr  -^  qx-\-pr=o'y  ajoutant  x* — pjrz=zo, 
il  vient 

r* + ^'  —  VT  +  q3C+pr:=zo,     x\  =pj'^ 

équ.  d'un  cercle  et  d'une  parabole  faciles  à  décrire. 

Pour  x^±a*x  —  a^q  s=  o,  multipliez  par  x  ;  faites  x^  =aj/  ; 
d'où  jr""  zt,  ajr  —  ^x  =  o  j  ajoutez  la  précédente,  il  vient 

^'+jf*=:gar,     ou     jr^ +  x^=^!iajr  +  qx^ 

suivant  que  la  proposée  contient  -j-  a*  ou  — a^.  On  construit  le 
cercle  que  cette  équ.  représente  ;  les  abscisses  des  points  com- 
muns avec  la  parabole^  x^  =  a^,  sont  les  racines  cherchées; 
07=  o  répond  à  la  racine  introduite. 

Pour  x^  —  3a*x  =  nà^,  le  même  calcul  donne 

Soit  décrite  la  parabole  MA  (fig.  276)  dont  le  paramètre  est  a, 
et  le  cercle  CAMj  dont  le  centre  est  C  (a,  na ),  -et.le  rayon 
AC=a\/5'j  le  point  ^f  d'intersection  a  pour  abscisse  a: =^P; 
c'est  la  sçule  racine  réelle.  ^ 

On  peut,  par  cette  construction,  obtenir  la  valeur  de  {/a. 

Étant  données  deux  droites  a  et  6,  trouver  entre  elles  deux 
moyennes  proportionnelles  x  et  jr^  ^  a  *  x  l  jr  l  à.  Puisque 
j:*=:  ajr,  jr^  =  àx,  en  construisant  deiix  paraboles,  dont  a  etb 
soient  les  paramètres^  qui  aient  l'origine  pour  sommet  com 


m 


\ 
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mun ,  et  dont  les  ax'ës  respectifs  soient  ceux  des  jr^et  des  x  ;  on 
aura ,  pour  abscisse  x  et  l'ordonnée  jr  de  leur  point  commun, 
les  lignes  demandées. 

Mais  les  constructions  sont  plus  simples  ea  employant  le 
cercle  au  lieU  de  Tune  des  deux  paraboles.  Ajmitons  nos  équ., 
ïï  vient  x*  -f-  ^' — a^  — ^x^o^etTon  retombe  sur  la  fig.276, 
oxiBC  =  {a,^B=z^b. 

Lorsque.  6  =:  ^a,  on  a  j;^  =r:  2à^;  ce  qui  réàout  le  célèbre 


m 


problème  de  la  duplication  du  cubé.  Si  l'on  fait  ^  =  —  a  y 


n 


m 


comme  on  a  a:^  :=:  —  «^  :  btt  peut  doUc  ausfsi  former  un  cube  a:^, 

*  Tl 

qui  soit  à  un  cube  donné  û^  ,  M  m  \  n. 

En  général,  ces  constructions  peuvent  être  variées  de  bien 
des  manières;  car,  puisqu'elles  dépendent  de  deux  courbes  dont 
on  a  les  équ.,  en  multipliant  ces  équ.  par  des  indéterminées  et 
les  ajoutant;  on  obtient  différeiltes court>ès  propres  à  la  réso- 
lution diï  problème.  - 

464  >  Aureste,  il  peut  arriver  qu'une  quesUpn  proposiée  comme 
déterminée  ne  le  soit  pas(v(>^.  n®  876,  II),  ou  même  qu'on 
puisse  en  faciliter  la  solution ,  lorsqu'elle  est  déterminée  ,  en  la 
faisant  dépendre  d'une  autre  question  qui  ne  le  soit  pas.  L'ana- 
lyse indique  d'elle-même  ces  modifications  ;  c'est  ce  qui  va  être 
éclairci  par  les  questions  suivantes. 

I.  Étant  données  deux  points  A  et  B  (fig.  277);  trouver  un 
3'  point  M  y  tel,  qu'en  menant  .^Af  et  MB  y  l'angle  MJBso'it 
la  moitié  de  MBA.  Faisons  AB  =  m;  les  équ.  de  AMj  MB 
sont  jr  ==  aXf  jrz=z  —  fl'(x  —  m),  l'origine  étant  en  ^  :  or , 
a  et  a^  sont  des  tang.  d'angles  doubles  l'un  de  l'autre  ;  donc... 


2a 


a^z=: j  (L,  359).  Éliminons  a  et  a'  entre  ces  trois  équ., 

et  faisons  abstraction  de ^^  =  0,  qui  n^âpprend  rien;  il  vient 

^*  —  Sx'''{'!imx  =  o, 

On  voit  que  la  question  .est  indéterminée,  et  qu'on  y  satisfait 
en  prenant  pour  M  chaque  point  de  l'hyperbole  que  nous  allons 


• 
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construire.  Faisons  AC±=  CD  =£=  ^  m  ==  |  AB  ;  C  sera  le  centre, 
AelD  les  sommets  ;  les  asymptotes  CG ,  CH^  font  avec  AB  un 
angle  égal  aux  deux  tiers  d'un  droit ,  ^^3  en  étant  la  tangente 
(  n**  3^2  )  ;  cette  courbe  MD  sera  celle  dont  il  s'agit. 

Si  l'on  veut  pâttàger  un  arc  de  cercle  AEB,  ou  Un  angle  AKB^ 
en  trois  parties  égales^  on  preiidra  lé  tiers  AC  dé  sa  corde  AB-, 
construisant:  l'hyperbole  ci-dessus,  l'intersection  avec  Parc 
donUera  (n" 2 1 2)  lé  tiers  EB  de  l'aifc,  ou  le  tiers  ËKB  de  l'angle. 

Pour  résoudre  le  problème  de  la  triseciian  de  tangle,  nous 
l'avons  d'abord  présenté  sous  une  forme  indéterminée,  et  même 
plus  générale ,  puisque  nous  aurions  pu  de  même  trouver  le 
point  d'un  arc  d'ellipse  AEB ,  ou  de  toute  autre  courbe ,  qui 
remplit  une  condition  analogue. 

II.  Mener  une  droite  DP'^j'^ziaar-f-^Cfig»  278)^  de  manière 
que  la  somme  des  perpend.  MD^  M'U  ^  abaissées  de  deux  points 
donnés  M  et  M\  soit  égale  à  une  longueur  connue = m.  Il  s'a- 
git de  déterminer  a  et  6  par  la  condition  MD  +  M'D* :=im. 

La  distance  du  point  M  (jp',  y)  à  cette  ligne  (  n**  374)  est 

— ,,     ,: — —-;  en  raisonnant  de  même  pour  ilf'  (jf^w.  r"),  on  a 

{ax'—y  +  h)  +(a:c»_y +  Ô  )=  m  ^/(i+û').,  . .....   (i). 

Cette  équ.  ne  pouvant  faire  connaître  que  a  ou  ^ ,  le  problème 
est  indéterminé  :  si  l'on  met  jr^ax  pour  b  dans  (i),  on  a 

c'est  l'équ.  de  la  droite  cherchée.  Transportons  l'origine  au  mi* 
lieu  de  MM%  en  C  [  |  (x'  +  x"),  H  / + ^0].  on  a 

La  direction  de  la  droite  est  restée  arbitraire  ;  seuleihent  on 
voit  que  lorsqu'on  a  choisi  a  à  volonté >  l'ordonnée  à  l'origine 
est  \  tny{v  4-tf*>;  ainsi  (n*  374)  la  distance  FCr=z\  rh^  ce 
qui  fournit  cette  construction.  Du  centre  C  des  moyennes  dis- 
tances aux  axes ,  on  décrira  un  cercle  avec  le  rayon  ^  m  :  toute 
tangente  à  ce  cercle  satisfera  seule  à  la  condition  exigée.  C'est 
ce  que  rend  évidente  la  propriété  connue  du  trapèze  MDD'M* 
(n».2i9,  4».). 


^ 
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Si  l'on  eut  donné  trois  points,  il  aurait  suffi   d'ajouter 
ox'*-— j'^H-  b  AU  1*'  membre  de  (i)  :  en  ge'ne'ral  pour  n  points , 


m 


il  faudrait  remplacer  m  dans  (2)  par  — .   Donc  la  somme   des 

perpendiculaires  menées  de  n  points  sur  la  droite  Diy  estc=  ^ts, 
quand  DJy  est  tangent  au  cercle  FC  décrit  du  centre  des 
moyennes  disttances  avec  un  rayon  FC=la  n*  partie  de  tti. 

III.  Étant  données  deux  droites  AP,  ^D(fig.  279),  cher- 
chons un  point  M^  tel  que  les  perpend.  MP^MD  soient  entre 
elles  dans  im  rapport  donné  ss  n  :  m.  Prenons  AP  pour  axe 
des  Xy  A  pour  origine  ;  AP  =s  x',  PM  =^'  ;  enfin  ]t  =  «a: 

fom\'é(iu.,deAD.LaiftTp.io!'ini)MD=pr^--^y=z-^  par 
condition  ;  d'où 


y= 


aux 


71  — mv/(i+a*)' 


Donc,  tous  les  points  d'une  droite  AM  passant  en  A  y  satisfont 
à  la  question.  Prenons  des  parties  AC=sm^  A B^=n  sur  les 
perpend.  aux  droites  données ,  et  menons  des  parallèles  BM^ 
CM  y  à  ces  droites  ;  M  sera  l'un  des  points  de  la  ligne  cherchée, 
puisqu'il  satisfait  à  la  condition  :' cette  ligne  est  donc  Alif. 

Si  l'on  voulait  obtenir  sur  la  courbe  MN  les  points  M  et  A^, 
qui  jouissent  de  la  propriété  assignée ,  il  faudrait  construire  la 
droite  AM,  et  prendre  ses  points  d'intersection  3f  etiVavec  la 
courbe. 

Le  point  M  pourra  être  situé  au  -  dessous  dé  AD  ;  alors 
y/(i  4-^'')  ayant  un  signe  contraire,  il  faudra  prendre  AC^=an 
en  sens  opposé  de  AC^  et  la  section  de  BMayec  CI. 

IV.  D'un  point  K  (fig.  280)  menons  deux  tang.  KM  y  KNk 
l'ellipse  donnée  CMN^  et  la  corde  MN  qui  joint  les  points  de 
contact.  Si  l'on  fait  parcourir  au  point  K  une  droite  quel- 
conque AB  donnée,  les  points  M  y  A^  varieront  ainsi  que  MN\ 
on  demande  la  courbe  qui  est  le  lieu  des  intersections  successives 
de  ces  cordes  MN, 
"    Menons,  par  le  centre  C ,  CD  parallèle  à  ABy  et  CA  diamètre 
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ct>ïijagaé  de  Cjr  ;  prenons  ces  lignes  pour  axes.  En- partant  de 
ré<{u.  de  la  taD([.  à  l'ellipse^  et  exprimant  qu'elle  passe  par  un 
point  donné  K(m^  fi)^  on  a  prouvé  (4i3)  qu'il  7  ft  deux  tang., 
et  que  la  corde  MN,  qui  joint  les  points  de  contact,  a  pour 
équ»  à'fijr  +  b^cLxs=a^b*.  Si  Ton  place  le  point  K  en  B^  Téqu. 
de  la  nouvelle  corde  mit  sera  la  même  en  changeant  /3  en  0^,  Le 
point  de  section  de  ces  cordes  se  trouve  en  éliminant  x  et  j- 
entre  leurs  équations.  En  les  retranchant,  il  vient  a^QS — iS')=:o, 
ou^=o.  Il  est  donc  prouvé  que  le  point  de  section  est  sur 
Taxe  des  j:^  e t  cela,  quels  que  soient  fij/S^  ;  d'où  résulte  que  toutes 
ces  corde^  se  coupent  en  un  seul  point.  La  même  propriété  a 
lieu  pour  l'hyperhple  et  la  parabole  (vojr.  n^*  4^7»  4'^)* 

Les  principes  exposés  précédemment  suffisent  quelquefois 
pour  discuter  les  équ.  de  degrés  supérieurs  en  x  et  jr.  Par  ex. 

jr^'^x^  +  (a'^b)x^  +  abx:=:Oy 

d'où  j-  —  ^  !/x(x^à)(x  +  b)'j 

la  courbe  (fig.  288)  est  symétrique  des  deux  côtés  de  Taxe 
des^,  qu'elle  coupe  aux  trois  points  A,  C  elB^  pour  lesquels 
:r  ss  o^  a  et  — -  ^.  On  ne  peut  prendre  x  positif<^a;  mais  x  peut 
croître  indéfiniment  au-delà  ;  ainsi  la  courbe  s'ouvre  à  rinfini 
et  ne  s'étend  pas  entre  A  et  C.  Dans  le  sens  des  x  négatifs,  elle 
forme  une  feuille  entre  A  et  B,  et  ne  dépasse  pas  B. 

Si  a = o,  ,7^=  ûi  X  ^{x + ^  ),  l'espace  AC  est  nul ,  et  la  dou- 
ble branche  infinie  a  son  point  C  soudé  en  A*  Si  &=o^. . . 
j*:=±:a:|/(x— o),  la  feuille  AB  se  réduit  à  un  pointa,  isolé 
de  la  branche  infinie  CM. 

Soit  encore  l'équ.^'  — x'j-'ssi,  d'où^=it:-— ^ 

x  =  ±  V\0^'^    > .  \^  courbe  est  symétrique  par  rapport  aux 

X  et  aux^,  et  si  l'on  plie  la  fig.  selon  l'un  ou  l'autre  de  ces 
axes,  les  parties  coïncident;  :r  est  <^  i ,  et  comme  2:=  ih  i  donne  y 
j-soo,  deux  parallèles  aux  j^  menées  des  deux  côtés  de  cet  axe 
ti  la  distance  i ,  sont  asymptotes  de  la  courbe  qui  est  entièrement 
renfermée  entre  elles.  Enfin  :r<^ib  i  ;  ainsi  la  courbe  est  coiu^ 
T  I.  3a  . 
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posés  de  deiU  bru«b^  inlBiiiei^  et  op|^o/sees,  s^'paréçs  par  vu 
iatervaliei  comme  dan»  la  fig.  ^63,  excepté  qu'elles  sp^t  reu* 
fermées  entre  deux  pai'allèles  aux  j^,  et  [>  dz  i . 

Enfin  Féqu.  âr^ -fj^— ^— i:^~jqj^  +a:=n:o, 
équivaut  à  (*'-hj^^— i)  O^*— a:)  =o, 

en  égalant  chaque  facteur  séparément  à  zéro,  on  trouve  que  ia 
courbe  est  formée  du  système  d'un  cercle  BCP  (fig.  aSS)  dont  le 
rayon  est  i  et  le  centra  à  l*originc  C  ;  et  d'une  parabole  MAM* 
Les  cboses  se  passent  ici  comme  n°  4^  9  3"* 

De  quelques  autres  Courbes. 

466,  Lorsqu'on  donne  divers  points  F,  G ,  TMj  Z . . .  (fig.  i  1 1  ), 
il  y  a  une  infinité  de  courbes  qui  les  unissent  ;  cependant,  parmi 
celles  qu'on  peut  choisir,  il  en  est  une  qu'on  préfère ,  comme 
étant  plus  simple  que  les  autres;  c'est  celle  dont  l'équation  est 
j"=^-f-  Bx-\'  Cr*+  ctc«,  et  qu'on  nomme  Parabole,  par  ana- 
logie av<c  la  courbe  que  nous  connaissons  sous  ce  nom.  Apr^ 
avoir  trace  deux  axes  Ax^  Ajr^  et  marqué  les  coordonnées 
AD^  DF.  AC^  CO 1  •  k  •  d€s  points  connus^  on  comprendra  dans 
l'équ.  autant  de  termes  qu'il  y  a  de  ces  points,  et  il  s'agira  d'en 
déterminer  les  coefficient  A^  i9.  * . .  •  par  les  conditions  don- 
nées, savoir,  que  !*•  àr=3  -<if/>=«doime^=DF=a;  d'où 
a^A-\'Bm'^Cm^'^^ .  ^ .;  2".  de  mèmea:  =  iS^  donne  j^sas^; 
ôsa:.j^+^^  +  ^^*+ ,  et  ainsi  des  autres  points.  Il  fau- 
dra ensuite  éliminer  les  inconnues  AjB^C. . .  ^  afin  d'eu  ob- 
tenir les  valeurs. 

Le  calcul  peut  être  présenté  d'une  manière  simple  et  gêné- 
jfale;  car,  puisque  x  zrizm  doit  donner^  =  a,  la  valeur  de  j* 
est  de  la  forme  àejr^zAa  +  KjAeiK  étantcomposés  de  ma- 
nière que  xssM  rende v^±=:i;  et  K=.o  :  ainsi  (n®  5oo), 
/i:t=^(jf  — «)  K*.  De  plus,  quand  xa^fij  on  a^=ô;  donc  on 
a  en  général  y»»»  Jî* 4-^  >  L  étant»B(a?*— jg)  L'j  de  sorte 
,  que,  pour  aUlef  ces  deux  conditions, 
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A'  eijy  ëtant  sr i ,  ]ors<{u^on fait  respecti^emeiit :r «s«,  ou ^=:  /3. 
En  continuant  le  même  raisonnensent^  on  verra  que 

j  =  Aa  +^6  +  Cc  +  etc., 

{/«—*)  (/3— >)  (iS— *)...  ' 

en  prenant  pour  chaque  coefficient  une  fraction  ayant  autant 
de  facteurs  moins  i ,  qu'il  y  a  de  points  donnés. 

On  ob  tient  ainsi  Tëqu.  approchée  d'une  courbe  donnée,  mais 
tracée  aufaasard^  il  suffit  d'y  distinguer  un  nombre  suffisant  de 
points ,  pris  surtout  aux  lieux  pu  la  courbe  offre  des  sinuosités 
marquées,  et  d'en  mesurer  les  coordonnées  ce  »  a,  $y  bj.  • , 

On  pourra  ainsi  trouver^  entre  des  points  isolés  FjGjM^Z.,, 
d'autres  points  ^issujettus  à  la  même  loi;  et  de  même,  entre 
plusieurs  quantités  liées  par  de  certains  rapports^  obtenir  une 
loi  qui  puisse  siervir  à  faire  connaître^  par  approximation,  quel- 
que circonstance  intermédiaire.  G'esit  en  cela  que  consiste  la 
méthode  de  Vtnlerpolation^  dont  l'application  est  si  fréquente 
aux  phénomènes  naturels.  {Fqy,  n®*  687  et  947.) 

Les  mêmes  raisonneniens  servent  à  faire  passer  une  courbe 
de  nature  connue  par  une  série  de  points  donnés  :  l'équ.  de 
cette  courbe  doit  alors  renfermer  autant  de  constantes  arbi- 
traires qu'il  y  a  de  ces  points,  sans  quoi  le  problème  serait 
absurde  ou  indéterminé^  Ainsi  l'équ.  la  plus  générale  du  cercle 
étant  (/ — *)'  +  (^  —  ^ )*=''%  on  ne  peut  exiger  que  cette 
courbe  passe  par  plus  de  trois  points  connus  («>,  a) ,  (i3>^)j  (y,  c), 
et  l'on  aurait,  pour  déterminer  les  constantes^,  h  et  r,  les 
conditions 

(a  — jfr  )•+(«  — A)»=r», 
(*-*r  +  (5-A)'=r*, 
{c-^hy  +  {y  —  hY=r\ 

Si  le  rayon  r  était  connu ,  on  ne  pourrait  plus  se  donner  qu& 
deux  points,  et  ainsi  de  suite. 
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En  général  on  peut  faire  passer .  une  section  conique  par 
cinq  points  9  puisqu'il  y  a  cinq  arbitraires  dans  l'équ.  générale 
du  a*  degré,  d^;agée  du  coefficient  du  i*'  terme. 

467.  Quelle  est  la  courbe  DM^  QE  (fig.  28 1)  engendrée  par 
l'intersection  continuelle  de  la  ligne  BMf  qui  tourne  autour  de 
Bj  et  d'un  cercle  il/ j^Q,  dont  le  centre  C  glisse  le  long  de  jiC^ 
de  manière  que  ce  centre  soit  toujours  «aiBMl  Prenons  Ax  et 
BD  pour  axes.  Soient  jiC=zMy  AB=zb  y  CM=sAD:=:a,  les 
équ.  du  cercle ,  et  de  la  droite  BM  qui  passe  en  B  (o,  —  b)  et 
C(«,  o),  sont 

éliminant  a,  il  vient        x^j'^=i(a* — jr*)  (^+i)*. 

Telle  est  l'équ.  de  la  courbe  proposée,  que  Nicomède  a 
nommée  Conchoïde.  Il  suit  de  sa  génération  qu'elle  est  formée 
de  deux  branches,  l'une  au-dessus^  l'autre  en-dessous  de  jix, 
étendues  à  l'inûni,  et  dont  j4x  est  Tasymptote  ;  que  la  plus 
grande  largeur  est  en  DD\  lorsque  la  droite  mobile  BM  est 
perpend.  à  Ax.  Si  AB  est  <^  a>  alors  il  y  a  en  D' un  nœud;  ce 
nœud  s'évanouit,  et  ne  laisse  qu'un  point  de  rebroussement, 
lorsque  ABz=ia.{Fojr.&s  282.) 

468.  lie  cercle  AFB  (fig.  a83)  et  sa  tang,  BD  sont  fixes;  la 
droite  AD  tourne  en  A,  et  A  M  est  toujours  pris = FD  :  quelle 
.  est  la  courbe  des  points  M7  Elle  résidte  de  la  section  conti- 
nuelle de  AD  ;  par  un  2*  cercle ,  dont  le  centre  est  en  A,  et 
dont  le  rayon  R  variable  est  sans  cesse  =  FD.  Les  équ.  de  nos 
deux  cercles  ,  If  origine  étant  en  A,  sont  x'  ^  ^^  wss  B.\ 
j*»s^2ûj:  — a:*;  celle  de  AD  est  jriszAx;  A  et  R  varient,  et 
roua  AM  —  FD,  ou  APz=zEB.  Or,  on  trouve  (n«»  372, 354  ) 

doncR  V'Ci  +-^')=2^'^*;  c'fi*^  l'équ.  de  condition. 

ÊUmioant  fi  et  -^,  à  l'aide  de  x^+y^=^  fi*,  j  =  Ax,  on  a 
l'équ.  cherchée 

x'+  01^ = '^ajr^  ;     d'où  jr^  = 


x^ 


aa— X 


A 
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ê 

11  résulte  de  cette  équ.  que,  i**.  x  ne  peut  être  >  aa,  ni  néga- 
tif :  ainsi  la  courbe  est  renfermée  entre  Ajr  et  BD  ;  a®,  elle  éét 
symétrique  de  part  et  d'autre  de  AB.y.  elle  passe  par  l'ori- 
gine A{ovL  elle  a  un  rebroussèment )  ;  4** •  ^=  ^  donner  ==zba : 
les  points  B  et  ff^  pu  la  courbe  coupe  la  circonf .  directrice, 
partagent  celle-ci  en  ses  quatre  quadrans;  5®.  x=z^a  donne 
j-==oo  :  BDesX  asymptote.  Cette  courbe  est  nommée  Cissoïde 
de-Dioclhs, 

469-  ^  courbe  OBMi&g  284),  dont  les  abscisses  AE,  AP. . . 
sont  les  logarithmes  des  ordonnées  correspondantes  EF ,  MP. . .  ^  . 

est  nommée  Logarithmique  :  son  équ.  est  or =log  j*,  oxxjr^za'^ 
a  évanihi  base  (n*»  i45).  Il  est  facile  de  voir  que,  i*.  la  courbe 
n'a  qu'une  seule  branche,  qui  est  infinie  à  droite  et  à  gauche; 
a^ l'ordonnée  AÈ à  l'origine  est  =  i ;  V. soit  AE  —  i=AB, 
on  a  EF=za=s  la  base  ;  4**.  si  a  est  >  i,  la  partie  BM  de  la  ,  j 

courbe  qui  est  dans  la  région  des  x  positifs ,  s'écarte  sans  cesse 
de  Ax  (lé  contraire  a  lieu  lorsque  a  <  0  ;  l'autre  partie  FO 
s'approche  de  AQ;  QAx  est  l'asymptote.  S"*.  Si  l'on  prend  des 
abscisses  successives  en  progression  par  différence,  les  ordonnées 
correspondantes  formeront  une  progressipn  par  quotient. 

Les  différentes  espèces  de  logarithmiques  sont  distinguées 
entre  elles  par  la  base  a, 

470.  Formons  la  courbe  des  sinus  (fig.  289)  :  l'équation  est 
jr = sin  X.  Chaque  abscisse  x  est  le  développement  d'un  aix  de 
cercle  dont  l'ordonnée  j^  est  le  sinus,  le  rayon  étant  r.  Si  l'arc 
est  o,  îrr,  2flrr...,  le  sinus  est  nul  :  à  partir  de  l'origine  Aj  et  de 
part  et  d'autre,  on  prend  AB=BCi^AB'ss  . . .  rrixr,  les 
points  AfBjB'jCC...  sont  ceux  où  la  courbe  coupe  l'axe 
des  X.  L'arc  croissant  depuis  zéro  jusqu'à  {  wrssAEj  le  sinus 
croît  aussi  jusqu'à  JSF=r;  mais  x  continuant  de  croître,  jr 
diminue  ;  la  portion  AFB  de  courbe  est  symétrique  par  rap- 
port à  FE.  Lorsque  x  passe  AB = «-r,  le  sinus  devient  négatif  ; 
et  comme  il  reprend  les  mêmes  valeurs,  on  a  une  autre  partie 
de  courbe  BDC  égale  à  la  première.  Le  cours  se  continue  ainsi 
à  Vinfini.  Ces  courbes  ne  diilèrent  entre  elles  que  par  le  rayon  r . 
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47 1 .  Un  poûit  M  (fig.  285)  se  meut  le  long  de  CM,  en  même 
temps  qoe  CM  tourne  en  C  ;  quand  ce  rayon  mobile  était  cou- 
ché gur  CAy  M  était  ea  A  ;  et  Tcm  euge  que  AC  soit  toujours 
à  AP^  comme  le  quaidrans  oc  est  à  l'arc  décrit  ab.  On  demande 
quelle  est  la  courbe  AMDB  décrite  par  A'i  Elle  est  produite 
par  Tintersection  continuelle  du  rayon  CM  et  de  PM perpend. 
à  CA,  C  étant  Torigine ,  soient  AC-^a,  ab:ssêj  CP^=m,  les 
équ.  de  CM  et  PM  sont  j-  =:x  tang  9jX  =  m.  Mais  la  condition 

imposée    ^-      —7  donne =3  —-  ;  éliminons  4  et#,  il  vient 

*^         AP      ab  «— #        ô 

j'=:rtangj^M^::î^]/our=^  cot(2^ 

Il  est  aisé  de  voir,  i^.  que  la  courbe  est  symétrique  de  part  et 
d'autre  de  C^ ja®.  que±:ar>arcndj-négatif;3**.quedbr=2fl 
donne  les'  asymptotes  QiV,  Q*N'  ;  a:  =  o  donne  j^  =  o  X  00  , 
expression  singulière  de  l'ordonnée  CD,  et  dont  noujs  recher- 
cherons plus  tard  la  valeur  (n**  756).  Dinosirate,  inventeur  de 
celtt  courbe,  lui  a  donn^  le  nom  de  Quadratnce,  à  cause  de 
l'utilité  quM  lui  supposait  pour  la  quadrature  du  cercle. 

472.  Si  un  cercle  Gif/ (fig.  290  )  roule  sur  une  droite  AB^ 
le  point  JMy  qui  originairement  était  en  contact  en  A  y  aura 
décrit  l'arc  AM  ;  et  le  nouveau  point  de  tangence  avec  AB 
sera 'en  D,  de  sorte  que  AD  sera  le  développement  de  l'arc  de 
cercle  MD»  En  continuant  le  mouvement  du  cercle,  le  point  M 
tracera  la  courbe  AMFB^  qu'on  nommé  Cyclôide,  Roulette  ou 
T^rochoTde. 

Après  une  révolution  complète /le  point  M  se  retrouvera  an 
contact  en  B^  qui  sera  un  point  de  la  courbe,  AB  étant  la  cir- 
conférence du  cercle  générateur  :  en  £,  milieu  de  AB^  le  dia- 
mètre FE=:  TT  de  ce  cercle ,  est  la  plus  grande  ordonnée  ;  la 
courbe  est  symétrique  de  part  et  d'autre  de  Vaxe  FE.  La  cy- 
cloUde  continue  son  cours  à  l'infini,  en  formant  en  ^,B, . .  dés 
rebrousscmens. 
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t^renons  Torigine  en  ^,  AP  =  x,  PM^=s,y  ;  comme 

AP s=  AD  •^-  PD^  on  a op  =s MD  —  z^  en {aisant PDzsi z;zeaL 
l'ordonnée  QM  du  cercle  CMy  l'abscisse  y  étant,DÇX;  d'où 
j2*=£2r^-— J'^  Or,  ilfl>  est  un  arc  quî>  daais  le  cercle  dont  le 
ràyou  est  r,  a  ;k pour  sinus  ;  ce  qu'on  exprime  ainsi  :    .     .>    } 

il/Z>=arc  ( sin  ==  z)  ; 
donc  on  a  ^  a:=arc  (sin  =  z)  —  z 

ou  zt=sin  (x-f-^);  <2*=a/7'— j^^ 

Si  l'origine  est  en  F,  F5=:x,  SM:=:jr^  FK  =  u,  on  a 
FS^AE—AP—AE--{AD-'PD) 
^At!ak\^c\tc.FKE^AtcMD  +  MQ  =  FK^K^, 

ou  j:=àrc(sin  =  z)+^9  2=siQ(^  —  ^)>  oua;=M  +  siu  ï^. 

Les  travaux  de  Fermât,  Descartes,  Roberval,  Pascal,  Huy- 
ghens. . . .,  ont  rendu  cette  courbe,  célèbre  ;  elle  jouit  de  pro- 
prie'tés  géométriques  et  mécaniques  très  singulières ,  mais  ce 
n'6St  pas  ici  le  lieu  de  nous  en  occuper.  /^*  )e  second  toU 

Si  l'on  eut  cberr.béla  courbe  décrite  par  un  point- du  plaA 
circulaire  différent  de  ceux  de  la  circonférence  ^  on  aurait  eu 
luie  autre  espèce  de  cyc}oîde.  On  aurait  aussi  pu  donnqr  au 
cercle  mobile  un  mouvement  de  translation  dans  l'un  ou  l'au- 
tre seos»  outre  celui  dont  nousyenons  de  parlei ,  ce  qui  aurfit 
allongé  ou  accourci  la  cycloide.  Enfin  on  auraitpu  faire  rouler 
la  circonférence  sur  tlne  autre  courbe  :  on  aumt  eu  ce  qu'on 
nomme  les  Épicydo^es.  MaÂs  nous  n«  pouvons  qu!indiquçr 
t^  obîetl. 

47^-  ^  nomme  Spirale  une  courbe  qui  est  coupée  en  une 
infinité  de  points  par  toute  ligne  passant  par  un  point  fixe  ou 
pôle,  les  Spirales  forcent  un  %eïtte  de  courbes  dont  la  géné«- 
ration  nécessite,  pour  ainsi  dire,  les  coordonnées  polaires. 
Telle  est  celle  de  Conon,  qui  porte  le  nom  de  Spir^ih  d'Archi- 
mède,  )>arce'qtte  ce  célèbre  géomètre  en  a  le  premier  reconnu 
les  propiiétés.  La  droite  ///  (fig.  286}  tourne  autour  à^,A, 


\ 
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pendant  qu'un  point  mobile  M  glisse  le  long  de  AL  Cher-« 
chons  l'équ.  de  la  courbe  AMNCy  qu'il  trace ,  en  supposant 
que  AI  est  placé  en  AC^  quand  le  mobile  est  en  ^  ;  qu'aprè» 
une  révolution ,  lorsque  AI  se  retrouve  en  AC^  le  mobile-ilf 
est  en  C;  qu'enfin  les  espaces  dM^=^  r-qu'il  parcourt  sont  pro- 
portionnels aux  angles  lACzzzê  que  décrit  AL 

La  valeur  angulaire  ar  devant  répondre  à  AC^ia^  on  a 

~*=  *^TEF  =  -  ;  donc ,  2jrr=  a^ 
a       A  M       r'  ' 

est  l'équ.  cherchée.  La  courbe  passe  en  A,  en  C.  •  .^les  révo- 
lutions successives  de  AI  donnent  ^ssa^r^  =4^,  =:••.;  d'où 
r=  a,  saaa.  • .  • ,  de  sorte  que,  chaque  fois,  le  rayon  vecteur 
augmente  de  a.  (jomm.e,  pour  un  nombre  quelconque  k  de 
révolutions,  l'équ. 

r=  —  devient  r=aJfc  -4-  — t 

2îr  aw 

k  étant  un  entier  quelconque,  tous  les  rayons  vecteurs  s'ac- 
croissent aussi  de  a. 

474'  Soient  menées  les  perpend.  AC^  CD  (fig.  287),  et 
décrit  du  centre  C  des  arc8>  tels  que  PMj  égaux  en  longueur 
à  une  ligne  donnée  CD:=^a  ;  les  extrémités  M  de  ces  arcs  dé- 
terminent une  courbe  NM^  dont  on  trouve  aisément  l'équ.  ;  car 

on  a  -r  s  pl#>  ^''  PM^=a^  Ch=zi;  donc  rO =â.  L'analogie  de 

cette  équ.  avec  xjrz=im^  a  fait  donner  à  cette  courbe  le  nom  de 

Spirale  hyperbolique  :  on  voit  d'ailleurs  que  D£,parallèle  kAC^ 

n 
est  asymptote.  Puisque  r=:j,  r  n'est  nul  que  quand  0  =  00; 

et  comme  Sssair^  =4*' donnent  des  valeurs  de  r  de  plus 

en  plus  petites,  la  courbe  fait  autour  du  pôle  des  circonvolu- 
tions, et  n'y  parvient  qu'après  une  infinité  de  tours. 
On  a  donné  de  même  le  nom  de  Spirale  logarithmique  à  la 

courbe  dont  l'équ.  est  ^s=Iog  r,  ou  r=:  a  .  il  croissant ,  r    tcir 
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aussi  y  et  le  coars  de  la  spirale  s'ëtend  à  Tinfini;  mais  6  étant 
négatif  et  croissant ,  r  décroît ,  de  sorte  que  ce  n'est  qu'après 
«nriiambre  infini  de  tours  que  la  courbe  atteii^t  le  pôle.£Ue 
participes»  comme  on  voit ,  des  deux  précédentes. 

La  Spirale  parabolique  a  pour  équ.  rs=tfdr  y/ (/?0>  ^^ 
aorte  quer — a  est  moyenne  proportionnelle  entre  p  et  Ot  on 
reconnaîtra  aisément  la  forme  de  cette  courbe. 
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